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Evolution de tourbillon & support compact

Dragos Iftimie

Résumé

On consideére ’équation d’Euler incompressible dans le plan. Dans le cas
ou le tourbillon est positif et & support compact on montre que le support
du tourbillon croit au plus comme O[(tlogt)]'/#, améliorant la borne O(t'/3)
obtenue par C. Marchioro. Dans le cas ou le tourbillon change de signe, on
donne un exemple de tourbillon initial tel que la croissance du diameétre du
support du tourbillon est exactement O(t). Enfin, dans le cas du demi-plan
et du tourbillon initial positif et & support compact, on montre que le centre
de masse se déplace parallelement & I’axe avec une vitesse minoré par une
constante positive; de plus, la distance d’un point du support du tourbillon a
I’axe est au plus en O[(tlogt)'/3].

Tous les résultats qui suivent ont été obtenus en collaboration avec Thomas C.
Sideris. Le théoreme 3 est aussi le résultat d’une collaboration avec Nicolas Depauw.

Un fluide parfait incompressible évoluant dans R? obéit aux équations d’Euler
suivantes:

Ov+v-Vv=-VP
div v(¢, ) = 0,
’U|t:0 = 9.

Ici v: R x R? — R? est le champ de vitesse du fluide et P : R, x R? — R est la
pression. Une quantité importante pour ’étude de ces équations est le tourbillon

w = 01Uy — Ouv1.
En prenant le rotationnel de I’équation de v on trouve
Ow+v-Vw=0, w(0,z)=uwx) (1)
ce qui signifie que le tourbillon est transporté par lé flot
o =v(t, V), Y(0,z)=rz.

La condition d’incompressibilité permet de retrouver :* a partir de w par I'intermédiaire
de la loi de Biot-Savart

z—y)t |
o) = o [ @9 i1,y) dy

2_7? R2 lx—y]2
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ol zt = (=9, 11).

L’existence et l'unicité globale des solutions classiques a été montré pour la

premiére fois par Wolibner [12]. Le cadre des solutions faibles a été abordé par
- Yudovich [13] (wg € L' N L), DiPerna et Majda [4] (wy € L' N LP), Delort [3]
(nappes de tourbillon) et d’autres auteurs.

Malgré cette théorie d’existence et d’unicité globale assez complete, peu de choses
sont connues sur le comportement & I'infini des solutions. Plusieurs lois de conserva-
tion sont a notre disposition pour étudier ce comportement: conservation des normes
L? de w, de la masse [w(t,z) dz, du centre de masse [zw(t,z) dz et du moment
d’inertie [ |z|°w(t,z) dz.

Comme le tourbillon est transporté par le flot de v, on voit tout de suite que si
le tourbillon est & support compact au moment initial il reste a support compact
pour tout temps. De plus, le fait que v soit borné en espace et temps montre que la
taille du support du tourbillon est au plus en O(t). Dans la suite, on se propose de
voir comment et dans quelles conditions cette borne triviale peut étre améliorée.

Il y a trés peu de solutions explicites des équations d’Euler. Les solution sta-
tionnaires sont les premiers exemples. Ensuite, on peut aisément vérifier que si
le tourbillon initial est la fonction caractéristique de l'intérieur d’une ellipse, son
évolution est donné par une rotation. Enfin, le couple de Batchelor est un tourbillon
antisymétrique par rapport a un axe qui se déplace parallelement & cette axe a vi-
tesse constante (voir [2], page 534). Ainsi, aucun exemple explicite ne montre une
croissance du diametre du support du tourbillon et le seul exemple qui montre une
croissance de la distance a |’origine fait intervenir un tourbillon qui change de signe.

A défaut de solutions explicites, on peut se rabattre sur des solutions approchées
qui consistent a prendre le tourbillon comme une somme de masses de Dirac avec
certains poids. Il n’y a pas assez de régularité pour définir une solution du systéme
d’Euler, ’équation est obtenue dans ce cas en ignorant les termes qui ne sont pas
définis. Marchioro et Pulvirenti [10] montrent néanmoins que si le tourbillon initial
est approché au sens des distributions d’une maniére particuliere mais pas trop
restrictive, alors ceci reste vrai pour tout temps. Malheureusement, cette convergence
n’est pas uniforme en temps, donc rien ne peut étre déduit sur le comportement a
I’infini des vraies solutions. Cependant, on peut voir que pour ce systeme approché le
support du tourbillon reste borné si le tourbillon est positif. De plus et toujours pour
ce systeme approché, il existe des tourbillons changeant de signe avec une croissance
du diametre du support qui est exactement en O(t).

Venons-en aux résultats disponibles dans la littérature. Marchioro [8] montre
que dans le cas d’un tourbillon positif appartenant a L' N L*, la distance & l’origine
du support du tourbillon est au plus en O(t}/?). Lopes Filho et Nussenzveig Lopes
[7] étendent ce résultat au cas des tourbillons L' N L? et Hounie, Lopes Filho et
Nussenzveig Lopes [5] obtiennent des résultats partiels dans le cas des nappes de
tourbillon. Enfin, dans le cas d’'un domaine extérieur a un compact et du tourbillon
positif, Marchioro [9] montre que la croissance du support du tourbillon est au plus
en O(t*) pour tout a > 1/2.

Les trois théorémes qui suivent sont les résultats nouveaux présentés dans ce
travail.
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Théoréme 1 Soit w(t, z) la solution des équations d’Euler avec un tourbillon initial
positif et & support compact wy € L'(R?) N L*®(R?). Il existe une constante C,
telle que, pour tout temps t > 0, le support de w(t,-) est contenu dans la boule
lz| < Co[(1 + t) log(2 + t)]V/4.

Théoréme 2 On considére un tourbillon initial qui est obtenu en prenant une fonc-
tion positive appartenant @ L' N L™ a support dans le premier quadrant et en la
prolongeant par antisymétrie par rapport auxr azes de coordonnées. Il existe une
constante Cy telle que le diamétre du support du tourbillon a l’instant t soit minoré
par Cyt.

Théoréme 3 Considérons les équations d’FEuler dans le demi-plan zo > 0 avec
des conditions au bord de glissement. Supposons que le tourbillon initial est positif
et d support compact, wy € L'(R%) N L®(R?). Alors le centre de masse P(t) =
[zw(t,z)dz se déplace paraliélement & l'aze avec une vitesse minorée par une
constante positive. De plus, la distance d’un point du support du tourbillon a l’aze est
au plus en O [(t log t)1/3] . En d’autres termes, il existe une constante Cy > 0 telle que
P, = cst., Pi(t) > Cy't pour t suffisamment grand et o < Co[(1 +t) log(2 + t)]l/3
pour tout x € suppw(t,-).

Remarque 1. L’exemple donnée dans le théoreme 2 est inspiré d’une part par ’ana-
logue discret qui montre une croissance en Ct et d’autre part par un exemple similaire
de Bahouri et Chemin [1] qui est utilisé pour des problémes de régularité minimale
du flot.

Remarque 2. Dans le cadre du théoreme 1, Serfati [11] montre indépendamment et
simultanément la borne [tlogo- - o log(t)]/*. Gamblin [6] donne une autre preuve
du théoreme 1 en utilisant des estimations sur les moments d’ordre supérieur.
Remarque 3. Les théorémes 1 et 3 restent vrais pour des solutions faibles w € L'NL?,
p > 2 car les constantes dans les preuves ne dépendent que des normes L! et L?.
Remarquons aussi que les bornes obtenues sont valables en fait pour toute ligne de
flot.

Les preuves détaillées des théorémes 1 et 2 se trouvent dans [6]. D’autre part,
la preuve du théoreme 3 reprend, dans un cas plus simple, les idées principales des
preuves des théoremes 1 et 2. Il n’y a donc pas lieu de répéter ces preuves ici. On
va se contenter de montrer le théoreme 3 dans la section suivante.

1. Preuve du théoréme 3.

Dans la suite, C,Cy,... désignent des constantes qui dépendent de wy et qui
peuvent changer d’une inégalité a I’autre. L’ensemble D désigne le demi-plan 2, > 0.

Remarquons d’emblée que les conservations du centre de masse et du moment
d’inertie du tourbillon ne sont plus valables dans D. On ne pourra utiliser que la
conservation des normes LP.

Le lemme suivant nous sera fort utile dans la suite.
Lemme 1 Soit a € (0,2), S C R? et h : S — R, une fonction appartenant a
LYS)NL*(S), p > 7% Alors

2—a-2/p
/ — dy<cnhn; I
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Preuve du lemme. Soit k un nombre positif quelconque. On peut estimer par I'inégalité
de Holder

h(y) _ h(y) h(y)
/slx—yl“dy—l / T / P

Sn{lz—y|>k} Sn{le—y|<k)
|2l L2 lhlleys) 1
< h H——
L] [ P
|Rll1s)

= e+ Ol k2.

1
Le choix k = (||h|lL1 S)HhIIL,,(S)) "7 termine la démonstration.

Revenons & la preuve du théoréme 3. On suppose, pour simplifier, que || pw(r)dr =
1. On commence par montrer l'affirmation sur le centre de masse.

Il n’est pas difficile de vérifier que si I’on prolonge w par antisymétrie par rapport
a I'axe T, = 0, le tourbillon résultant obéit aux équations d’Euler posées dans R?.
La loi de Biot-Savart dans R? donne ainsi la loi de Biot-Savart dans z, > 0:

1 [ (@t @-D.
o= [, (5=t - oo ) cw i

ou § = (y1, —y2) désigne le complexe conjugué de y. Un calcul trés simple montre

alors que
1 Ta— Yo Tat+ Y2
= — - d 1
n(@) 2W/D( PRy |x—y|2>“’(y) v ®)

2 (331 - y1)$2y2

Soit
P(t):/:rw(t,x) dz,
D

le centre de masse du tourbillon. On a par (1) et aprés une integration par parties

P'(t) = /D:L‘atw(t,a:) dzr = —/va(a:) -Vw(z)dr = / v(z)w(z) dz. (3)

D

La loi de Biot-Savart (1)-(2) implique maintenant

' _ Ty + y2 w "
Pl(t) - //D2 I-T _ ylg ) (y) d dy7
Py(t) =

ol on a utilisé I'antisymétrie des expressions Z=Sw(x)w(y) et %w(m)w(y)

par rapport au changement de variables (z,y) «— (y,z). On obtient tout de suite
une nouvelle loi de conservation

/ zow(x) dx = est.
D
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Montrons maintenant qu’il existe une constante C > 0 telle que P; > C. Par
abus de notation, on désigne par w la prolongée du tourbillon par antisymétrie par
rapport a 'axe zo = 0. On a déja remarqué que le nouveau tourbillon vérifie les
équations d’Euler dans R?. Il est facile de voir que 1'énergie de la vitesse dans tout
I’espace est conservée et que cette quantité est égale a

B = —5 / / gl = yl(e)o(y) dedy
- ] s

- //D2log (1+ Iz _.2?;2|2> w(z)w(y) dz dy.

Remarquons que le noyau obtenu ci-dessus est positif, contrairement au novau qui
correspond a un tourbillon positif dans R2. Une application de I'inégalité de Holder
donne

ccoy e |ff, (575) o (10 25 it aca

avec ¢ > 1 a choisir convenablement. On utilise maintenant I’ inégalité log(1+1t) <

¢ _ 4z . : _ |z=7? ;
Cm_t)—a, —1/g<a<1, avect = h—_"’;% ce qui implique 1+t = el On obtient

ainsi

e = g1*\’ 4291, q
//Dz (Iz + Yo log(l + 7= y12> w(z)w(y) dz dy
|z — g*~22%y3
< C |
AS C//Dz (Tg + y2)9 Yz — y|29— 29| — y|20qw(x)w(y) dz dy
x +y 3¢] 2aq-1
C//lﬂ ( |2~’U— 2]2‘1 2aq W (@)w(y) dz dy
Tty

—- 2¢ /D 29w (z) /D l—i—_-%lﬂw(y) dy) dz

ou on a choisi & = 3/2 — 1/q ce qui est loisible si ¢ < 2. Le lemme permet donc de
dire que

1/q

b

(A

Ey < C(P)'VeR/? = CPy(0)'/7(P))' Vs,

ce qui implique bien que P| est minoré par une constante. Remarquons par ailleurs
que le fait que v soit borné en espace et temps et la relation (3) implique que P est
majoré par une autre constante.

On passe maintenant a la deuxieme partie. On va montrer qu’il existe C; > /3
telle que |va(z)] < Ciz;° pour tout z tel que zo > Ci(tlogt)!/® et ¢ assez grand.
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Ceci impliquera qu’une particule fluide ne peut pas s’échapper de la zone z, <
C,(tlogt)'/3.
Comme |z — §|> > max(z32, Toy,) on peut estimer a 'aide de (2) et du lemme

. (1 — y1)Z2Y2 2 (1 — y1)T2y2
lva(z)] < / w(y) dy +-/ —w(y)dy
’ l ya<zs/2 1T — Y|*|T — yl2 ' T ey 1T — yl2z — 72 ( I
1
< 2y dy+C w(y) dy

y2>12/2 ll' - y‘

C Y2 12
< — -———wydy-}—C(w oo/ wydy)
- / e lolla= [ w)

C 1/2
< —2/ yzw(y)dy+0(|lw|lmo/ w(y) dy) :
T3 D. y2>12/2

La preuve du théoréme sera terminée une fois la proposition suivante démontré:

2:2 y2<z2/2 |I - y‘

Proposition 1 Pour tout k > 0 il existe une constante Cy telle que

Co
/ (.U(t, y) dy < R
y2>z2/2 T3

pour tout x5 > Co[(1+t)log(2 + t)] 13

Preuve de la proposition. Soit

0= [ (2wt

ou A = A(r) € (0,1) est & choisir convenablement et

On voit facilement que

fr(t) > n(0) / w(t, z)dz.

Ta>T

Donc, pour montrer la proposition il suffit d’estimer

Ly <<

_,rk7

pour tout 7 > Cy[(1 + t)log(2 + t)]'/3. Pour cela, on va déduire une inégalité
différentielle vérifiée par f,. ~
L’équation de w ainsi que la loi de Biot-Savart (2) impliquent

fit) = /Dn(xz/\;r)atw(t,x)d:r

- —/Dn(xQ/\;T>U(x)-Vw(x)dx
_ i 7 (2 nala)o(z) do

- m// o 5 et
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En utilisant le changement de variables (z,y) +— (y, ) on obtient finalement

I —T (Y2 —T (z1 — y1)T2y0 , )
£ = //m [ ) n ( X )] iz — ol _m?w(x)w(y) drdy. (4)
Le théoréme des accroissements finis implique
(T2 —T _1y2—r_x2—y2 "
77( Ar ) 77( A7 )— o (),

ou ¢ est situé entre 22—= et 1" Il est tres facile de vérifier que |"(s)| < n(s) pour
tout s et que la fonction 7 est positive croissante. On peut donc conclure que

) (5 e () )
En insérant cette relation dans (4) on obtient
i ] PO (5] ot s

1172 - 7” T2Y2
= d d .
. 71'/\27‘2 //Dz )\T (.’172 + yz){w(x)w(y) Tay

L(r,y)

fit) <

Pour z, < 7/2 on majore L(z,y) <e 3% et pour T, > r/2 on majore

:rz—-r)yQ < 2 (.TQ'—T

Ty AT )y2'

L(z,y) < n( )z, S5

En utilisant aussi la conservation de la masse et de [, zow(x) dz on trouve la majo-
ration suivante:

’ C _. C .
FU(E) < S50 + 52 1)

Le lemme de Gronwall donne maintenant
() < fr(0)e35 4 restr 3
On a bien évidemment que f,(0) < Ce™2 pour r as ez grand. On obtient donc
f(t) < Cextmman (1 + 7).
Si I'on suppose que t < 2% on trouve
f(t) S CeFm(1+7).
Le choix A = [4(k + 1) logr]_l, qui conduit & r > Cj(tlogt)!/3, conclut la preuve |

de la proposition.
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