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Introduction

Le systéme d’Euler incompressible décrit ’évolution de la vitesse et de la pression pour un fluide
parfait incompressible. Si ¢ € R et z € R%, on note v(¢, z) la vitesse au point z & I'instant ¢ et p(¢, z),
la pression. Le couple (v, p) vérifie alors

(8t +v- V)’U = _Vp7
(E) dive = 0,
V|t=0 = Vo,

ou vy est donnée.
On s’intéresse ici au cas d = 2. Au champ v on associe le tourbillon w = 0;v? — 0yv! qui vérifie

(8t+v-V)w:0,
w|t:0 =wyp.

(7)

Connaissant w, on peut alors retrouver la vitesse grace a la relation de Biot-Savart :

(BS) v\ (t,z) = L $2—y2w(y)dy, v2(t,z) = 1/ uw(y)dy.

o r2 |2 — y[? T r2 |2 — y|?
Soit & ’espace des perturbations d’énergie finie des solutions stationnaires régulieres de (E) dont le
tourbillon est & support compact. Cet espace est défini par

E:{u+a,u€L2 et a:%’(_ﬁ,xl),gew(mm})}.

En 1963, V. Yudovitch [Y] démontre ’existence et ’unicité globales en temps d’une solution (v, p)
de (E) dans C(R; &) x L2, (R; L?) dés que vp € &, divvg = 0 et wy € L N L® pour un a € [1, +oo[.
Le champ v solution est borné, quasi-lipschitzien et admet un flot ¢ continu unique. Comme v n’est
pas lipschitzien, la régularité de 9 peut se dégrader au cours du temps (voir [W]). En effet, il existe
une constante C; universelle telle que pour tout temps t, ¥; — Id soit de classe Ce*P(=Crtllwollzcnre)
ce résultat étant optimal en général (voir [BCh]).

Gréce a (T) on a alors conservation du tourbillon le long des lignes de flot, c’est-a-dire que, pour
presque tout z et pour tout temps, w(t,z) = wo(; ().

L’étude des poches de tourbillon est un probleme classique lié au systéeme d’Euler incompressible
en dimension deux. Il s’agit de décrire I’évolution des solutions de (E) dont la donnée initiale a
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pour tourbillon la fonction caractéristique d’un ouvert borné €. Le théoreme de Yudovitch donne
I’existence et I’unicité d’une solution dont le tourbillon & I'instant ¢ est la fonction caractéristique de
Pouvert ; = (), 'incompressibilité assurant que Q; et Qg ont méme mesure. Toutefois, on ne
peut rien dire sur I’évolution de la régularité de la frontiere a ’aide du seul théoréme de Yudovitch.

Lorsqu’on simule numériquement 1’évolution d’une poche de tourbillon réguliere, on constate
presque toujours I’apparition en temps fini de structures treés effilées qui ressemblent & des cusps
(voir [Bu] et [ZHR] par exemple). Ainsi, il était couramment admis dans la fin des années 80, que
des singularités de type cusp pouvaient apparaitre dans une frontiére initialement réguliére. Mais
en 1990, J.-Y. Chemin prouve que la régularité de la frontiére est préservée pour tout temps lorsque
99 est une courbe simple de classe C” avec 7 €]1, +oo[\N (voir [Ch2]).

Ce résultat a été généralisé au cas ol la frontiere initiale a des singularités : J.-Y. Chemin prouve
dans [Ch2] que, si la frontiére initiale est C'*¢ avec € €]0, 1[ en dehors d’un fermé, le fermé singulier
est transporté pour tout temps par le flot de la solution sans affecter la partie C1*¢ de la frontiere.
Dans [D1], on montre un résultat similaire pour une frontiere C¥*¢ (k € N*) en dehors d’un fermé.

Le sujet n’est pas clos pour autant. Certes, aucune singularité ne peut apparaitre dans une poche
de tourbillon réguliere, mais les simulations persistent & nous montrer I’émergence de structures
qui deviennent vite indiscernables d’un cusp. Il faut dire que les seules estimations connues sur les
quantités géométriques liées a la frontiere croissent doublement exponentiellement en temps. Si elles
sont optimales, il n’est pas surprenant que, numériquement, tout se passe comme si des singularités
apparaissaient. De ce fait, il serait intéressant d’étudier la stabilité de structures singulieres telles
que le cusp qui, dans les simulations, se comportent comme des “attracteurs”. Signalons ici que les
méthodes de [Ch2] et de [D1] ne permettent pas de faire cette étude car elles reviennent a “ignorer”
la singularité en la “gommant” a 1’aide de troncatures.

Dans la premiere partie de I’exposé, on présente des simulations numériques récentes (voir
[CD]) reposant sur un algorithme adaptatif multi-échelle et le principe d’interpolation dyadique
de Deslauriers-Dubuc [DD]. On s’intéresse en particulier aux singularités de type cusp ou coin. Il
semble que le cusp soit stable alors que le coin est instable.

Dans la suite de ’exposé, on montre que la singularité de type cusp est effectivement stable pour
tout temps : on prouve dans le théoreme 2.1 un résultat de propagation de structures géométriques
généralisant le cas du cusp. Comme corollaire, on obtient que, si la poche initiale g est suffisamment
réguliere en dehors d’un point zg tel que I'intersection de £y avec des boules B(z, k) ait une mesure
dominée par h?*% pour un certain o > 0, alors §2; jouit de la méme propriété en z; = ¢;(zo) avec
le méme . Autrement dit, I’ordre du cusp est conservé au cours du temps.

La démonstration du théoréme 2.1 repose principalement sur une estimation stationnaire du
gradient de la vitesse, démontrée dans la quatriéme section. On majore ||Vv||, - par des quantités
qui ne dépendent que logarithmiquement de la structure géométrique, ce qui donne une croissance
de ||Vv(t)|| ,« au plus exponentielle en temps, comme dans le cas de poches de tourbillon régulieres.

Pour prouver le théoréme 2.1, une méthode standard cons’stant a régulariser les données initiales
pour obtenir des estimations uniformes en grande norme sur les solutions régularisées avec des
résultats de convergence en petite norme, ne semble pas appropriée. En effet, une régularisation
détruit la structure effilée, ce qui empéche d’utiliser ’estimation stationnaire. Nous serons donc
amenés a prouver d’abord une version pauvre du théoréme a temps petit et avec perte de régularité
en utilisant uniquement les résultats de [Ch2] pour des singularités générales, et des estimations a
perte qui font I'objet de la troisieme section. L’estimation stationnaire de la quatrieme partie servira
ensuite & montrer a posteriori que la géométrie effilée est transportée sans perte de régularité par le
flot de la solution. De proche en proche, on montre alors un résultat global en temps.

Remerciements : L’auteur exprime toute sa gratitude a J.-Y. Chemin pour ses nombreuses
suggestions a propos de ce travail.
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1 Simulations numériques

Dans cette partie, on résume les simulations numériques sur les poches de tourbillon régulieres
faites en collaboration avec A. Cohen (voir [CD]).

1.1 Equation d’évolution

Il est clair que pour connaitre la solution du probléme, il suffit de calculer ’évolution de la
frontiere de la poche. On indique ici comment ramener cette évolution & la résolution d’une équation
différentielle ordinaire sur les courbes fermées du plan.

On part d’une paramétrisation 1-périodique vo de Q. Il est clair que y; = (7o) paramétrise
09;. De plus, par définition du flot,

017i(s) = v(74(s)) pour s€ S

En utilisant (BS) puis en intégrant deux fois par parties, on obtient

avec 1 ! 857i(5’) . (7i(3) - 7t(3,)) s) — s s
= A Ave= o / (o) — v ) =) d

dt

Cette équation d’évolution est non linéaire. Cependant, on sait d’aprés [Ch2] que Av; a la méme
régularité locale que ;.

1.2 Ondelettes interpolantes

Avant de décrire l'algorithme employé, nous rappelons quelques propriétés des ondelettes
interpolantes.

Pour j € N, on note G; = {279k, k € {0,---,29 — 1}} et on suppose que I’on dispose d’une base
d’ondelettes interpolantes (#;1)jeN, eq;) de S1, obtenue par exemple par 1-périodisation d’une
base d’ondelettes interpolantes de R (voir [DD] pour la construction d’une telle base).

Comme propriétés importantes de cette base, on retiendra que ¢; y a un support concentré autour
de ) avec une distance caractéristique de 277, que, pour X' € Gj, ia(A) =151 X = A, 0 sinon, et
que toute fonction continue sur 8! se décompose d’une maniére unique, pour jo € N fixé, en

=1 f+ Z Z dirDi avec
J>Jo AEG;\Gj-1

> F(Njon et Y dingin=ILf-Iiaf.

AEGj, AEG;i\Gj1

De plus, a ’instar des ondelettes “classiques”, les ondelettes interpolantes permettent de caractériser
de nombreux espaces fonctionnels, et la régularité ponctuelle.

Par exemple, ’appartenance de f a C*® pour s E]O R[ (o R est un parametre dépendant de la
base choisie), est équivalente & ||I; f — f|| .. = O(277%).

De plus, la régularité ponctuelle de f en point zp € S! se lit sur la décroissance asymptotique
des dj \ pour A proche de zo. Par exemple, si f est C° en zg et si M € N* est fixé, alors on a
SUP|\—zo|<2-i M |50 = O(277%), et la réciproque est “presque vraie” (voir [J]).

1.3 L’algorithme

L’algorithme consiste a approximer la paramétrisation en la décomposant sur une base d’ondelettes
interpolantes puis en ne conservant dans la décomposition que les les coefficients plus gros qu’un
seuil € donné. L’erreur commise ainsi est de ’ordre de €. De plus, grace aux propriétés énoncées
dans la section 1.2, et sachant que la courbe étudiée est réguliere en dehors d’un point, on s’attend
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a n’utiliser qu’un nombre faible d’ondelettes : dans les exemples testés, le terme de basse fréquence
I;, f avec jo = 6, donne déja une tres bonne approximation loin de la singularité. Lorsqu’on monte
en fréquence, les coefficients d; \ conservés se concentrent prés de la singularité.

Décrivons d’un peu plus pres 'algorithme utilisé (pour simplifier, on n’aborde que le cas d’un
algorithme d’ordre un en temps). On fixe un seuil € (¢ ~ 107 dans les applications) et un pas
de temps At. Partant d’une paramétrisation yo de 09, on calcule les coefficients correspondant
et on fait un “seuillage”, c’est-a-dire qu’on ne conserve que les ¢; » telles que |d; x| > €. Soit
& Densemble des ondelettes conservées et I¢7y I’approximation de <o ainsi obtenue. Grace aux
propriétés interpolantes du procédé d’approximation, on sait que ||Igyo — Yo/ « < Ce. Comme
A% ala méme régularité locale que 7o, on s’attend a avoir ||[IsAyo — Ayo|| e < C'e. On peut donc
envisager de calculer ’évolution approchée de la paramétrisation en discrétisant en temps et en
définissant ’approximation ¥, de 4 a ’instant nAt par la relation de récurrence

711 = 7n—1 + IEA‘:Y'n—l-

Il est malheureusement probable qu’un tel algorithme donnerait de mauvais résultats sauf & temps
trés petit, car le fait que g7y soit une bonne approximation de 49 n’assure pas que I¢7y; soit une
bonne approximation de 7; pour ¢ grand : la singularité est susceptible d’évoluer au cours du temps!

On peut pallier cet inconvénient en imaginant un procédé “adaptatif”. C’est-a-dire que 1’on
autorise I’ensemble £ a changer a chaque pas de temps. Supposons donc connue une approximation
¥r au pas de temps n et notons &, I’ensemble des ondelettes conservées.

Premiére étape.— On “gonfle” £, en un ensemble plus gros &, obtenu en ajoutant les voisins en
fréquence et en espace.

Deuxiéme étape.— On fait le calcul Yn41 = ¥n + Iz A7y, dans la nouvelle base.

Troisieme étape.— On seuille les coefficients de 7,4; dans la base gn On obtient ainsi un nouvel
ensemble &,,41, plus petit que &, .

Remarque 1.1.— Pour que l’algorithme précédent soit applicable, il faut disposer d’un procédé
permettant de passer rapidement des coefficients de la paramétrisation & ses valeurs au centre des
ondelettes correspondantes, et vice versa. Si N désigne le cardinal de &,, un tel calcul peut se
faire en O(N) opérations si £ a une structure d’arbre. L’obtention de 7,41 demande alors O(N?)
opérations, I’étape la plus coiiteuse étant le calcul de A7,.

Remarque 1.2.— Pour un algorithme classique de contour dynamique & points régulierement
espacés, il aurait fallu choisir N = 32768 pour faire le calcul avec la méme précision que dans nos
simulations. Ici, N est plutét de ’ordre de 300.

1.4 Résultats numériques

Cet algorithme a été utilisé pour étudier ’évolution de singularités de type cusp ou coin. On a
utilisé des ondelettes obtenues par un procédé d’interpolation cubique (voir [DD]).

D’apres ces simulations, le coin est une structure instable. Plus précisément, si ’angle initial est
aigu (voir fig. 1), il devient instantanément nul (c’est-a-dire un cusp), et s’il est obtus (voir fig.
2), il devient instantanément plat. Dans ce deuxiéme cas, on ne peut pas dire pour autant que la
structure obtenue soit réguliere. En effet, comme les équations d’Euler sont réversibles en temps,
on aurait alors une contradiction avec le résultat de J.-Y. Chemin. Dans [D3], on explique la raison
de cette instabilité par un calcul de Vv dans le cas stationnaire.

En revanche, comme le montre la fig. 3, le cusp semble étre une structure stable. Des simulations

numeériques plus précises laissent méme supposer une conservation de 1’ordre du cusp, au moins a
temps petit.
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2 Définitions, notations et énoncé des résultats théoriques

Dans cette partie, on énonce un théoréme de propagation de structures géométriques de type
“effilé”. Nous verrons que ce résultat s’applique aux poches de tourbillon avec singularité de type
cusp. L’énoncé reprend largement le concept de régularité conormale par rapport & une famille de
champs de vecteurs (voir [Bo], [A] et [Chl]). Cependant, pour pouvoir caractériser les structures
singulieres qui nous intéressent a 1’aide de champs de vecteurs a coefficients dans une classe de
Hélder C¢ avec € €]0, 1[, nous avons di choisir des champs s’annulant au point singulier et imposer
au tourbillon une condition de support effilé pres de ce point.

2.1 Espaces fonctionnels a géon étrie singuliére de type effilé

Définition 2.1.—Soit zo € R?, € €]0,1[ et v > 0. On appellera géométrie (v, ¢)-effilée en zo la
donnée d’un couple (¢, X ) ot ¢ = (¢ )n>0 est une famille de fonctions de R* dansR et X = (X2)rea
est une famille de champs de vecteurs sur R?, ces deuz familles vérifiant en outre :

i) il existe U inversible bilipschitzienne de R* dans R* avec ¥(0) = z¢ et g € C°(R?) valant 1 prés
de 0, telles que si gn(z) = g(z/h) pour h > 0, on ait ¢, = gp o VL.

i1) chaque champ X est a coefficients et a divergence dans C*¢,

déf . | Xa(2)]
0<Zy(X)= inf sup ———=- < 400,
zll) ’Y( ) zESupp ¢1 AGR |CL‘ _ 1.0'7
)0 < J(X) LY inf  sup | Xa(z)| < +o0.
zZSupp é1 \cA
On pose alors || X,||, = [| Xl + || div Xy, et I,(X) = min(Z,(X), J(X)).

Remarque 2.1.— Pour des raisons techniques qui apparaitront dans la derniere partie, nous
définissons également une notion de géométrie (3,7, €)-effilée en z¢ pour S €]0,1]. Lorsque 3 = 1,
cette définition coincide avec la précédente. Si S €]0, 1[, on remplace la condition i) par :
i’) il existe ¥ bijective de R® dans R? avec ¥(0) = w9, de classe C” ainsi que son inverse et
g € C§°(R?) valant 1 pres de 0, telles que, si gy(2) = g(z/h) pour h > 0, on ait ¢, = g, o T1.
Définition 2.2.—Soit X un champ de vecteurs. On définit formellement ’action de X sur u par la
formule X (z,D)u = div(X ® u) — udiv X.

Nous définissons maintenant des espaces de distributions liés aux géométries effilées.
Définition 2.3.— Soit 20 € R*, 7 >0, a > 0, a € [1,400[, B €]0,1], € €]0,1[ et o €]0, ¢[. Posons
@ =2/(2+4 a). Soit (¢, X) une géométrie (8,7, €)-effilée en zo. On dira que w appartient a l’espace
C%¢(X) si et seulement si les quatre conditions suivantes sont vérifiées :

) déf

i) lwl| = [lwllzenre < +oo,

i) sup || Xa(z, D)w||,_; < 400,

AEA

iti) Ny (X,w) € sup hF°|| Xa(2, D)(énw)ll,_; < +00
AEA

h€]0,1]
. déf 2t
i) N§(w) = sup A7 [l y, < Foo.
Repon)

On pose alors No(X,w) = No(X,w) + supyep [[Xa(2, D).y, N3 (w) = N (w) + ||lw]| et

Ng(w)supyen 1Xall, + No(X,w)
L,(X) '

lwllex =

Remarque 2.2.— En pratique, on choisit # = 1 si bien que ¥ est bilipschitzienne. L’utilisation
de fonctions ¢, = gn o ¥~! pour exprimer la petitesse du support du tourbillon prés du point

V-5



singulier peut paraitre inutilement compliquée. Cependant, cette définition a ’avantage de pouvoir
se propager & ’aide du flot ¢ de la solution si 'on pose ¢; 5, = ¢4 0 ;. On obtient alors des valeurs
de Nq‘j‘t (w¢) et de NV, (X¢,w;) constantes au cours du temps. Ce fait est trés important car il permet
une majoration de Vv par une quantité constante multipliée par un logarithme de quantités qui,
elles, sont susceptibles de croitre rapidement au cours du temps (voir le théoreme 4.1).
Remarque 2.3.— Supposons que 8 = 1. Si la condition i) est vérifiée, la condition iv) est alors
équivalente a I'existence d’une constante K telle que ||w]|11(p(z,,n)) < Kh**® pour h €]0,1], ce
qui signifie que le support de w est effilé pres de zyp ou que w(z) est dominé par une puissance
strictement positive de |z — zo|. En particulier, lorsque w est la fonction caractéristique d’un ouvert
borné, iv) est vérifiée si la frontiére présente un cusp en zy. Elle ne I’est pas en revanche si la
frontiére présente un coin en zo car il existe alors une constante ¢ > 0 telle que ||¢prwl||;: > ch?.
Quant & la condition i), nous verrons que, dans les cas pratiques, elle est une conséquence des
injections de L? dans C~2/7, de la structure (1, ¢)-effilée de la géométrie et de la condition iv).

2.2 Enoncé du résultat principal

Définissons d’abord la notion de champ de vecteurs transporté par le flot.

Proposition 2.1.—Soit € €]0, 1] et X un champ de vecteurs a coefficients C¢. On appellera champ
de vecteurs transporté par le flot ¢ a linstant t le champ X; solution de

(TG) { (0t +v-V)X = X(z,D)v,

X|t=0 = Xo.
En tout point z tel que V() soit défini pour tout temps, on a Xi(i(z)) = Xo(z, D)¢y(z).
On peut maintenant énoncer le théoreme de propagation de structures effilées.

Théoréme 2.1.—Soit =y € R, € €]0,1[, @ > 0, 0 €]0,¢[, @ € [1,+00[ et (do, Xo) une géométrie
(1,¢€)-effilée en zg. Soit vy € & tel que divvy = 0. Supposons de plus que le tourbillon initial wy
appartienne a C3¢(Xo) et que lon ait

(2.1) e€la, 1 et 06]0,6(61?)[ avec T= —

c+a 24 a

Notons v la solution de (E) de donnée initiale vy et 9 son flot. Alors pour tout temps t, le couple
(¢¢, Xt) reste une géométrie (1,¢€)-effilée en z; ou ¢yn = Po,n © vt (Xt a)ren est la famille
transportée de (Xo»)rea par le flot de v et &y = (o). De plus, Vv € L2 (R; L°(R?)) et
w(t) € C2¢(X¢). Plus précisément, il existe une constante Ly ne dépendant que des conditions

initiales et une constante C' ne dépendant que de ¢, 0, a et o, telles que

(2.2) [V0(t)] oo < CLoNG (wo)eC Néo(0)
(2.3) lorllZ, < CllwollZ 5, exp(CLo(eNea) — 1)),

)

Remarque 2.4.— En reprenant les résultats de [Ch2] chap. 9 sur les poches de tourbillon
singulieres, on montre ’existence d’une constante Cy ne dépendant que des données initiales et
d’une constante C ne dépendant que des parametres de régularité, telles que

(24)  Vhe€0,1],Vt€R, (|z — | > h) = (]Vv(t,x)| < C(1-log h)|1w0||eCoe""“°“‘).
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Donnons maintenant un exemple important d’application du théoréme 2.1. Cet exemple correspond
au cas ou wg = Wolg, avec )y ayant une frontiere réguliere en dehors d’un point ou elle a une
singularité de type cusp, et Wy fonction de classe C'* pour un € €]0, 1[. On suppose que la singularité
se trouve a l'origine et que le cusp est orienté suivant I’axe des abscisses.

Proposition 2.2.—Soit a > 0, € €]0,1[, Qo un ouvert borné tel que 0 € Ny et que 9N\ {0}
soit de classe C'T¢. Supposons plus précisément qu’il existe n > 0 et deuz fonctions fy et fa
définies sur [0, 1] et telles que Qg coincide localement avec {(z1,22), f1(z1) < 29 < f2(z4)}. Posons
l(z) = (fa(z) — fi(2))/2 et g(z) = (fi(z) + f2(z))/2 et supposons enfin que | et g vérifient les
propriétés suivantes :

i)l et g sont de classe C1T¢ sur 0, 1),

i) 1(0) = I'(0) = g(0) = ¢'(0) = 0 et les applications h — hg'(h) et h — h(lI'/l)(h) sont
prolongeables par continuité en 0, le prolongement obtenu étant C* sur [0, 7],

i11) il existe C > 0 tel que C~ h1** < I(h) < ChM sur [0, 7).
Donnons-nous par ailleurs @y € C(R?) et posons wy = @glg,. Alors il existe une géométrie (¢, X)
(1,€)-effilée en 0 telle que wy € C(X) pour tout o €]0,€¢[. En particulier, si € > 2/(2 + a), wo
vérifie les hypothéses du théoréme 2.1.

Principe de la preuve : On remarque que ’on peut définir un champ X tangent & Qg et tel que
| X (z)| ~ |z| prés de 0. Pour cela, on prolonge les f; sur [—n, 7] par parité et on pose

— xll,(xl) ]
X(z) = 2101 + | ——=7(22 — 9(21)) + 219'(21) ) 0>
I(z1)
On définit ensuite d’autres champs de vecteurs loin de la singularité afin que les hypotheéses du
théoreme 2.1 soient satisfaites. Pour plus de détails, on pourra consulter [D2]. []

Remarque 2.5.— En utilisant ’incompressibilité, il n’est pas difficile de montrer qu’avec les
hypotheses de la proposition 2.2, on a N (wo) = N§ (w) pour tout ¢{. Comme 1 est lipschitzien
puisque v l’est, il y a conservation de 'ordre d’effilement de la poche pres de la singularité.

Remarque 2.6.— Plus généralement, le théoreme 2.1 peut s’appliquer a un certain nombre de
données initiales utilisées dans [Ch2] chap. 9 ou dans [D1] : il convient simplement d’imposer au
tourbillon une condition d’annulation a un ordre suffisamment élevé pres de la singularité.

3 Estimations a perte pour les équations de transport

On donne ici une estimation a perte pour les équations de transport par un champ de vitesse
quasi-lipschitzien. L’estimation obtenue servira dans la derniére partie a propager des géométries
effilées avec perte de régularité et & temps petit, étape préliminaire a la preuve du théoreme 2.1.

Posons C = {z € R%, 3/4 < |z| < 8/3}, B = {z € R%, |z| < 4/3} et donnons-nous deux applica-
tions y € Cg°(B) et ¢ € C§°(C)-telles que V€ € RY, x(€) + 2 ©(279%) ="1.

geN
On pose alors Apu =0sip < -2, A_ju= x(D)u et Apyu = @(27PD)usip> 0.

Définition 3.1.—Soit r € R. On note C”(Rd), Pespace des distributions tempérées u telles que
déf
lull, = sup 27| Aqul| e < o0.
g>—

Remarque 3.1.— Lorsque 7 € RT\N, cette définition redonne les espaces de Holder usuels avec
des normes équivalentes. Si » € N, ’espace C"(R?) ainsi défini contient strictement I’ensemble des
fonctions bornées a dérivées d’ordre r bornées. Pour éviter les confusions, on le notera alors CI(Rd).
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Le lemme suivant généralise un lemme de [BCh] sur les équations de transport : on suppose ici
que le second membre de ’équation est un peu moins régulier que la quantité transportée.

Lemme 3.1.—Soit 3 €]0,1[, s € [f—1,1—f] et (V, G) un couple de fonctions positives et localement
intégrables sur R . I ezi.;ste alors une constante C universelle vérifiant les propriétés suivantes :
Posons oy = s — ﬁ Jo V(r)(1 + G(7)) dr et soit T un entier tel que o7 > 3 — 1.
Soit v un champ de vecteurs a divergence nulle tel que Vv € L*([0,T],C?) et ||Vu(t)|l, < V(¢)
pourt € [0,T), et fo une fonction de classe C°. Soient f, g1 et g, trois fonctions telles que

sup [|f(t)|l,,<to0, sup [lg1(t)ll,,<too et [|[Agga(t)ll e < (¢ +2)27 GOV (D),
telo,T) . t€[0,T)

Supposons que, sur l'intervalle [0,T], on ait
Ocf +div(fv) = g1+ g2
’]' b
() { fit=0 = Jo-
Alors on a

vt e 073 10l < 2(1fll,+ [ ln(rl, ar).

Preuve : Elle reprend les idées de [BCh]. On applique I'opérateur A, & (7'), ce qui donne

(T,) { (O:+v- V)Aqf = Ag01 + Dgg2 + [v-V, Aq]f,
! Aqf|t:0 = AqfO-

On estime ensuite la norme L*° des blocs dyadiques sachant que

1%
v~ V, Al fll < C (%@2‘@)2’”"””0,-

On conclut en intégrant (7,) en temps puis par quelques majorations immédiates. []

Remarque 3.2.— Lorsque le champ v est lipschitzien et que le second membre est aussi régulier
que la quantité transportée, on obtient bien siir des estimations sans perte (voir par exemple [Ch2]):
pour tout r €] — 1, 1[, il existe une constante C ne dépendant que de r et telle que, si T' > 0 et si

{8tf + div(fv) =g,
f|t:0 = fo,

pour t € [0,T], alors on ait

t r , , .
vt € [0, 71, [ f (D), < (ufon, + [ gt ee M o dr)ecfo Il dr

4 Une estimation stationnaire pour le gradient de la vitesse

Dans cette partie, on prouve une estimation de ||Vv||, . pour v vérifiant des hypothéses un peu
plus générales que celles du théoreme 2.1. Cette généralisation n’est pas un “luxe inutile” comme
nous le verrons dans la derniéere partie. Observons aussi que la constante de ’estimation est continue
par rapport aux parametres de régularité et d’effilement, ce qui s’averera indispensable.

Soit o € R?. Dorénavant, on dira que (én)r>0 est une famille concentrée en zg si et seulement si
il existe deux applications g et ¥ vérifiant la condition i) de la définition 2.1 ( ou la condition i)
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de la remarque 2.1 si 8 < 1), et telles que ¢p(z) = g(¥~1(z)/h). On posera alors wj, = ¢pw. Dans
cette partie, on conviendra que [|¥ ]|, = ||V\IJ‘1HLoo sif=1.

En utilisant la continuité de Iinclusion de L?(R?) dans C'_%(Rz) (voir [T]) et le fait que A~19;0;
est un opérateur continu de LP dans LP pour p €]1,+4o00[ (voir [Ch2] par exemple), on montre
facilement que le gradient de la vitesse garde un “souvenir” du caractere effilé du tourbillon preés
d’un point. Plus précisément, on obtient le lemme suivant :

Lemme 4.1.—Soit 2o € R, (¢n)n>0 une famille concentrée en xo et a > 0. Supposons que
w € LS. Soit enfin h > 0 et 1 €]0,2[. Alors il existe une constante C' universelle telle que, si l'on
pose v, = A~V 1wy, on ait

ChaNg(w) _ 9
_— avec a =

n(2—-1n) 24+a

IVorll -, <

Le résultat principal de cette section est le théoreme suivant :

Théoréme 4.1.—Soit a € [1,+00[ et D lensemble des quintuplets (o, 8,7, €, 0) vérifiant l’hypothése
suivante :

(H) a>0, a<p<1l, a<e<l, 0<a<e(§;g> et 0<7<£(€_0>,
ot l’on a posé @ =2/(2+ a).

Soit zo € R? et (¢,X) une géométrie (B,7,¢)-effilée en z. Soient g et U deuz applications
vérifiant la condition i) de la définition 2.1 si 8 = 1 ou la condition i’) de la remarque 2.1 si f < 1

et R' < H\Il‘l[]ﬂ tel que g = 1 sur B(0, R'). Soit enfin v un champ de vecteurs a divergence nulle, d
gradient dans L° et a tourbillonw € C$(X). Alors on a

Ng(w)supyea [[Xalle + Na(X,W)>

IVv]| 0 < CaNg(w) log(e + —
k ¢ 10115 R'L,(X )N 2(w)

ot C' est une fonction continue de (a, 3,7, ¢€,0) sur le domaine D.

Le théoréme 4.1 s’inspire du théoréme 3.3.2 de [Ch2] que nous énoncons ici :

Proposition 4.1.— Il eziste une constante C telle que pour tout € €]0, 1], pour tout a € [1,+oo[ et
pour tout fermé ¥ du plan, on ait la propriété suivante.
Soit (X»)ren une famille de champs de vecteurs a coefficients et divergence dans C¢ et telle que

I(2, X)€" inf sup | Xx(z)] > 0.
TEX \eA

Alors si v est un champ de vecteurs a divergence nulle, a gradient dans L® et a tourbillon w dans L™
tel que de plus sup ¢y || X2 (2, D)wl||._y < 400, on a

supyea || Xa(z, D)w||._; + [lw]l supyea HXAHE)

Ca
IVell(ze) < = llll log ( ¥ Il I(Z.X)

Cette proposition montre clairement que, pour majorer ||Vv||, . dans le cas qui nous intéresse,
seule la contribution du tourbillon provenant de la partie effilée pose probleme. Le lemme suivant
montre que cette contribution reste bornée lorsqu’on s’approche de la singularité.
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Lemme 4.2.—Sous les hypothéses du théoréme 4.1, il existe un polynéme P(z,y, 2) ne s’annulant
quepourzyz =0,z2=1,z =y ouy = z et tel que pour 0 < h <1,¢; >0 etvy, = A~1VLw,, on ait

Vol

Ngw) (e+ Ng(w) supAEAHXAuurNa(X,w))
L=(upp #:\Blzo.c1n/4) = Plo,a7/B, ) AL (X)NG () |

Pour démontrer ce résultat, nous aurons besoin du lemme suivant qui est un raffinement du lemme
3.3.1 de [Ch2] prenant en compte le caractere effilé du suppert du tourbillon.

Lemme 4.3—So0it Y un champ de vecteurs a coefficients C¢ (€ €]0,1[) non identiquement nul sur
R? et h > 0. On suppose de plus qu’il existe o €]0, 1] tel que Y (z, D)v), € C?(R?). Alors il existe une
constante C' universelle telle que, pour 0 < € < ¢, on ait

1Y (2, D)onllpe <

e ¥ i [only o e + st T LT
min(o, e —e) b 1Y Ol0 T8 ce(e= )Vl [Vorlly )
Démonstration du lemme 4.2 : Une simple application de la proposition 4.1 permet d’affirmer
que pour tous h > 0 et ¢ > 0, on a Vv, € L™ (Supp $1\B(zo, clhl/ﬁ)). Malheureusement,
I’estimation obtenue a un comportement en log & pour h tendant vers 0. Nous expliquons brievement
ici comment obtenir une estimation indépendante de h en controlant soigneusement toutes les
puissances de h grace aux lemmes 4.1 et 4.3. On peut toujours supposer que zo = 0.

Soit donc yo € Supp ¢1\B(0, c;h'/#). On fixe une fois pour toutes une approximation de 'identité
p € C§°(B(0,1)) telle que [p = 1. 1l existe par ailleurs X € A tel que 2|Xx(%0)| > [%0]"Z,(X). On
fixe \ et on omettra l’indice A dans le reste de la démonstration du lemme 4.2. Posons

+1
U={yeR’, (K&%ﬂ) <2

Soit 6 = 6=2p(671+) x 1y avec § = (liiggﬂ)l) ) . Posons Y = 0X. 1l est facile de vérifier que

9
(4.1) Yllze < 71X ()l Y(y) = X(wo) et [IY]l. < ClIX].

Remarquons maintenant que

Y (30)10F = Y (30)Y (2, D)0 — Y (30)Y (. D)3z + (Y?(30))*A,
Y (%)[205 = Y* (%)Y (z, D)0 — Y (%)Y (z,D)d1 + (Y'(10))*A,
Y (40)]20102 = Y*(30)Y (2, D)02 + Y*(30)Y (z, D)d1 — Y ' (30)Y *(%0)A.

Comme vy, = A~™1V+1wy, ceci entraine grace au lemme 4.3 et & (4.1),

IVorlly g<e , V(2 Dyvul, + h%Ng(w)nYlle))

42 [Venlwoll < C(”“’"“L‘” * (e~ ) 76e— )X Vonll

pour tout € tel que 0 < € < €.



Comme Y (z, D)v, = 0X (2, D)vp, une majoration grossiere donne

-4

I¥ (2, Dyuall, < c(&'—%) X (2, Dyuall,

La majoration de ||X(z, D)vy||, est faite en détails dans [D2]. On utilise des résultats d’opérance
pour le paraproduit, et le lemme 4.1. On trouve

€E—a

ChT (N (X, w) + N2 (@)X
eo(1—€)(e — 0)?

(4.3) 1 X (z, D)vnll, <

En prenant ¢ = @vy/0 dans (4.2) puis en y injectant les inégalités (4.1) et (4.3), il vient

IVonlly hE N (W)X,
P(Uﬁv/ﬂ,E)l (+|X(yo)| IV ollo

peze (Il = (M) +N$(w>ﬂxue)))

[Vor(yo)| < C<||wh”L°° +

X (v0) X111Vl

Compte tenu des hypotheses sur 7 et 8, de h < 1 et de | X(0)| > Z,(X)|vo|” > ¢]Z,(X)R/P, on
obtient ’estimation voulue. []

Démonstration du théoréme 4.1 :

D’aprés la proposition 4.1, si o = 0, on a Vo € L2 (R*\{0}), ce qui donne un sens aux calculs
qui suivent, pour presque tout z.

Soit donc z € R*\{0}. Posons R = (H‘I!'1||51R')1/ﬂ et hy = RP/(B=D)  Supposons que
lz] < h}/ﬁR/Q. On pose alors h = (2|z|/R)? de telle sorte que h < h;. On écrit

Vo(z) = Vup(z) + V(v — vi)(2).
Le premier terme s’estime grace au lemme 4.2 appliqué avec ¢; = R/4. On obtient

¢
P(o,av/B,€)

Majoration de V(v — vp)(z) : .
Posons q; = [(log, h1 — log, h)/f] de telle sorte que 291Ph < hy < 20a1+1)Bh, On écrit ensuite

Ng(w) supyea IXall, + No(x,w)

(4.4) [Vou(z)| < RIN(X)Ng(w)

Ng(w) log(e +

q1—1

(4.5) V(v—v)(z) = Z V(vya+nsp = V2085 )(2) + V(v = v20155)(2).
q=0 :

Le premier terme pourra &tre estimé & ’aide du lemme suivant qui se démontre directement a l’aide
de (BS) et de 'inégalité de Holder.

Lemme 4.4.—Soit p € [1, 400 et v un champ de vitesse @ divergence nulle et a tourbillon w dans
LP. Alors il existe une constante C' universelle telle que, si x ¢ Supp(w),

Vo()| < Cpllolyy (d(e, Supp(@)) -



On obtient alors

-2
(46) 1V (vatormon = v08)(@)] < C lldacernsne = Saaonll s (@, SupB(Sacasnsn — dposn))) -

Comme ¥ et ¥~ sont dans CP, on a

T

(4.7) Vzo € R®, Vr > 0, B(lll(zo), (W) F) C ¥(B(z,r)).

D’apres (4.7), Supp(Psa+1)8, — P2as1) C R2\B(O, 2‘1h1/ﬁ72), d’ou d(x, Supp(@ga+1s ,— ¢2qﬁh))2 29 x|
pour ¢ € N. D’apreés (4.6) et la définition de V§(w), il vient finalement

(2q+2‘w‘)(2+a)ﬁ—2
Ravas Ve @)

|V (vaa+nsh = v2amn)(2)] < CRDPRPHNG (0)(22]) 72 < €

En revenant a la définition de ¢; et de hq, on trouve apres calculs,

s c2°
(48) Y Vonasimn = moon)(@)l < (5 ) N3 0.
9=0

Le terme V(v — v94, 85 )() s’estime a 1’aide de la proposition 4.1. En tenant compte de (4.4) et (4.8),
on trouve finalement que, pour |z| < R?3-% /2,

|[Vo(z)| < Z—ﬂ(i—%I;N;’(w) log(e +

NG (w)supyep IXall, + Na(X,w))
R[5 (XN (w)

La majoration de Vv sur R*\ B(0, R#/(6-%) /2) résulte de la proposition 4.1. []

5 Un résultat de propagation de structures effilées

Sachant qu’a priori, le gradient de la vitesse est borné, il serait tentant d’appliquer le schéma
de preuve suivant : régulariser les données initiales, démontrer des estimations uniformes pour
ces solutions régularisées portant notamment sur la géométrie que l'on veut propager (c’est ici
qu’interviennent les estimations uniformes sur le gradient de la vitesse), puis passer a la limite.

Malheureusement, 1’étape de controle des normes des solutions régularisées est délicate. En
effet, les éléments de C2°(X) se prétent mal a la régularisation car, conformément au principe
d’incertitude, on perd alors les propriétés d’effilement pres d’un point, ce qui empéche d’estimer le
gradient de la vitesse régularisée, via le théoréeme 4.1.

C’est pourquoi nous avons opté pour une autre approche. On sait déja d’apres le théoréme de
Yudovitch, que (E) a une unique solution v qui est en fait quasi-lipschitzienne. De plus, d’apres la
remarque 2.4, v est a gradient borné localement en dehors de la singularité. Tout se raméne donc a
montrer que v est & gradient borné sur R? entier et propage la géométrie effilée initiale.

La premiere étape de la démonstration consiste a prouver que cette géométrie est effectivement
transportée sans perte de régularité et jusqu’au temps 7T si I’on sait de plus que Vv € L([0, T]xR?).
Ceci fait I’objet de la proposition 5.1. Nous démontrons ensuite dans le lemme 5.1, I’existence d’un
n > 0 que on peut minorer & l'aide des données initiales, et tel que Vv € L>([0, 7] x R*). Pour
cela, on remarque que, comme le tourbillon est dans L* N L*, on peut obtenir des estimations
uniformes de la norme C? des solutions régularisées. Grace aux estimations & perte de la partie 3,
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on obtient des estimations uniformes a temps petit et avec perte de la solution régularisée et on
peut appliquer le théoreme 4.1 sur un petit intervalle de temps.

La derniere étape consiste alors a conjuguer la proposition 5.1 et le lemme 5.1 pour “pousser” le
temps de persistance de la géométrie effilée initiale.

Premiére étape : Elle est résumée dans la proposition suivante qui se démontre aisément a ’aide
du théoréme 4.1 et de la remarque 3.2.

Proposition 5.1.—Soit T' > 0 et vyp un champ de vecteurs vérifiant les hypothéses du théoréme
2.1. Supposons que la solution v de (E) vérifie Vv € L®([0,T] x R*). Soit (X;)rea la famille
transportée de (Xo x)ren par le flot de v, ¢y = o p 0 @ZJ[I et Ty = Pi(xg). Alors pour tout temps
t € [0,T], la géométrie (¢, X) reste (1,¢)-effilée en x¢, et wy € C2°(X,). De plus, il existe une
constante C' ne dépendant que de €, de o, de o et de a, et telle que pour tout t € [0,T], on ait

IVo(t)|| L < CLONgO(wO)eCtNﬁoW

CtN% (wqp)
oI5, < Cllwol|% 5 eClote” =)

VI lwol|2€
” /”La I Olla’X") et R', U vérifiant les conditions du théoréme 4.1.
R N¢0 (wo)

avec Ly =log (e +

Deuxiéme étape : Il existe 7 > 0 tel que Vv € L°([0, 7] x R?).
Ce résultat est assuré par la remarque 2.4 et le lemme suivant.
Lemme 5.1.— Soit vg un champ de vecteurs de € vérifiant les hypothéses du théoréme 2.1. Notons

v la solution de Yudovitch de (E) avec donnée initiale vy. Soit K une fonction croissante continue
positive telle que, si x; = Pi(zg), on ait pour tout temps t,

IVl oo (R2\ Bz 1

) .
< Chl|lwol| K ().
r€0,1] 1—logh < Chllwol| K (2)

(5.1)

Alors il existe une constante universelle C telle que I’on ait Vv € L([0,7] x R?) pour

2

(5.2) ~min( o 1 o <1+ € — e — Ao — o€ ))
' 7= oClwoll? 2Ch[lwoll B\ T @+ K(T))(e+ 0)a) )

Preuve : On montre d’abord que sur un intervalle de temps [0,T] avec T suffisamment petit, la
géométrie (¢p;, X¢) est (B, Ve, € )-effilée en x4 avec des parametres d’effilement v; et de régularité
B¢ et €; qui se dégradent au cours du temps (plus précisément, v; est une fonction croissante et
continue de t valant 1 en 0, 3; est décroissante continue valant 1 en 0 et ¢; est décroissante continue
et vaut € en 0). En outre, w; € C2¢(X;). Ces résultats font ’'objet du lemme 5.2 et permettront
ensuite de montrer, via le théoreme 4.1, que Vo(t) est borné, tant que les conditions

_ Yt 1 € — Oy Gt—a
5.3 >a, 0<—< = t 0<o <
(5:3) “ze Bt ~ 5<1+7_t> © 7 Q(EH-E)

sont satisfaites, donc sur un petit intervalle de temps non vide.
Lemme 5.2.—Sous les hypothéses du lemme précédent, il existe une constante universelle C telle

2
. B4 — g
que, st l’on pose T = 3Cwa] €t

B, = e~ C1 ||wo||t’ ye=1+ (I((t) + 1)(ecl||wo||i -1), ¢=¢€— g”wOHt et o0,=0— (_’,HwO”t’
g
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la géométrie (@1, Xy) reste (By, 11, €:)-¢ffilée pour tout t € [0,T)]. De plus, on a

(5.4) [ Xeall,, < C(HXO,)\”E + ”XO’A(:C’D)%”E‘I),
‘ [lwoll
(5'5) ”Xt,/\(wv D)wt“e,_.l < 2“X0,/\(w’ D)wolle_l )
(5.6) No (X1, wi) < 2N5(Xo,wo),
(57) N3 (00) = N (o),
(5.8) L, (X¢) 2 Illfg;)avec L(t) = eC(l"'K(t))(escluw(’““l),

ou C est une constante ne dépendant que de ¢ et de .

Démonstration :

Elle exploite d’une part que |V (¢, z)| croit comme (1—log |z —z;|), ce qui entraine une dégradation
de I'indice 7, d’autre part que v est seulement quasi-lipschitzien a priori, ce qui, d’aprés le lemme
2.5, provoque une perte linéaire de régularité dans les estimations sur les champs de vecteurs
transportés. Comme de plus le flot ¢ de v perd aussi de la régularité au cours du temps (voir la
relation (5.9) ci-dessous), on a également une décroissance de I'indice S.

1) Conservation des hypotheses de type effilé :
Rappelons d’abord que, d’apres [Ch2] par exemple, le flot ¢ de v vérifie

e~ Cillwollt
(5.9) (M < e—ecluwout) N ('1/’7:(51?) — i(y)| < (Iz - y|> )

€ e e

2Cqllwollt

ot C; est une constante universelle. Pour |z — z;| < el ¢ ,on a donc d’aprés (5.9),

eclllwollf'

vr' € [0,4], |4 (z) — ¥ ()] > e(lm _emtl)

En revenant a la définition du flot et en intégrant, on montre que

t

T, ‘_1
[ XoA(47 (2))] < |Xt,>‘(z)|ef0 [Vo(r (47 (@) d7

Cillwollt _1)

En utilisant (5.1), on trouve donc | Xo x(¢; (z))| < | X ¢ 1 ()] X (DO -log lo—ail)(e puis

\
. Xia(z Cillwolity( ,Callwollt _
zESuppé,’l )\EA I:L' —_ xtl’W
|lz—z¢|<exp(l—exp(2Cq llwgllt))

avec v, = 1 + (K (t) 4 1)(eCrllwollt — 1), Linégalité (5.8) en découle.

2) Evolution de la régularité de la famille X, ) :

On pose vp o = Spvg. Soit vy, la solution correspondante de (E) et 1, son flot. On fixe A € A
et, pour alléger les notations, on omet I’indice A dans cette partie. On note alors X, le champ de
vecteurs transporté de Xo \ par ¥,. En utilisant le lemme 3.1 et les relations

(0t 4+ vy - V)Xp(2,D)w, =0 et (0:+v,-V)divX, =0,
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on obtient I’existence d’une constante universelle C telle que, pour ¢ € [0,T], on ait

(5.10) ' | div X nll,, < 2[ div Xol|,,
(5.11) 1 Xt,n(2; D)wi,nlle, —y < 2l Xo(z, D)woll,_-

Pour estimer X, on part de la relation (9; + v, - V)X, = X,(z,D)v, et on montre & ’aide de
techniques de calcul paradifférentiel, que X,(z, D)v, = g1,n + g2,n avec

C ~
< - -
l91nll, < gy (oollIXKall, + 1%z, Dl 1),
18gg2.nll e < Cla+ 2277 ][I Xl

En appliquant le lemme 3.1 puis le lemme de Gronwall, il vient

(5.12) X ()., < C(HXOHE + ||Xo(w‘,‘ulj70)|£|00||e_1>

pour t € [0,T].
Comme wy € L2 N L* et vy € 0 + L2, vy, est une suite de Cauchy de L (R;o + L?). On conclut

loc

alors par interpolation grace aux estimations (5.10), (5.11) et (5.12) (voir [D2]).

3) Evolution de la régularité de la famille (¢; 5)n>0-

Soient ¥ et g, deux applications vérifiant la condition i) de la définition 2.1 pour (¢ r)r>0-
L’application ¥ est donc bilipschitzienne, vérifie ¥(0) = zo et on a ¢o x(z) = g(¥~1(z)/h).

Sil’on pose ¥, = 1, 0 ¥, U, est visiblement bijective de R? dans R?, de classe Ce*P(=C1llwollt) aipgj
que son inverse, vérifie ¥;(0) = z; et ¢y n(z) = g(¥;*(z)/h).

On en déduit que (¢ »)nso vérifie la condition i’) de la remarque 2.1 avec l'indice 3; = e~ llwollt,
La géométrie (@1, X¢) est donc (B¢, 74, €:)-effilée en z.
4) Conservation des hypothéses d’effilement sur le tourbillon

Les fonctions ¢; , sont transportées par le flot et le tourbillon est constant le long des lignes de
flot. L’incompressibilité assure donc que Vg (w;) = Ng (wo)-

De méme, comme (9; + v - V)(X¢(z, D)w;, ) = 0, le lemme 3.1 donne Ny, (X¢,wt) < 2N5(Xo,wo)-
Ceci acheve la démonstration du lemme 5.2. []
Fin de la preuve du lemme 5.1 : Grace au lemme 5.2, on peut appliquer le théoréeme 4.1 et donc

prouver que Vu(t) est borné pour tout temps ¢ € [0,7] tel que la condition (5.3) soit satisfaite. On
vérifie aisément que c’est le cas des que

Yt o €—0o
5.13 te 0, T t —(14+—) < .
(513 <o @ F(1+f) <3
Un simple calcul montre alors que, si 'on définit 7 comme en (5.2), 'inégalité (5.13) est vérifiée
pour tout ¢ € [0,7]. On conclut & ’aide du théoréme 4.1. []

Troisieme étape : On pousse le temps de persistance de la géométrie effilée.
Grace A la réversibilité en temps de (E), il suffit de montrer que Vv € L$2 (RT,R?). Supposons
par labsurde que Vo ¢ L2 (R; L°(R?)). Soit T*, le plus petit temps tel que Vv ¢ L>([0,T*] x R?).
Cllwollt

Rappelons que d’apres (2.4), la condition (5.1) est satisfaite avec K(t) = Cee®
T* > 0. Définissons

1 € — @e— o — o€
n=min|T,T*, ——1 1 .
1 m( *2C [lwoll °g( *(2+K(T+T*))(e+a)a)>

. On a donc
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Posons To = T* — 7/2, 5(t,z) = v(t + Ty, z) et K(t) = K(t + Tp). En posant )A(:o,,\ = X1,,) et en
utilisant la proposition 5.1, on constate que les hypotheéses du lemme 5.1 sont vérifiées : on a bien
@o € C3%(Xo). Une simple application du lemme 5.1 donne donc Vo € L*°([0, 7] x R?) avec

n-min(T 1 10g(1+ € —aec—ao — oe ))
" 2C |wol| 2+ K(T))e+0)a))

Comme K(T) < K(T + T*), on a7 > 7, et donc en particulier Vo € L°°([0, T* + 1/2] x R?). Ceci
contredit Vo ¢ L®([0,T*]; L°(R?)). []
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Fig. 1: Evolution d’un angle aigu dans une poche de tourbillon. On a choisi At=0.04 et e=10~¢. Pour t=0, 1,
2, 3,4, 6, 8 et 10, la courbe a été représentée a I’aide des points effectivement utilisés pour calculer I’évolution.
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Pour t=12, on a pris une grille fine de 32768 points.
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Fig. 2: Evolution d’un angle obtus dans une poche de tourbillon. On a choisi At=0.04 et e=10~¢. Pour t=0,
2,4, 6, 8, 10, 12 et 16 , la courbe a été représentée & l’aide des points effectivement utilisés pour calculer
Pévolution. Pour t=20, on a pris une grille fine de 32768 points. Remarquer 1’émergence d’une structure effilée
dans une zone ot la courbe devrait étre réguliére. La véritable singularité, quant a elle, semble avoir disparu.
Elle est matérialisée par une croix.
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Fig. 3 : Evolution d’un cusp dans une poche de tourbillon. On a choisi At=0.04 et e=10~5. Pour t=0, 1, 2,
3, 4, 6, 8 et 10, la courbe a été représentée & 1’aide des points effectivement utilisés pour calculer 1’évolution.
Pour t=12, on a pris une grille fine de 32768 points. Remarquer les légeéres oscillations pres de la singularité
pour t=10. Le calcul & ¢ = 12 a été fait avec un seuil e=10~¢. Plus aucune oscillation n’est visible.



