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Introduction

Le système d'Euler incompressible décrit l'évolution de la vitesse et de la pression pour un fluide
parfait incompressible. Si t ç R et x ç R^, on note v(t^ x) la vitesse au point x à l'instant t et p(i^ x)^
la pression. Le couple ( v ^ p ) vérifie alors

{ {9t + v • V)z; = -Vp,
(E) divî;=0,

v\t=o = VQ,

où VQ est donnée.
On s'intéresse ici au cas d == 2. Au champ v on associe le tourbillon u = Q\v2 — 9^v1 qui vérifie

^ f(^+^V)^=0,
v / l^|t=o =^o.

Connaissant a;, on peut alors retrouver la vitesse grâce à la relation de Biot-Savart :

(BS) „•((,,) =-^^ .̂(,)«,, ^^^s^^,.

Soit £ l'espace des perturbations d'énergie finie des solutions stationnaires régulières de (E) dont le
tourbillon est à support compact. Cet espace est défini par

£ = [u + a,u ç L2 et a = ̂  pg(p) ̂ (-x^x^^ ç Co°°(R\{0})}.
I l

En 1963, V. Yudovitch [Y] démontre l'existence et l'unicité globales en temps d'une solution ( v ^ p )
de (E) dans C(R; S) X £^(R; I 2 ) dès que VQ ç £, div VQ = 0 et ^o e L00 H L" pour un a ç [1, +oo[.
Le champ v solution est borné, quasi-lipschitzien et admet un flot ^ continu unique. Comme v n'est
pas lipschitzien, la régularité de ^ peut se dégrader au cours du temps (voir [W]). En effet, il existe
une constante C\ universelle telle que pour tout temps t, ̂  — I d soit de classe (^^(-^ll^oIlLoonL^
ce résultat étant optimal en général (voir [BCh]).

Grâce à (T) on a alors conservation du tourbillon le long des lignes de flot, c'est-à-dire que, pour
presque tout x et pour tout temps, u^Çt^x) = ù^(/0^-l(a;)).

L'étude des poches de tourbillon est un problème classique lié au système d'Euler incompressible
en dimension deux. Il s'agit de décrire l'évolution des solutions de (E) dont la donnée initiale a
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pour tourbillon la fonction caractéristique (Tun ouvert borné îîo- Le théorème de Yudovitch donne
l'existence et l'unicité d'une solution dont le tourbillon à l'instant t est la fonction caractéristique de
l'ouvert fît = ^(^o)? l'incompressibilité assurant que fît et SÎQ ont même mesure. Toutefois, on ne
peut rien dire sur l'évolution de la régularité de la frontière à l'aide du seul théorème de Yudovitch.

Lorsqu'on simule numériquement l'évolution d'une poche de tourbillon régulière, on constate
presque toujours l'apparition en temps fini de structures très effilées qui ressemblent à des cusps
(voir [Bu] et [ZHR] par exemple). Ainsi, il était couramment admis dans la fin des années 80, que
des singularités de type cusp pouvaient apparaître dans une frontière initialement régulière. Mais
en 1990, J.-Y. Chemin prouve que la régularité de la frontière est préservée pour tout temps lorsque
ô^lo est une courbe simple de classe C^ avec r ç]l,+oo[\N (voir [Ch2]).

Ce résultat a été généralisé au cas où la frontière initiale a des singularités : J.-Y. Chemin prouve
dans [Ch2] que, si la frontière initiale est C1^6 avec ç ç]0,1[ en dehors d'un fermé, le fermé singulier
est transporté pour tout temps par le flot de la solution sans affecter la partie C14"6 de la frontière.
Dans [Dl], on montre un résultat similaire pour une frontière C^6 (k ç N*) en dehors d'un fermé.

Le sujet n'est pas clos pour autant. Certes, aucune singularité ne peut apparaître dans une poche
de tourbillon régulière, mais les simulations persistent à nous montrer l'émergence de structures
qui deviennent vite indiscernables d'un cusp. Il faut dire que les seules estimations connues sur les
quantités géométriques liées à la frontière croissent doublement exponentiellement en temps. Si elles
sont optimales, il n'est pas surprenant que, numériquement, tout se passe comme si des singularités
apparaissaient. De ce fait, il serait intéressant d'étudier la stabilité de structures singulières telles
que le cusp qui, dans les simulations, se comportent comme des "attracteurs". Signalons ici que les
méthodes de [Ch2] et de [Dl] ne permettent pas de faire cette étude car elles reviennent à "ignorer"
la singularité en la "gommant" à l'aide de troncatures.

Dans la première partie de l'exposé, on présente des simulations numériques récentes (voir
[CD]) reposant sur un algorithme adaptatif multi-échelle et le principe d'interpolation dyadique
de Deslauriers-Dubuc [DD]. On s'intéresse en particulier aux singularités de type cusp ou coin. D
semble que le cusp soit stable alors que le coin est instable.

Dans la suite de l'exposé, on montre que la singularité de type cusp est effectivement stable pour
tout temps : on prouve dans le théorème 2.1 un résultat de propagation de structures géométriques
généralisant le cas du cusp. Comme corollaire, on obtient que, si la poche initiale îîo est suffisamment
régulière en dehors d'un point XQ tel que l'intersection de îîo avec des boules B(xo^h) ait une mesure
dominée par /i2"^ pour un certain a > 0, alors îî^ jouit de la même propriété en xi = ^t(xo) avec
le même a. Autrement dit, l'ordre du cusp est conservé au cours du temps.

La démonstration du théorème 2.1 repose principalement sur une estimation stationnaire du
gradient de la vitesse, démontrée dans la quatrième section. On majore ||V^||^oo par des quantités
qui ne dépendent que logarithmiquement de la structure géométrique, ce qui donne une croissance
de ||V'y(^)||^oo au plus exponentielle en temps, comme dans le cas de poches de tourbillon régulières.

Pour prouver le théorème 2.1, une méthode standard cons-'stant à régulariser les données initiales
pour obtenir des estimations uniformes en grande norme sur les solutions régularisées avec des
résultats de convergence en petite norme, ne semble pas appropriée. En effet, une régularisation
détruit la structure effilée, ce qui empêche d'utiliser l'estimation stationnaire. Nous serons donc
amenés à prouver d'abord une version pauvre du théorème à temps petit et avec perte de régularité
en utilisant uniquement les résultats de [Ch2] pour des singularités générales, et des estimations à
perte qui font l'objet de la troisième section. L'estimation stationnaire de la quatrième partie servira
ensuite à montrer a posteriori que la géométrie effilée est transportée sans perte de régularité par le
flot de la solution. De proche en proche, on montre alors un résultat global en temps.

Remerciements : L'auteur exprime toute sa gratitude à J.-Y. Chemin pour ses nombreuses
suggestions à propos de ce travail.
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1 Simulations numériques

Dans cette partie, on résume les simulations numériques sur les poches de tourbillon régulières
faites en collaboration avec A. Cohen (voir [CD]).

»
1.1 Equation d'évolution

II est clair que pour connaître la solution du problème, il suffit de calculer l'évolution de la
frontière de la poche. On indique ici comment ramener cette évolution à la résolution d'une équation
différentielle ordinaire sur les courbes fermées du plan.

On part d'une paramétrisation 1-périodique 70 de <9îîo- II est clair que 7^ = '0<(7o) paramétrise
Q^ît. De plus, par définition du flot,

9^t(s) = v(^t(s)) pour 5ç51.

En utilisant (BS) puis en intégrant deux fois par parties, on obtient

d , , 1 />1^7^)•(7^)-7^ /)), , , , , „ , ,
^=A7. avec A,, = ̂  ^———7^) - 7^)12 /^-^s^dst

Cette équation d'évolution est non linéaire. Cependant, on sait d'après [Ch2] que A^i a la même
régularité locale que 7^.

1.2 Ondelettes interpolantes
Avant de décrire l'algorithme employé, nous rappelons quelques propriétés des ondelettes

interpolantes.
Pour j ç N, on note Gj = {2~ JÂ;, k ç {0, • • • ,2-7 - 1}} et on suppose que l'on dispose d'une base

d'ondelettes interpolantes ((/>j,\)(jç,N,\ç.G •) de 51? obtenue par exemple par 1-périodisation d'une
base d'ondelettes interpolantes de R (voir [DD] pour la construction d'une telle base).

Comme propriétés importantes de cette base, on retiendra que (f)j^\ a un support concentré autour
de A avec une distance caractéristique de 2"-7, que, pour À' ç Gj, ^'^(A7) = 1 si A' = À, 0 sinon, et
que toute fonction continue sur S1 se décompose d'une manière unique, pour jo ç N fixé, en

f = ̂ o/ + ̂  S d3^3^ avec

j > j o \çGj\Gj.-i

I3of= S fW^^o^ et ^ dj^j^ = I j f - I j - l f •
Aec?,o ÀeGy\G,-i

De plus, à l'instar des ondelettes "classiques", les ondelettes interpolantes permettent de caractériser
de nombreux espaces fonctionnels, et la régularité ponctuelle.

Par exemple, l'appartenance de / à C8 pour s €]0,jR[ (où R est un paramètre dépendant de la
base choisie), est équivalente à \\Ijf — /||^oo = C^"-75).

De plus, la régularité ponctuelle de / en point XQ ç. S1 se lit sur la décroissance asymptotique
des dj^\ pour À proche de XQ. Par exemple, si / est C8 en XQ et si M ç N* est fixé, alors on a
supi^_^ |<2-JM \^j^\ = C^"-75), et la réciproque est "presque vraie" (voir [J]).

1.3 I/algorithme
L'algorithme consiste à approximer la paramétrisation en la décomposant sur une base d'ondelettes

interpolantes puis en ne conservant dans la décomposition que les les coefficients plus gros qu'un
seuil e donné. L'erreur commise ainsi est de l'ordre de e. De plus, grâce aux propriétés énoncées
dans la section 1.2, et sachant c[ue la courbe étudiée est régulière en dehors d'un point, on s'attend
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à n'utiliser qu'un nombre faible d'ondelettes : dans les exemples testés, le terme de basse fréquence
Ijof avec Jo = 6, donne déjà une très bonne approximation loin de la singularité. Lorsqu'on monte
en fréquence, les coefficients d^\ conservés se concentrent près de la singularité.

Décrivons d'un peu plus près l'algorithme utilisé (pour simplifier, on n'aborde que le cas d'un
algorithme d'ordre un en temps). On fixe un seuil e (e % 10~6 dans les applications) et un pas
de temps Af. Partant d'une paramétrisation 70 de Q^ÎQ, on calcule les coefficients correspondant
et on fait un "seuillage", c'est-à-dire qu'on ne conserve que les <^ telles que \dj^\ >_ e. Soit
£ l'ensemble des ondelettes conservées et I^o l'approximation de 70 ainsi obtenue. Grâce aux
propriétés interpolantes du procédé d'approximation, on sait que \\I^o -7o||Loo ^ Ce. Comme
Â7o a la même régularité locale que 70, on s'attend à avoir ||Z^A7o - A7o||^oo < C'e. On peut donc
envisager de calculer l'évolution approchée de la paramétrisation en discrétisant en temps et en
définissant l'approximation 771 de 7 à l'instant TiAt par la relation de récurrence

7n = 7n-l + Ie^n-1'

II est malheureusement probable qu'un tel algorithme donnerait de mauvais résultats sauf à temps
très petit, car le fait que I^o soit une bonne approximation de 70 n'assure pas que I^t soit une
bonne approximation de 7^ pour t grand : la singularité est susceptible d'évoluer au cours du temps !

On peut pallier cet inconvénient en imaginant un procédé "adaptatif". C'est-à-dire que l'on
autorise l'ensemble £ à changer à chaque pas de temps. Supposons donc connue une approximation
7n au pas de temps n et notons En l'ensemble des ondelettes conservées.
Première étape.— On "gonfle" Sn en un ensemble plus gros En obtenu en ajoutant les voisins en
fréquence et en espace.
Deuxième étape.— On fait le calcul 7^4.1 = 7^ + 1^ A^n dans la nouvelle base.

^n

Troisième étape.— On seuille les coefficients de 7^+1 dans la base En. On obtient ainsi un nouvel
ensemble £n+i^ pl^s petit que En '

Remarque 1.1.— Pour que l'algorithme précédent soit applicable, il faut disposer d'un procédé
permettant de passer rapidement des coefficients de la paramétrisation à ses valeurs au centre des
ondelettes correspondantes, et vice versa. Si N désigne le cardinal de ^, un tel calcul peut se
faire en 0(N) opérations si £ a une structure d'arbre. L'obtention de 7^+1 demande alors 0(N2)
opérations, l'étape la plus coûteuse étant le calcul de A^.
Remarque 1.2.— Pour un algorithme classique de contour dynamique à points régulièrement
espacés, il aurait fallu choisir N = 32768 pour faire le calcul avec la même précision que dans nos
simulations. Ici, N est plutôt de l'ordre de 300.

1.4 Résultats numériques

Cet algorithme a été utilisé pour étudier l'évolution de singularités de type cusp ou coin. On a
utilisé des ondelettes obtenues par un procédé d'interpolation cubique (voir [DD]).

D'après ces simulations, le coin est une structure instable. Plus précisément, si l'angle initial est
aigu (voir fig. 1), il devient instantanément nul (c'est-à-dire un cusp), et s'il est obtus (voir fig.
2), il devient instantanément plat. Dans ce deuxième cas, on ne peut pas dire pour autant que la
structure obtenue soit régulière. En effet, comme les équations d'Euler sont réversibles en temps,
on aurait alors une contradiction avec le résultat de J.-Y. Chemin. Dans [D3], on explique la raison
de cette instabilité par un calcul de Vî; dans le cas stationnaire.

En revanche, comme le montre la fig. 3, le cusp semble être une structure stable. Des simulations
numériques plus précises laissent même supposer une conservation de l'ordre du cusp, au moins à
temps petit.
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2 Définitions^ notations et énoncé des résultats théoriques

Dans cette partie, on énonce un théorème de propagation de structures géométriques de type
"effilé". Nous verrons que ce résultat s'applique aux poches de tourbillon avec singularité de type
cusp. L'énoncé reprend largement le concept de régularité conormale par rapport à une famille de
champs de vecteurs (voir [Bo], [A] et [Chl]). Cependant, pour pouvoir caractériser les structures
singulières qui nous intéressent à l'aide de champs de vecteurs à coefficients dans une classe de
Hôlder C6 avec ç ç]0,1[, nous avons dû choisir des champs s'annulant au point singulier et imposer
au tourbillon une condition de support effilé près de ce point.
2.1 Espaces fonctionnels à géon étrie singulière de type effilé

Définition 2.1.—Soit XQ ç. R2, e Ç]0?l[ et ^ > 0. On appellera géométrie (7, e)-ej(^z/ee en XQ la
donnée d'un couple ((f>^X) où (f> == ((f>h)h>o est une famille de fonctions de R2 dansR et X = (X\)\ç^
est une famille de champs de vecteurs sur R2, ces deux familles vérifiant en outre :

i) il existe ̂  inversible bilipschitzienne de R2 dans R2 avec ^(0) = XQ et g ç. C^(R2) valant 1 près
de 0, telles que si gh(x) == g(x/h) pour h > 0, on ait <^ = g^ o ̂ -1.

ii) chaque champ X\ est à coefficients et à divergence dans 0e,

iii) 0 < ZJZ) dif inf sup l^^l < 4-00,
/ " / .r€Supp0i^çA \X -XQ\^

iv) 0 < J ( X ) dlî inf sup \X),(x)\ < +00.
a;^Supp0i ^ÇA

On pose alors\\X^\\, = \\X^\\, + || div^H, et I^X) = min(î^(X)^(X)).

Remarque 2.1.— Pour des raisons techniques qui apparaîtront dans la dernière partie, nous
définissons également une notkm de géométrie (/î,7,e)-effilée en XQ pour (3 ç]0,1]. Lorsque f3 = 1,
cette définition coïncide avec la précédente. Si /3 ç]0,1[, on remplace la condition i) par :
z'9 il existe î bijective de R2 dans R2 avec ^(0) = a-o? de classe C^ ainsi que son inverse et
g ç C§°(H2) valant 1 près de 0, telles que, si ff/i(a*) = g ( x / h ) pour h > 0, on ait <^ = g^ o Ï"1.

Définition 2.2.—Soit X un champ de vecteurs. On définit formellement Inaction de X sur u par la
formule X(x^ D)u = div(X ® u ) — u div X.

Nous définissons maintenant des espaces de distributions liés aux géométries effilées.
Définition 2.3.— Soit XQ ç R2, 7 > 0, a > 0, a ç [1, +oo[, /? ç]0, l], e e]0,1[ et a ç]0, c[. Posons
a == 2/(2 + 0'). Soit (çi>,X) une géométrie (/3,7,e)- effilée en XQ. On dira que u: appartient à l'espace
C^ÇX) si et seulement si les quatre conditions suivantes sont vérifiées :

. \ i i i i déf n i ) ,
i ) |p[[ = iMlL^nL0 < +00,
u) sup \\X),{x,D)uj\\^ < +00,

\çA

m)^X^^ sup h^^X^x^)^)^,, <+oo
À 6 A

/^€]0,1]

iv) A/'f(c^) dif sup h~~~ \\(f>h^\\r,r < +00.
Kr<+oo
hç]0,l]

On pose alors N^(X^) = Ma(X^) + sup^^ \\X^x,D}u;\\^ N^) = A^(o;) + ||a;|| et

^ N^sup^X^+N^X^)
' • " ^ ^ I^{X)

Remarque 2.2.— En pratique, on choisit (3 = 1 si bien que ^ est bilipschitzienne. L'utilisation
de fonctions <^ = g h ° ̂ -1 pour exprimer la petitesse du support du tourbillon près du point
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singulier peut paraître inutilement compliquée. Cependant, cette définition a Pavant âge de pouvoir
se propager à Paide du flot ^ de la solution si Pon pose <^ = <^ o ̂ -1. On obtient alors des valeurs
de A/^(o;f) et de A/a(^^) constantes au cours du temps. Ce fait est très important car il permet
une majoration de Vî; par une quantité constante multipliée par un logarithme de quantités qui,
elles, sont susceptibles de croître rapidement au cours du temps (voir le théorème 4.1).
Remarque 2.3.— Supposons que /3 = 1. Si la condition i) est vérifiée, la condition w) est alors
équivalente à Pexistence d'une constante K telle que \\^\\^(B(xo,h)) ^ Kh2^" pour h ç]0,l], ce
qui signifie que le support de u) est effilé près de XQ ou que uj{x} est dominé par une puissance
strictement positive de \x - XQ\. En particulier, lorsque uj est la fonction caractéristique d'un ouvert
borné, iv) est vérifiée si la frontière présente un cusp en XQ. Elle ne Pest pas en revanche si la
frontière présente un coin en XQ car il existe alors une constante c > 0 telle que ||<?!>/zCc;|Li > ch2.
Quant à la condition in), nous verrons que, dans les cas pratiques, elle est une conséquence des
injections de Z23 dans C-2^, de la structure (1, e)-effilée de la géométrie et de la condition iv).

f
2.2 Enoncé du résultat principal

Définissons d'abord la notion de champ de vecteurs transporté par le flot.

Proposition 2.1.—Soit e ç]0,1[ et XQ un champ de vecteurs à coefficients 0e. On appellera champ
de vecteurs transporté par le flot ̂  à l'instant t le champ Xf solution de

(TG} U9t+v'^)X=X(x,D)v,
[ X\^Q = XQ.

En tout point x tel que V^(a*) soit défini pour tout temps, on a X^i^x}) = XQ^X, D)^f(x).

On peut maintenant énoncer le théorème de propagation de structures effilées.

Théorème 2.1.— Soit XQ ç R2, e ç]0,l[, a > 0, a ç]0,c[, a ç [l,+oo[ et (<^^o) une géométrie
(^^)-effîlée en XQ. Soit VQ ç £ tel que div VQ = 0. Supposons de plus que le tourbillon initiale
appartienne à C^ÇXo) et que Von ait

(2.1) ^e]a, l [ et aç]o^(€—^\\ avec a=-^-.
J \ € + a J [ 2+a

Notons v la solution de (E) de donnée initiale VQ et ^ son flot. Alors pour tout temps t, le couple
((f>t,Xt) reste une géométrie {l,e)-effîlée en Xf où <^ = <^ o ̂ -1, (Z^);̂  est la famille
transportée de (XO^ÀCA par le flot de v et Xi = ^(a-o). De plus, V-y ç -^(RîZ^R2)) et
UJ{t) e ^^(^t}' Plus précisément, il existe une constante LQ ne dépendant que des conditions
initiales et une constante C ne dépendant que de e, a, a et a, telles que

(2.2) 1|V^)||^ < CL.N^^^^0^

(2.3) ll^ll;^ < G||c.o||^exp(c£o(ec^o(-") - l)).

Remarque 2.4.— En reprenant les résultats de [Ch2] chap. 9 sur les poches de tourbillon
singulières, on montre Pexistence d^une constante CQ ne dépendant que des données initiales et
d'une constante C ne dépendant que des paramètres de régularité, telles que

(2.4) Vft ç]0, l], V^ ç R, (\x - Xf\ > h) ̂  (\Vv(t, x)\ ̂  C(l - log h)^^6^0"}.
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Donnons maintenant un exemple important d'application du théorème 2.1. Cet exemple correspond
au cas où c^o = ^ol^o avec ^o ayant une frontière régulière en dehors d'un point où elle a une
singularité de type cusp, et UJQ fonction de classe 0e pour un e ç]0,1[. On suppose que la singularité
se trouve à l'origine et que le cusp est orienté suivant l'axe des abscisses.
Proposition 2.2.—Soit a > 0, c ç]0,l[, îîo un ouvert borné tel que 0 ç ôîîo et que 9Sîo\{0}
soit de classe ClJf~e. Supposons plus précisément qu'il existe T] > 0 et deux fonctions /i et f^
définies sur [0,77] et telles que îîo coïncide localement avec { (^1,^2)? /i(^i) < ^2 < /2(^2)}- Posons
l(x) = (fï{x) - /i(a*))/2 et g{x) = (fi(x) + f^(x))/2 et supposons enfin que l et g vérifient les
propriétés suivantes :

i) l et g sont de classe C1"1"6 sur ]0,77],
ii) /(O) = ^'(0) = g(0) = ^'(0) = 0 et les applications h ̂  hg'(h} et h ̂  h(l1/l)(h) sont

prolongeables par continuité en 0, le prolongement obtenu étant C6 sur [0, T/],
ni) il existe C > 0 tel que C-1/^ ^ l(h) <, Ch^0 sur [0, T?].

Donnons-nous par ailleurs ÙQ ç Ce(R2) et posons UQ = 0)0 l^o. Alors il existe une géométrie (<?S>,X)
(l^e)-effilée en 0 telle que 0:0 G C^ÇX) pour tout a ç]0,€[. En particulier, si e > 2/(2 + a), UQ
vérifie les hypothèses du théorème 2.1.

Principe de la preuve : On remarque que l'on peut définir un champ X tangent à OSÎQ et tel que
|X(a;)| ~ 1^1 près de 0. Pour cela, on prolonge les fi sur [—f]-)f]\ par parité et on pose

X(x) = x,9, + ̂ ^^(^ - g(x,)) + x^^)} 9^.

On définit ensuite d'autres champs de vecteurs loin de la singularité afin que les hypothèses du
théorème 2.1 soient satisfaites. Pour plus de détails, on pourra consulter [D2]. []

Remarque 2.5.— En utilisant l'incompressibilité, il n'est pas difficile de montrer qu'avec les
hypothèses de la proposition 2.2, on a Af? (c^o) = A/Ï (^) pour tout t. Comme ^ est lipschitzien
puisque v l'est, il y a conservation de l'ordre d'effilement de la poche près de la singularité.

Remarque 2.6.— Plus généralement, le théorème 2.1 peut s'appliquer à un certain nombre de
données initiales utilisées dans [Ch2] chap. 9 ou dans [Dl] : il convient simplement d'imposer au
tourbillon une condition d'annulation à un ordre suffisamment élevé près de la singularité.

3 Estimations à perte pour les équations de transport
On donne ici une estimation à perte pour les équations de transport par un champ de vitesse

quasi-lipschitzien. L'estimation obtenue servira dans la dernière partie à propager des géométries
effilées avec perte de régularité et à temps petit, étape préliminaire à la preuve du théorème 2.1.

Posons C = [x ç R^, 3/4 < \x\ < 8/3}, B = {x ç R^, \x\ < 4/3} et donnons-nous deux applica-
tions x C C§°(B) et y ç C§°(C). telles que V^ ç R^, x(0 + ̂  y^-^) ='1.

î€N

On pose alors ApU = 0 si p < -2, A_i^ = \{D)u et Apîz = y(2~PD)u si p >_ 0.

Définition 3.1.—Soit r ç. R. On note (^(R^), l'espace des distributions tempérées u telles que

|K dif sup2^||A^||^ <oo.
g>-l

Remarque 3.1.— Lorsque r <E R^N, cette définition redonne les espaces de Hôlder usuels avec
des normes équivalentes. Si r ç. N, l'espace (^(R^) ainsi défini contient strictement l'ensemble des
fonctions bornées à dérivées d'ordre r bornées. Pour éviter les confusions, on le notera alors C'^(Rd).
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Le lemme suivant généralise un lemme de [BCh] sur les équations de transport : on suppose ici
que le second membre de l'équation est un peu moins régulier que la quantité transportée.

Lemme 3.1.— Soit (3 ç]0,l[^ ç [f3-l,l-(3] et (V, G) un couple de fonctions positives et localement
intégrables sur R . Il existe alors une constante C universelle vérifiant les propriétés suivantes :

Posons ai = s - -^ JQ V(r)(l + G(r)) dr et soit T un entier tel que (TT ^ /3 - 1.
Soit v un champ de vecteurs à divergence nulle tel que Vî; ç ^([O.T},^) et \\\^v(t)\\ ^ V(t)

pour t ç [0,T], et fo une fonction de classe C3. Soient f, g^ et 52 trois fonctions telles que0 ~

tl^T] ll̂ ll̂ 00- ̂  ||<7i0)|^<+oo et ||A )̂IL. < (ç + 2)2-^G(^)||/(^)|[^ .

Supposons que, sur l'intervalle [O.T], on ait

(r) J ̂ î + ̂ (f^ =9i+92,
\ f\t=0 = fo'

Alors on a

W e [0,'T], ||/(<)||^ ^ 2(l|/o||, + ̂  ||5i(r, .)||̂  dr).

Preuve : Elle reprend les idées de [BCh]. On applique l'opérateur Ag à (T), ce qui donne

(T \ f(9t+v- V)AJ = A,5i + A,52 + [v • V, A,]/,
q \ AJ|̂  = AJo.

On estime ensuite la norme L00 des blocs dyadiques sachant que

[v . V, AJ/||^ ^ C ( (q ̂ 2)m ) 2-^ Il/Il,,.
\ î /

On conclut en intégrant (7g) en temps puis par quelques majorations immédiates. []

Remarque 3.2.— Lorsque le champ v est lipschitzien et que le second membre est aussi régulier
que la quantité transportée, on obtient bien sûr des estimations sans perte (voir par exemple [Ch2]) :
pour tout r ç] - 1,1[, il existe une constante C ne dépendant que de r et telle que, si T > 0 et si

f 9tf + div(^) = g ,
\ f\t=0 = /(h

pour t ç. [0, F], alors on ait

V^[0,T]J|^)||,<(||/o||,+ [ t 11^)11,6-^^11^^)11^ ̂ ^^J;||v^)||^.^
V Jo )

4 Une estimation stationnaire pour le gradient de la vitesse

Dans cette partie, on prouve une estimation de ||Vî;||^oo pour v vérifiant des hypothèses un peu
plus générales que celles du théorème 2.1. Cette généralisation n'est pas un "luxe inutile" comme
nous le verrons dans la dernière partie. Observons aussi que la constante de l'estimation est continue
par rapport aux paramètres de régularité et d'effilement, ce qui s'avérera indispensable.

Soit XQ ç R2 . Dorénavant, on dira que {(f>h)h>o est une famille concentrée en XQ si et seulement si
il existe deux applications g et ^ vérifiant la condition i) de la définition 2.1 ( ou la condition i 7 )
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de la remarque 2.1 si f3 < 1), et telles que <^(^) = ^(î l ( x ) / h ) . On posera alors c<;^ = (f)^' Dans
cette partie, on conviendra que H^"1!!^ = ll^7^""1!!!,^ si /? == 1.

En utilisant la continuité de l'inclusion de .L^R2) dans C~t(R 2 ) (voir [T]) et le fait que A-1^^-
est un opérateur continu de V dans Lp pour p ç]l,+oo[ (voir [Ch2] par exemple), on montre
facilement que le gradient de la vitesse garde un "souvenir" du caractère effilé du tourbillon près
d'un point. Plus précisément, on obtient le lemme suivant :
Lemme 4.1.—Soit XQ ç. R2, (<ph)h>o une famille concentrée en XQ et a > 0. Supposons que
uj G L^ç. Soit enfin h > 0 et T] ç]0,2[. Alors il existe une constante C universelle telle que, si l'on
pose Vh, = A^V1^, on ait

Ch^Af?(^) 2
1 1 Y—7 II ^ (p \ / —— —V^/jJ „ < ——;———— avec a = ———.il ^ll-r? - ^(2-77) 2+a

Le résultat principal de cette section est le théorème suivant :
Théorème 4.1.—Soita ç [l^+oo[etD l'ensemble des quintuplets (a ̂ (3^ ^ e ^ a) vérifiant l'hypothèse
suivante :

(H) a>0 , a<{3<\, a < e < l , (XcKef1^) et 0<7<^ f 6 — a ) .
\€+ a j a \ € + ( T J

où l'on a posé a = 2/(2 + a).
Soit XQ ç. R2 et (<?!>, X) une géométrie (/î^.^-ej^ee en XQ. Soient g et î deux applications

vérifiant la condition i) de la définition 2.1 si f3 = 1 ou la condition i') de la remarque 2.1 si f3 < 1
et R' < ll^""1!!^ tel que g = 1 sur B(O^R'). Soit enfin v un champ de vecteurs à divergence nulle, à
gradient dans L^ ci à tourbillon u; ç C^{X}. Alors on a

( NÏ(uj)sup^\\Xx\\,+N^X^)\
||Vd|^ <CaN?(^)log ( e + 0 V ) AeA——-^———v /

" "Lco - ^ ) ^ ^-^RI.WN^) )

où C est une fonction continue de (a,/î,7, e.a) sur le domaine D.

Le théorème 4.1 s'inspire du théorème 3.3.2 de [Ch2] que nous énonçons ici :
Proposition 4.1.—II existe une constante C telle que pour tout € ç]0,1[, pour tout a ç [1, +oo[ et
pour tout fermé S du plan, on ait la propriété suivante.

Soit (X\)\ç^ une famille de champs de vecteurs à coefficients et divergence dans C6 et telle que

J(S, X) dlî inf sup \X^x)\ > 0.
•^AGA

Alors si v est un champ de vecteurs à divergence nulle, à gradient dans L^ et à tourbillon uj dans L00

tel que de plus sup^ç^ ||X^(a:, D)ci;||ç_^ < 4-00, on a

„- „ . Ça ( sup^\\X^x,D)u}\\^ + I M I supAeAl l^A |L \
1|V<^ <. -^- Mllog^e + ——————————eMi^X)——————————}

Cette proposition montre clairement que, pour majorer ||Vî;||^oo dans le cas qui nous intéresse,
seule la contribution du tourbillon provenant de la partie effilée pose problème. Le lemme suivant
montre que cette contribution reste bornée lorsqu'on s'approche de la singularité.
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Lemme 4.2.— Sous les hypothèses du théorème 4.1, il existe un polynôme P { x , y , z ) ne s'annulant
que pour xyz = 0, z = 1, x = y ou y = z et tel que pour 0 < h ̂  1, ci > 0 etv^ = A^V^, on ait

HV./JI / . -- Nw uY. v N^su^x^+^^^\
^^(suppM^o,^)) - P^,^//^)10^ —————c^(X)Tv^)—————)•

Pour démontrer ce résultat, nous aurons besoin du lemme suivant qui est un raffinement du lemme
3.3.1 de [Ch2] prenant en compte le caractère effilé du support du tourbillon.

Lemme 4.3—Soit Y un champ de vecteurs à coefficients 0e (e (EJO, 1[; non identiquement nul sur
R et h > 0. On suppose de plus qu'il existe a ç]0,1[ tel que Y{x, D)vf, C (^(R2). Alors il existe une
constante C universelle telle que, pour 0 < c' < e, on ait

||y(.,̂ |̂  <, c m^ ||V.,||,logfe+lly^^ll-+/^^^llrl^
min^É-^)" IIL " / l 110 ^ T ^(ç-^)|[y|[^[]v^||Q ) •

Démonstration du lemme 4.2 : Une simple application de la proposition 4.1 permet d'affirmer
que pour tous h > 0 et ci > 0, on a VÎ;A € ^(Supp^^.co.Ci/i1/^)). Malheureusement,
l'estimation obtenue a un comportement en log h pour h tendant vers 0. Nous expliquons brièvement
ici comment obtenir une estimation indépendante de h en contrôlant soigneusement toutes les
puissances de h grâce aux lemmes 4.1 et 4.3. On peut toujours supposer que a-o = 0.

Soit donc yo € Supp <^i\5(0, Ci/i1/^). On fixe une fois pour toutes une approximation de l'identité
p G CS°(B(O, 1)) telle que f p = 1. Il existe par ailleurs A e A tel que 2\X),(yo)\ > \yo\^I^{X}. On
fixe A et on omettra l'indice À dans le reste de la démonstration du lemme 4.2. Posons

v-^^^

Soit 6 = ë-^pÇê-1-) * lu avec 6 = C ' y o n ) f • Posons Y = ffX. H est facile de vérifier que

(4-1) IÎ IL- ^ ^(yo)|, ro/o) = x(î/o) et IIYII, ^ c'||x||,.

Remarquons maintenant que

|y(2/o)|2^ = V^om^Oi - Y\yo)Y(x,D)9, + (r2^))^,

iv^o)!2^2 = y^^y^.i?)^ - r^yorn-r,!?)^ + (v^yo))^,
|y(yo)12^^ = yl(î/o)y(a•,£»)ô2 + y2(yo)y(,c,£')9l - y^^y^^A.

Comme v^ = A'^V-'-^/i, ceci entraîne grâce au lemme 4.3 et à (4.1),

(4.2) |V^o)| , cflKH,. + ^^log^ ̂ ^^^^y^f^Y
^ L mm^.e-e') ^V ^(c - c')|Z(yo)|||V^||o ^'

pour tout € ' tel que 0 < € ' < e.
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Comme Y(x^ D^v^ = OX(x, D}v^ une majoration grossière donne
o-

\\Y(x,D)v^ ^ ̂ d^]) e \\X(x,D)v^.

La majoration de HX^D)^!^ est faite en détails dans [D2]. On utilise des résultats d'opérance
pour le paraproduit, et le lemme 4.1. On trouve

,,„, ,,y, ^ II ^Ch^WX^)+^)\W(4.3) \\X(x, D)v^ < ————^_^_^————.

En prenant e1 = 07 / f 3 dans (4.2) puis en y injectant les inégalités (4.1) et (4.3), il vient

|v̂ c(iK||,.,̂ ,o<^̂

^i \\x\\, ̂ ,^(x^)+Ar^u)\\x\\.\\
a Wyo)|^ ^ imUIV^Ho / / / '

Compte tenu des hypothèses sur 7 et /?, de h < 1 et de |X(yo)| ^ ^(X^yo^ >_ c^I^X)^11<ft\ on
obtient l'estimation voulue. []

Démonstration du théorème 4.1 :
D'après la proposition 4.1, si a-o = 0, on a Vv ç. -L^R^O}), ce qui donne un sens aux calculs

qui suivent, pour presque tout x.
Soit donc x 6 R^O}. Posons 7Z = {\\^~l\\pl R'^^ et h^ = ^/(P-^). Supposons que

|a;| <, h[^7i/2. On pose alors h = (2|a;|/%)/3 de telle sorte que h < hi. On écrit

Vv(a;) = Vi^(a;) + V(v - v/J(a-).

Le premier terme s'estime grâce au lemme 4.2 appliqué avec ci = 7Î/4. On obtient

. , , . _ _ _ C __ ., ^ ^ ^^)sup,eAfell.+X.(X,a;)^
(4-4) ^vh^ < P^/^^^ —————nWN^————)•

Majoration de V(^ - Vh){x) ''
Posons ci = [(log2 h-t - log2 h } / { 3 } de telle sorte que 2gl/3/l < h^ < 2((?l+l)^. On écrit ensuite

9l-l

(4.5) V(î; - Vh)(x) == ̂  V(î;2(ç+i)^ - /y2^/l)(^) + V^ - ̂ i^)(^)-
g=0

Le premier terme pourra être estimé à l'aide du lemme suivant qui se démontre directement à l'aide
de (BS) et de l'inégalité de Hôlder.

Lemme 4.4.—Soit p ç. [1, +oo[ et v un champ de vitesse à divergence nulle et à tourbillon u) dans
Lp. Alors il existe une constante C universelle telle que, si x ç/_ Supp(o;),

|Vt^)| < Cp |H|̂  (d^Supp^)))"27".
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On obtient alors

(4.6) |V(^(.+i)^ - ̂ /0(^)1 < <"||<^+i)^ - ̂ /^ILi (^Supp^+i)^ - <^/J))~2.

Comme ^ et ^-1 sont dans C^, on a

(4-7) ^o € H2, Vr > 0^(^(^o), f————) ') C <W.o,r)).
\ Vil '1- II/?/ /

Diaprés (4.7), Supp(<^+i)^ - <^/^) C 0^5(0,2(^l/^7^), d'où d(^,Supp(^2(,+l)^-^^))^29|.2l|
pour ç ç M. D'après (4.6) et la définition de A/^), il vient finalement

|V(^^ - ̂ )^)| < C(2(^l)^)2+^(c.)(^|.r|)-2 < C^2^2^"2^^^

En revenant à la définition de ci et de h^, on trouve après calculs,

9l—1

(4t8) i E ̂ 2(^1)^ - ̂ hW\ < f-^W(^)-
g=0 Y^ Q'/

Le terme V(-y - v^ss^)(x) s'estime à l'aide de la proposition 4.1. En tenant compte de (4.4) et (4.8),
on trouve finalement que, pour \x\ < Tî,'^ /2,

|v ,̂l, _^^),^ W^^W^\
(/3-a)a2 V R^-^IWN^) )

La majoration de Vî; sur R^^O,^/^-^)^) résulte de la proposition 4.1. [j

5 Un résultat de propagation de structures effilées

Sachant qu'à priori, le gradient de la vitesse est borné, il serait tentant d'appliquer le schéma
de preuve suivant : régulariser les données initiales, démontrer des estimations uniformes pour
ces solutions régularisées portant notamment sur la géométrie que l'on veut propager (c'est ici
qu'interviennent les estimations uniformes sur le gradient de la vitesse), puis passer à la limite.

Malheureusement, l'étape de contrôle des normes des solutions régularisées est délicate. En
effet, les éléments de C^ÇX) se prêtent mal à la régularisation car, conformément au principe
d'incertitude, on perd alors les propriétés d'efRIement près d'un point, ce qui empêche d'estimer le
gradient de la vitesse régularisée, via le théorème 4.1.

C'est pourquoi nous avons opté pour une autre approche. On sait déjà d'après le théorème de
Yudovitch, que (E) a une unique solution v qui est en fait quasi-lipschitzienne. De plus, d'après la
remarque 2.4, v est à gradient borné localement en dehors de la singularité. Tout se ramène donc à
montrer que v est à gradient borné sur R2 entier et propage la géométrie effilée initiale.

La première étape de la démonstration consiste à prouver que cette géométrie est effectivement
transportée sans perte de régularité et jusqu'au temps T si l'on sait de plus que Vv ç £°°([0, T] x R2 ).
Ceci fait l'objet de la proposition 5.1. Nous démontrons ensuite dans le lemme 5.1, l'existence d'un
77 > 0 que l'on peut minorer à l'aide des données initiales, et tel que Vv ç ^^([O.T/] x R2). Pour
cela, on remarque que, comme le tourbillon est dans J^ H £°°, on peut obtenir des estimations
uniformes de la norme C^ des solutions régularisées. Grâce aux estimations à perte de la partie 3,
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on obtient des estimations uniformes à temps petit et avec perte de la solution régularisée et on
peut appliquer le théorème 4.1 sur un petit intervalle de temps.

La dernière étape consiste alors à conjuguer la proposition 5.1 et le lemme 5.1 pour "pousser" le
temps de persistance de la géométrie effilée initiale.

Première étape : Elle est résumée dans la proposition suivante qui se démontre aisément à Paide
du théorème 4.1 et de la remarque 3.2.
Proposition 5.1.—Soit T > 0 et VQ un champ de vecteurs vérifiant les hypothèses du théorème
2.1. Supposons que la solution v de (E) vérifie Vv ç £°°([0,r] x R2). Soit (Xt,\)\çA la famille
transportée de (XO,A)AGA P^r le flot de v, <^^ = <^o,/i o ̂ -1 et Xt == ^(^o)- Alors pour tout temps
t ç [0,T], la géométrie (<^,X^) reste (l,e)-effilée en X t , et u^i ç C^ÇXt). De plus, il existe une
constante C ne dépendant que de e, de a, de a et de a, et telle que pour tout t ç [0, T], on ait

||Vt^)||^ ^ CLoN^e^ïo^

lk&. < ̂ IM^o^^0^-^^t

/ - I I I II^/JI^6

avec LQ = log( e + — — — i ^ ^ 7 — a ' ° j et R', Ï vérifiant les conditions du théorème 4-1'
\ it Di 0^ \LOQ ) /

Deuxième étape : II existe rj > 0 tel que V-y ç L°°([0, rj\ x R2).
Ce résultat est assuré par la remarque 2.4 et le lemme suivant.

Lemme 5.1.— Soit VQ un champ de vecteurs de £ vérifiant les hypothèses du théorème 2.1. Notons
v la solution de Yudovitch de (E) avec donnée initiale VQ . Soit K une fonction croissante continue
positive telle que, si Xt = ̂ i{xQ\ on ait pour tout temps t^

/r 1 ^ II^IlL^R^B^t^)) . ^ || || r^^(5.1) sup ———. . . — — - ^ Cil^ollA^).
/i€]0,l] 1-log/l

Alors il existe une constante universelle C telle que Von ait Vv ç: £°°([0,77] x R2) pour

, . / a2 1 - / e2 — ac — aa — ae \\

(^ ^ml^2qM'2C;JMlogV
Preuve : On montre d'abord que sur un intervalle de temps [0,T] avec T suffisamment petit, la

géométrie (<^,X^) est (/3^ 7^^)-effilée en Xf avec des paramètres d'effilement 7^ et de régularité
Pt et €f qui se dégradent au co'urs du temps (plus précisément, 7^ est une fonction croissante et
continue de t valant 1 en 0, f3t es^ décroissante continue valant 1 en 0 et e^ est décroissante continue
et vaut e en 0). En outre, ̂  ç C^^ÇXf). Ces résultats font l'objet du lemme 5.2 et permettront
ensuite de montrer, via le théorème 4.1, que VvÇt) est borné, tant que les conditions

(5.3) ..>a, 0<^<^€l-z^} et 0 < a, < ̂ (ç——^)pi ^i4--iy Vt+^Jçt
sont satisfaites, donc sur un petit intervalle de temps non vide.

Lemme 5.2.—Sous les hypothèses du lemme précédent, il existe une constante universelle C telle
que, si l'on pose T = ^» „ et

^^-c,M^ ^^i+(J^)4. i)(^ | |c .op_i)^ ^,_£|[^|]^ et a^a-^oll^
0" (7
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la géométrie (<^, Xt) reste (/^, 7^, ̂ -effilée pour tout t ç [0, T}. De plus, on a

(5.4) ÎI.SC ÎI.+ -̂̂ 'Î ),

(5.5) \\X^{x,D)^\\^ ^ 2||Xo,Â(:r,I5)^o|L_i,
(5.6) ^(Z,,^)<2A^(Zo^o),
(5.7) A^(^)=A^(o;o),

(5.8) ^(Z,) > H^avec L(t) = ̂ l+7<^))(e3cll"ollt-l),
Yy(f}

où C est une constante ne dépendant que de e et de a.

Démonstration :
Elle exploite d'une part que |V^, x)\ croît comme (1-log I^-^J), ce qui entraîne une dégradation

de l'indice 7^, d'autre part que v est seulement quasi-lipschitzien a priori, ce qui, d'après le lemme
2.5, provoque une perte linéaire de régularité dans les estimations sur les champs de vecteurs
transportés. Comme de plus le flot ^ de v perd aussi de la régularité au cours du temps (voir la
relation (5.9) ci-dessous), on a également une décroissance de l'indice f3.
1) Conservation des hypothèses de type effilé :

Rappelons d'abord que, d'après [Ch2] par exemple, le flot ^ de v vérifie

^ (H l\x_y[ ^ -e^iii-oiiA ( Mx) - ̂ t(y)\ . (\x-y\\{o.y) \ ———— ^ e \ => \ ————————— ^ i ———— i
\ e } \ e \ e )

g-c-ill^oll^

où C\ est une constante universelle. Pour \x — Xi\ < e1"6 1 a/o \ on a donc d'après (5.9),

/| - .X^I ' I -OI I^

Vr' ç M, |VÇ1^) - ̂ (^l > e[^-^)

En revenant à la définition du flot et en intégrant, on montre que

\X^(^\x))\ < 1X^)1^ I^-W^^.

En utilisant (5.1), on trouve donc [^^(^"^a;))! < [^^(a•)[eJ;<(t)(l-logla;-a;'l)(ecl""ol"-l) puis

îi(Xo)< f inf l^^)l),Wt)+e^""°"<)(e^""oii.-i)
~ \ «6Supp<(,,,i >eA\x-Xt\^

\|,l;-.rt|$exp(l-exp(2Gi||o.oll<)) /

avec 7( = 1 + (K(t) + l)(ec ' lll"oll< - i). L'inégalité (5.8) en découle.
2) Évolution de la régularité de la famille X^^ :

On pose Vn,o = Sn^o. Soit Vn la solution correspondante de (E) et ^n son flot. On fixe A ç A
et, pour alléger les notations, on omet l'indice À dans cette partie. On note alors Xn le champ de
vecteurs transporté de XQ^\ par i^n. En utilisant le lemme 3.1 et les relations

{9t + Vn • V)Xn{x, D^n = 0 et (^ + ̂  • V) div Xn = 0,
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on obtient Inexistence d'une constante universelle C telle que, pour i ç [0,T], on ait

(5.10) l|divX^||^ <2| |divXo|L,
(5.11) \\X^(x,D)^\^_, < 2||Zo(^)^o|L-i.

Pour estimer Xn-, on part de la relation (9f + Vn ' V)X^ = Xn(x^D)vn et on montre à l'aide de
techniques de calcul paradifférentiel, que Xn(x^ D)vn = g\^n + 92,n a^ec

||ffl,n|L. < ^ (̂iMlil̂ nIL. + ||X^,£»M^),

\\^,n\\^^C(q+2)2-<'et\\^\\\\Xn\^.

En appliquant le lemme 3.1 puis le lemme de Gronwall, il vient

^ 1 9 ^ il y mil < rYïïr il 4- ll^o^^olL-i^(5.12) ||An(^||^ < C l||Âo||, + ———„-..———1

pour^ ç [0,T].
Comme 0:0 € ^a H £°° et z?o C cr + ^2, Vn est une suite de Cauchy de £^(R; a + Z2). On conclut
alors par interpolation grâce aux estimations (5.10), (5.11) et (5.12) (voir [D2]).
3) Évolution de la régularité de la famille ((t>t,h)h>o^

Soient Ï et g ^ deux applications vérifiant la condition i) de la définition 2.1 pour (<?S>o,/i)/i>o.
L'application î est donc bilipschitzienne, vérifie ^(0) = XQ et on a ^o,/i(^) = p(^~ l(^)/^)•

Si l'on pose ̂  == ̂  o ̂ , ^< est visiblement bijective de R2 dans R2, de classe C^'01^0^ ainsi
que son inverse, vérifie ^(O) = Xf et <?!><,/i(^) = g ( } S^ l ( x ) / h ) .

On en déduit que (<^,/z)/i>o vérifie la condition z^ de la remarque 2.1 avec l'indice ftt = e"^1^0^.
La géométrie (^,Xf) est donc (^,7i,6t)-effilée en a^.
4) Conservation des hypothèses d^effilement sur le tourbillon

Les fonctions (f>t,h sont transportées par le flot et le tourbillon est constant le long des lignes de
flot. L'incompressibilité assure donc que A/'^(ù^) = A/"^(c^o).

De même, comme (^ + v • V^X^a*,^)^) = 0,1e lemme 3.1 donne A/^ (Xf^t) <: 2A/a(^o^o).
Ceci achève la démonstration du lemme 5.2. []
Fin de la preuve du lemme 5.1 : Grâce au lemme 5.2, on peut appliquer le théorème 4.1 et donc
prouver que Vv{t) est borné pour tout temps t ç [0,T] tel que la condition (5.3) soit satisfaite. On
vérifie aisément que c'est le cas dès que

(5.13) < € [ 0 , T ] et ^(l+^)<^.

Un simple calcul montre alors que, si l'on définit T] comme en (5.2), l'inégalité (5.13) est vérifiée
pour tout t ç. [0, rj\. On conclut à l'aide du théorème 4.1. []

Troisième étape : On pousse le temps de persistance de la géométrie effilée.
Grâce à la réversibilité en temps de (E), il suffit de montrer que Vv ç ^^(R^R2). Supposons

par l'absurde que Vî; i £^(R; ̂ °°(R2)). Soit F*, le plus petit temps tel que Vî; i £°°([0, T*] X R2).
Rappelons que d'après (2.4), la condition (5.1) est satisfaite avec K(t) = Ce006 a;o \ On a donc
T* > 0. Définissons

_ / , 1 , / c2 - ae — ao- — (T€ \\
"= min (T'T ' 2^M "^1 + (2^(rTr^(7TÏ)ïJ ) •
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Posons To = T* - 7?/2, v(t,x) = î;(f + To,x) et Jf(f) = A'(^ + îo). En posant XQ,A = XT^\ et en
utilisant lajproposition 5.1, on constate que les hypothèses du lemme 5.1 sont vérifiées : on a bien
^o € C^ÇXo). Une simple application du lemme 5.1 donne donc Vv ç £°°([0,7/] X R2) avec

. / 1 / c2 - ac - aa - (T€ \ \
" = mm V - 2CdM log V + (2 + ÂTDM. + .)J ) •

Comme A'(r) ^ Jf(T + T*), on a ?? > 77, et donc en particulier Vî; ç L°°([0, T" + 7?/2] x R2). Ceci
contredit Vî; ^ £°°([0,r*]; ̂ ^(R2)). D
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Fig. 1 : Evolution d'un angle aigu dans une poche de tourbillon. On a choisi A<=0.04 et e=lo'~6. Pour t=0, 1,
2, 3, 4, 6, 8 et 10, la courbe a été représentée à l'aide des points effectivement utilisés pour calculer l'évolution.
Pour t=12, on a pris une grille fine de 32768 points.
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Fig. 2 : Évolution d'un angle obtus dans une poche de tourbillon. On a choisi At=o.04 et e=lo~6. Pour t=0,
2, 4, 6, 8, 10, 12 et 16 , la courbe a été représentée à l'aide des points effectivement utilisés pour calculer
l'évolution. Pour t=20, on a pris une grille fine de 32768 points. Remarquer l'émergence d'une structure effilée
dans une zone où la courbe devrait être régulière. La véritable singularité, quant à elle, semble avoir disparu.
Elle est matérialisée par une croix.
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Fig. 3 : Évolution d'un cusp dans une poche de tourbillon. On a choisi A<=0.04 et e=lo~5. Pour t=0, 1, 2,
3, 4, 6, 8 et 10, la courbe a été représentée à l'aide des points effectivement utilisés pour calculer l'évolution.
Pour 1=12, on a pris une grille fine de 32768 points. Remarquer les légères oscillations près de la singularité
pour t=10. Le calcul à t = 12 a été fait avec un seuil e=lo~6. Plus aucune oscillation n'est visible.
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