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Résumé:

La propagation unidirectionnelle d’ondes de faible amplitude et de grande longueur d’onde est décrite,
dans de nombreux systemes physique;, par I’équation de Korteweg-de Vries. L’objet de ce travail est
de proposer un probleme mixte bien posé lorsque le domaine spacial est borné. Plus précisément nous
établissons I’existence de solutions locales en temps pour des données initiales dans ’espace de Sobolev H*!
ainsi que ’existence de solutions globales pour données initiales petites dans cet espace. Nous prouvons
de plus un effet régularisant et obtenons ’existence et 'unicité dans L?. Une généralisation au probléme
du quart de plan est donnée.

1 Introduction.

L’équation de Korteweg-de Vries (KdV) décrit la propagation d’ondes de surface dans un
canal dans le régime ou la longueur d’onde est grande devant la profondeur du canal. Si
u(z,t) décrit la variation de hauteur par rapport a la hauteur d’équilibre, u vérifie alors

(KAV) g + ug + vty + Ugge = 0.

Le probleme de Cauchy pour KdV (i.e. trouver une solution u(z,t) de KdV définie pour
(z,t) € R x R telle que u(z,0) = up(x), la fonction uy étant donnée) a été tres étudié.
Pour 'existence de solution réguliére, on pourra consulter [1]. Récemment, Bourgain [4]
a montré que ce probleme de Cauchy était bien posé pour ug € L?(IR). Ce résultat a été
amélioré par Kenig, Ponce et Vega [8] qui obtiennent ’existence et 'unicité pour ug(z) €
H73/4(R). Ces deux résultats reposent sur I'utilisation d’effets régularisants locaux du
groupe unitaire engendré par la partie linéaire de KdV:

Ut + Uprr = 0.

Néanmoins les expériences de laboratoire se font dans un canal de longueur finie muni
d’un générateur d’ondes a une de ses extrémités. A 'autre extrémité, on dispose un plan
incliné rugueux qui limite la réflexion. Un des problemes mathématiques correspondant a
cette situation est le probleme du quart de plan:

Ut + Uy + Uy + Ugze =0, £ >0, £ >0,
u(0,t) = g(t), t >0, (1.1)
u(‘rﬁo) = UO(':L')’ T Z O;
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olt g et ug sont des fonctions données. On trouvera dans [2] et [3] ’étude de (1.1), en
particulier la construction de solutions dans C;(IR*; H2(IR™)).

Notre but dans ce travail est de proposer un ensemble de conditions aux limites pour
KdV sur un interval borné [0, L] et de montrer que ce probléme posséde les propriétés
"minimales” espérées d’existence. On trouvera dans [5] et [6] des estimations a priori
de solutions régulieres de KdV a données initiale nulle pour des conditions aux limites
différentes de celles étudiées ici, mais pas de construction de solutions pour le probléme
aux limites.

Le probleme aux limites que nous considérons ici est le suivant:

U+ Uy +UUZ + Uge =0, 0<z < L, t>0, (1.2)
u(z,0) =ug(z), 0 <z <L, (1.3)

u(0,t) = g(t), t >0, (1.4)

uz(L,t) = h(t), t >0, (1.5)

Ugz(L,t) = h(t), t > 0. (1.6)

Dans la partie 2, nous allons construire des solutions locales en temps pour uy € H'(0, L)
qui seront globales lorsque les données uy, g, h, k seront suffisament petites.
Dans la partie 3, on montrera que le probleme

U+ Uger =0, 0<z < L, t >0, (1.7)
u(z,0) = up(x), 0 <z < L, (1.8)
u(0,t) =0, ug(L,t) =0, ug(L,t) =0 (1.9)

possede un effet régularisant, ce qui nous permettra de traiter le probleme de Cauchy
pour (1.2), (1.9) dans L?(0, L). On étendra alors cette méthode au quart de plan.

Nous n’indiquerons ici que des éléments de preuve et nous renvoyons a [7] pour les
détails.

2 Solutions H'! par méthode de compacité.

Définissons tout d’abord ce qu’est une solution faible de (1.2), (1.3), (1.4), (1.5), (1.6).
Soit (z,t) € L?(0,T, H?) telle que ¢; € L*(0,T, L?) et Vt € [0,T] ¢(0,t) = ,(0,t) = 0.
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Si u est une solution suffisament réguliere de ce probléme, alors u vérifie

T L L L
—/0 /0 ucptda:dt—/o u(x,O)go(:c,O)dx+/0 u(z, T)p(z,T)dx
T /L T (L
+/O /0 (uz+uuz)g0d:£dt+/ / Uz PezdTdt (2.1)
o Jo

—/ csztdt—i-/ o(L, t)dt = 0.

Définition 2.1 Une solution faible de (1.2), (1.3), (1.4), (1.5), (1.6) est une fonction
u(z,t) € L>(0,T, L?) N L*(0, T, H') vérifiant (2.1) pour tout p(z,t) € L*(0,T, H?) telle
que ¢, € L*(0,T, L?) et Vt € [0,T] (0,t) = ,(0,t) = 0.

Nous allons démontrer les résultats suivants:
Théoréme 2.1 Soit ug € H'(0,L) et (g,h, k) € (C}(R))? tels que uo(0) = g(0). Alors
il existe un temps T > 0 et une solution u € L®(0,T; H') N C([0,T); L?) solution faible
de (1.2), (1.3), (1.4), (1.5), (1.6).

On définit la fonction f(z,t) sur [0, L] x R* par

£(@,8) = g(t) + (h(t) — k(t) L)z + ~k(t)z?

2
et on note (Hjy) I'ensemble de conditions suivantes:
s 2 s 2
Ll(R+;L2(0,L)) L2(R)
(Hs) 4 p o
\ LY(R+;L2(0,L)) LY(R*;L°°(0,L))

Théoreme 2.2 Soit ug € H'(0,L) et (g,h, k) € (CLNWL®(IRT))3 tels que uo(0) = ¢(0),
inf;>o(1+ f(L,t)) = ag > 0 et [a(t) — k(t)(L — z)]+ € L'(IRY). Alors il existe § > 0 tel
que st Juo(z) — f(z,0)|mo,n) < 0 et si (Hs) est vérifiée, alors on peut prendre T = +o0
dans le théoréme 2.1.

Nous allons présenter la preuve de ces résultats dans le cas ou h(t) = k(t) = 0.
2.1 Identités d’énergie et estimations a prior:.
On pose v(z,t) = u(z,t) — g(t). La fonction v vérifie
vt + (1 + g)v.’l: + VVz + Vggz = — 01, (22)

0(0,1) = vp(L, t) = vaa(L, 1) = 0, (2.3)
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v(z,0) = vo(z) = up(z) — ¢9(0), 0 <z < L. (2.4)

En multipliant (2.2) successivement par v et (1 + g)v + 3v® + vz, on obtient

% /OL v*(z, t)dx + (1 + g(t)v*(L, T) + §v3(L, t) +v2(0,t) = —2g, /OL v(z, t)dz, (2.5)

d L 1
= /0 (02 = (1+ gv? = 30°/3)dw +v2,(0,2)

1 L (2.6)
= (1+ g)o(L,t) + 50%)? = 2004(0,) + 20,(1 + g) /0 v(z,t)dz.
On pose alors
.ot L ) 1
X(t) = /0 [v(., 8)|1cds et Y(t) = /0 (V2 — (1 + g)v* - §v3)dx.
En intégrant (2.5) et (2.6) entre 0 et ¢, on obtient:
t 2
olio(6) + [ 0500, 5)ds S m(OXY2 + 50N £ 20 OX N F foole, (27)
1 t
Y (t) < (v XY+ 5)(1/2)2 + /0 v2(0, s)ds + 72 (t) + 2Lys (1) X Y4 + Y (0), (2.8)
. 4 4 21/2
[valfe < Y + 5(1+g)offs + (5 ol (2.9)

ot les 7;(t) dépendent de g(t). Si on contréle X, alors |v|z2 et [i v2(0, s)ds sont contrélés
par (2.7), et (2.8) donne le contrdle de Y, ce qui par (2.9) permet de controler |v,|zz.
On calcule alors £ X et on trouve

dX
—d‘t— S Oé(t) + C(l + t2/3)X2,
ou «(t) dépend des donnés a travers les ;.

En conclusion, si on construit des solutions approchées vérifiant (2.5) et (2.6), alors ces
solutions seront bornées dans L>®(0,T; H'(0, L)) et par passage & la limite, on obtiendra
'existence locale dans H!.

Des estimations identiques montrent que si les données sont suffisament petites, alors
les bornes obtenues sont globales en temps.

2.2 Une équation régularisée.

Pour construire des solutions approchées, nous allons adapter la technique utilisée dans
[2]. Nous allons construire une solution de

up +ug +uul +ul,, —eus,, =0, 0<z <L, t>0. (2.10)
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vérifiant les conditions aux limites u®(0,t) = ¢(t), uS(L,t) = uS,(L,t) = 0. On effectue
alors le changement de fonction

w(z,t) = euf (6% (z — t), %),

La fonction w(z,t) est alors solution de

wy + (14 &)wy + Wwy — Wegr =0, t >0, t <z < t+e V2L, (2.11)
w(t, t) = eg(e3t), wy(t +e V2L, t) =0, wee(t+e V2L, 1) =0, t >0, (2.12)
w(z,0) = uy(x) = eue(e¥?x), 0 <z < e V2L, (2.13)

Remarquons que (2.11) est posé sur un domaine incliné.
Nous allons tout d’abord donner une formulation intégrale de ce probleme. On fixe L
et € et on étudie

Wi+ CWy + WWy — Wezt =0, t<x <t+ A t>0,

walt + A 8) = 0, wealt+ A, 2) =0, ¢ >0, (2.14)
w(z,0) =p(z), 0 <z <A
On pose
’U(.T,‘, t) = ’LU(ZE,t) - 7(t)7
la fonction v(z,t) vérifie alors
Vg — Ugat = =Y — Vi, t<x <t+ A t>0, (2.15)
v(t,t) =0, va(t+ A\ t) =0, t >0, (2.16)
Vaa(t+ A\, 1) =0, t >0, (2.17)

et
v(z,0) = p(z) —v(0), 0 <z < L,

ou
1
V(z,t) = (c+v(t)v(z,t) + §U2(x,t).
On inverse alors 1 — 92 sur [t, ¢ + A:

Lemme 2.1 Soientt > 0, A > 0 donnés. Pour tout h € L?(t,t+ )), il existe une unique
fonction 1 dans H?(t,t + \) solution de

Y=Y =h, t<x<t+ A P(Et)=0, P (t+ ) =0.
De plus,

sinh(z — ¢

U(zr) = /tz h(z)sinh(z — z)dz + cosh () ) /:H h(z) cosh(t + X\ — 2)d=. (2.18)
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La démonstration de ce lemme est un calcul simple.

On integre alors (2.15) par rapport & t. Deux cas sont & distinguer suivant que i)z <\,
i) x > A

Dans le cas i), on intégre entre 0 et ¢ et on obtient:

(1= )0 = (1= 8)(@(@) = 7(0)) = [ [uls) + Vala, 5)) s,

Dans le deuxieme cas, on integre entre x — A et ¢:
t
(1= @)= (1= R o=~ [ [uls) +Valw,5)ds.

r—

En utilisant la condition aux limites (2.17), on voit que si

(1= B)p(a) = 1(6) = [ Valw,s)ds, 2 < A,
W(z,t) =

t
v(z,x —A) — () +y(z — N) — / . Ve(z, s)ds x > A,
—
alors v(z, t) vérifie
(1—-0%)v=W(z,t), t<z<t+A\
On utilise alors le lemme, et apres de multiples intégrations par partie, on obtient en se
restreignant a t < A:

(INT) v(z,t) = (Tv)(z,1),
ou 7 est donnée par:
sinh(z — t)

T) = cosh(\)

[p(t) sinh(A) — () sinh(t) — 7(t) sinh())

+ /HA[U(Z, z—A)+7v(z — A)]cosh(t + A — z)dz — /0 V(s + A, s)cosh(t — s)ds

—/ / V(z, s)sinh(t + X — z)dzds} — ¢(t) cosh(t — ) + y(t)(cosh(t — z) — 1)
+xxa(z) |o(z

) + /z /t V(z,s)ds cosh(z — :E)dz]

(1—xa(z)) [go()\) cosh(A — z +/ / (z,8)dscosh(z — x dz+/ / (z,s) cosh(z — x)dzds

—/ s+/\381nh(5+)\—xds+/ zz—A)—i—v(z—A))sinh(z—m)dz],

ou xx(x) est la fonction indicatrice de z < A.
On pose
Er = {w(:c,t) tel que V¢ € [0,T), w(-,t) € H' (¢, t + )\)}
que ’on norme par
|[wller = supessieior|w (-, ) mi(t,e4n)-
Il est alors clair que I’on peut appliquer le théoréme du point fixe & (/ NT') dans cet espace.
On obtient
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Théoréme 2.3 Soient v € C°(RY) et ¢ € H'(0,)) données. Alors il existe Ty > 0 tel
que (INT) ait une unique solution mazimale v € Er pour tout T < Ty. De plus v est

continue sur S} = {(z,t), 0 <t < T, t <z <t+ A} pour tout T < Ty et si Ty < 00
alors imy_, 1, ||v||e, = +00.

On dispose également d’un résultat de régularité:

Théoréme 2.4 Soient v € CH(RY) et ¢ € H3(0,\) vérifiant o,(N) = ©zo(\) = 0. Alors
la solution mazimale obtenue au théoréme 2.3 vérifie

Vt < Tp, sup |v(:,t)|ms(en) < 00.
0<t<T

De plus, pour tout T < Ty on avay € C(S} ), va(t+X,1) = ver (1A, 1) = 0, supgcpcr |ve| sy <
oo et v est solution de (2.15)-(2.17).

Le théoreme (2.3) se démontre en prouvant que l’application v — w = T (v) est une
contraction sur une boule de & pour T suffisament petit. Le résultat de régularité se
déduit de de facon classique. ]

On obtient ainsi une solution u® de (2.10) sur un intervale de temps [0,7.[. On pose
alors v® = u® — g(t). Pout montrer que 7 est minoré indépendemment de & par un temps
Ty > 0, il suffit de montrer, grace au théoréme 2.3, que |v°| H1(0,1) €St borné. La fonction
v® vérifie les deux identités d’énergie:

dt/ £) + £(v5) (2, t)dz + (1 + 9(1)) (v°)*(L, T)
(2.19)
2 €\3 €\2 L €
+§(v P(L1) + (050,0) = 20, [ v (z,0)ds,
& [ (0 = (1 + Q) = 507 /3)ds + (0L, 1) + (05, — 205)(0,1)
= ((1+g)v°(L,t) + %(v5)2)2 —2g:v5(0,t) +2g:(1 + g) /0 v¥(z,t)dr — 2ev; (L, t)g:
(2.20)

Avec ces deux identités, on peut reproduire les estimations de la section 2.1. On obtient
alors qu’il existe T1 > 0 tel que T° > Tj. De plus, v® est bornée indépendament de ¢
dans L>®(0,Ty; H') et donc 9;v° est bornée dans L*(0,T1; H=2). On en déduit que, quitte
A extraire des sous-suites, v* — v dans L*°(0,T}; L?) fortement et dans L*°(0,Ty; H')

faiblement, ce qui suffit pour passer a la limite. Cela termine la démonstration du théoreme
2.1. [

Pour le théoreme 2.2, il suffit de voir qu’a données petites, la borne de v* est globale
en temps, voir[7]. ) ]

3 Existence dans L? et effet régularisant.

On étudie ici le probleme de Cauchy pour ¢ = h = k = 0 pour KdV (pour le cas général
voir [7]). On va montrer:
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Théoréme 3.1 Soituy € L?(0, L). Il existe Ty > 0 et une unique solution faible mazimale
u(z,t) € C([0,Tz[; L?) N L2.([0, To[; H') de (1.2). De plus u(z,t) dépend continiment de
Ug-

On commence par construuire le semi-groupe linéaire et on prouve un effet régularisant.

Théoréme 3.2 i) Soit ug € H3. Il existe une unique solution notée S(t)uy de

Ut + Ugge =0, 20, OS.’IISL,
u(0,t) = ug(L,t) = uge(L,t) =0, t >0, (3.1)
u(z,0) = uo()

telle que S(t)ug € L®(IR*; H3(0,L)).

i1) L application ug — S(t)ug se prolonge de fagon unique de L? a valeur dans C(IR™; L*)N
(R*; H') avec

| ()to] oo (12 + 1005 (B0l 2ot 2y < (14 L) uol .

Preuve: on commence par construire comme dans la partie précédente une solution d’une
équation régularisée:

L2

loc

w(0,) = uS(L,t) = us,(L,t) = 0, ¢ > 0, (3.2)

U + ULy — €U, =0, 1 2>0, 0<z <L,
u®(z,0) = uo(x)

On obtient ainsi u® € L°°(0,T¢, H?), puis on montre les estimations suivantes:

R elué|? ut)? =
EZ/oL(lul +elug|") + (uz)"(0,2) =0, (33)

d £ £ £
= [ (s + et ) + (5020,8) = 0,

On passant & la limite € — 0, on obtient le i) du théoréme.
On multiplie alors (3.1) successivement par u(z,t) et zu(z,t) et on obtient

d v o 2
= /0 u? + (ug)2(0,2) = 0, (3.4)
d L, L,
Ei/o zu®(z,t) +3/0 uy = 0. (3.5)
Les deux identitées (3.4) et (3.5) prouvent le ii) du théréme 3.2. =

On pose alors
Af(t) = /Ot S(t — s)f(s)ds.
On dispose de deux estimations sur A qui sont duales de (3.4) et (3.5):
IAf O o,ri22) < Clflnrorre) (3.6)
et

|8zAf(t)|L2(o,T;L2) < C ifiLl(o,T;m) . (3-7)
On cherche alors & trouver une solution de

u = S(t)up — A(ug + uuy).

Grace a (3.4)-(3.7), la démonstration du théoreme 3.1 est immédiate. n
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Remarque 3.1 De tels effets régularisants sont bien siur fauz lorsque [’on considére KdV
sur l’espace en entier.

4 Application au quart de plan.

Nous allons généraliser les effets régularisants de la partie précédente au quart de plan
puis démontrer:

Théoreme 4.1 Soit ug(z) € L*(IR") telle que zuo(z) € L*2(RT). Alors il existe une
solution unique de
Ut + Uz + Uy + Ugge =0, £ > 0,22 0, (41)

u(0,t) =0, t > 0,u(z,0) = ug(z), x >0

vérifiant u € C,(R™; L*(R*, (1+2)dz)) et d,u € L}, ,(R*; L*(R", (1++/7)dz)). De plus,
u dépend continument de ug dans ces espaces et pour tout to > 0,

u € C([to, +oof; H*(IRY))
i.e. c’est la solution de [2]
Commencons par étudier ’équation linéaire:

'U't+u:1:zx:0a t>0,x>0,

u(0,£) =0, ¢ > 0. (4.2)
En multipliant (4.2) par u, zu et z2u, on obtient
i/oozﬁd:v—i—u?(o t)=0 (4.3
dt Jo R 3)
i/wxuzdax-{—i’;/qu:O (4.4)
dt Jo o =7
et p
a 2,2 ® 2
dt/o T u dm+6/0 zuy = 0. (4.5)

t
On note alors u(z,t) = S(t)ug(x) et Af(t) = / S(t — s)f(s)ds. On obtient alors des
0
estimations duales de (4.3)-(4.4):
[Aflzeoorin2 et 14a2)am)) < O 1 |iso 2 mer (1402)am)) (4.6)

et
|81‘Af1L2(0,T;L2(R+,(1+z)dz)) < C(T) lfILl(o,T;LZ(R+,(1+a:2)dz)) (4'7)

On écrit (4.1) sous la forme

u = S(t)up — Aluy + uuy),
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et une technique de point fixe permet de conclure. Pour la régularité de la solution (H?
des que ty > 0), on montre des effets régularisant supplémentaires sur (4.2):

et

d 2 2
7 /um +u,,(0,t) =0,

d

— /xui — 2ug4 (0, t)ug(0,1) + 3/ Uy = 0,
dt 0

il est alors facile de conclure.
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