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Résumé:
La propagation unidirectionnelle d'ondes de faible amplitude et de grande longueur d'onde est décrite,

dans de nombreux systèmes physique î, par l'équation de Korteweg-de Vries. L'objet de ce travail est
de proposer un problème mixte bien posé lorsque le domaine spacial est borné. Plus précisément nous
établissons l'existence de solutions locales en temps pour des données initiales dans l'espace de Sobolev H1

ainsi que l'existence de solutions globales pour données initiales petites dans cet espace. Nous prouvons
de plus un effet régularisant et obtenons l'existence et l'unicité dans L2. Une généralisation au problème
du quart de plan est donnée.

1 Introduction.
L'équation de Korteweg-de Vries (KdV) décrit la propagation d'ondes de surface dans un
canal dans le régime où la longueur d'onde est grande devant la profondeur du canal. Si
u(x^t) décrit la variation de hauteur par rapport à la hauteur d'équilibre, u vérifie alors

(KdV) Ut + Ux + uux + Uxxx = 0.

Le problème de Cauchy pour KdV (i.e. trouver une solution u(x^t) de KdV définie pour
{x^t) ç IR x IR telle que u(x^0) = Uo(x)^ la fonction UQ étant donnée) a été très étudié.
Pour l'existence de solution régulière, on pourra consulter [1]. Récemment, Bourgain [4]
a montré que ce problème de Cauchy était bien posé pour UQ G L^IR). Ce résultat a été
amélioré par Kenig, Ponce et Vega [8] qui obtiennent l'existence et l'unicité pour Uo{x) G
Tî""3/4^). Ces deux résultats reposent sur l'utilisation d'effets régularisants locaux du
groupe unitaire engendré par la partie linéaire de KdV:

Ut + Uxxx = 0.

Néanmoins les expériences de laboratoire se font dans un canal de longueur finie muni
d'un générateur d'ondes à une de ses extrémités. A l'autre extrémité, on dispose un plan
incliné rugueux qui limite la réflexion. Un des problèmes mathématiques correspondant à
cette situation est le problème du quart de plan:

Ut+U^+ UU^ + Uxxx =0, X > 0, t^ 0,

^(0,t)=^), t >0 ,
u{x^0) = UoÇx)^ x > 0,
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où g et UQ sont des fonctions données. On trouvera dans [2] et [3] l'étude de (1.1), en
particulier la construction de solutions dans (^(IR4"; ̂ (IR4")).

Notre but dans ce travail est de proposer un ensemble de conditions aux limites pour
KdV sur un interval borné [0, L] et de montrer que ce problème possède les propriétés
''minimales'' espérées d'existence. On trouvera dans [5] et [6] des estimations a priori
de solutions régulières de KdV à données initiale nulle pour des conditions aux limites
différentes de celles étudiées ici, mais pas de construction de solutions pour le problème
aux limites.

Le problème aux limites que nous considérons ici est le suivant:

Ut+u^+ uu^ + u^x =0, 0 < x < L, t > 0, (1.2)

u(x, 0) = uo(x), 0 < x < L, (1.3)

u(0^t)=g(t^ 00, (1.4)

u^L,t)=h(t), t > 0 , (1.5)

u^{L,t)=h(t), t>0. (1.6)

Dans la partie 2, nous allons construire des solutions locales en temps pour UQ G AT^O, L)
qui seront globales lorsque les données UQ, g , h, k seront suffisament petites.

Dans la partie 3, on montrera que le problème

Ut + u^ =0, 0 < x < L, t>_ 0, (1.7)

u(x, 0) = uo{x), 0 <x < L, (1.8)

^(0, t) = 0, ^(L, t) = 0, n^(L, t) = 0 (1.9)

possède un effet régularisant, ce qui nous permettra de traiter le problème de Cauchy
pour (1.2), (1.9) dans L^O.L). On étendra alors cette méthode au quart de plan.

Nous n'indiquerons ici que des éléments de preuve et nous renvoyons à [7] pour les
détails.

2 Solutions H1 par méthode de compacité.
Définissons tout d'abord ce qu'est une solution faible de (1.2), (1.3), (1.4), (1.5), (1.6).
Soit y{x,t) G L^O.T,^2) telle que ̂  G 2.2(0, T,L2) et W ç [0,T] y{0,t) = ^(0,<) = 0.
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Si u est une solution suffisament régulière de ce problème, alors u vérifie

— / / U(ptdxdt — \ u(x^ 0)<^(:r, 0)dx + /
Jo Jo Jo Jo

— \ u(ptdxdt — / u(x,0)y(x,0)dx + \ u(x,T)(p(x,T)dx
Jo Jo Jo Jo

rT rL rT rL

+ / / {^x + uu^)(pdxdt + / / u^xxdxdt (2.1)
Jo Jo Jo Jo

- I h(t)(p^{L,t)dt+ I k(t)(p{L,t)dt=0.
J o Jo

Définition 2.1 Une solution faible de (1.2), (1.3), (1.4), (1.5), (1.6) est une fonction
u(x,t) e L^O.T.L2) nI/^O.T,^1) vérifiant (2.1) pour tout (p{x,t) e 2.2(0, T,H2) telle
que ̂  e L2(0,r,L2) et Vï e [0,T] ^(O.t) = ̂ (0^) == 0.

Nous allons démontrer les résultats suivants:

Théorème 2.1 Soit UQ e ^^O^L) e^ Çg,h,k) e (C1^))3 ^5 g^e no(0) = ^(0). Afor5
î7 existe un temps T > 0 et une solution u ç L°°(Q^T\H1} nC([0,T];L2) solution faible
de (1.2), (1.3), (1.4), (1.5), (1.6).

On définit la fonction f(x,t} sur [0,L] x IR^ par

/(:r,t) = g(f) + {h(t) - k(t)L)x + ̂ k{t)x2

et on note {H§) l'ensemble de conditions suivantes:

TO

/

^

f2

h + (-).
Zt

f
Jtxx ' \~^~)xxx

Zt

^s,
L1(H,+•,L2(0,L))

<^
L^K.+^^L))

f2

ft+(-Wt)
Zà

f2

{L).
Ll(R+;J

L2(R+)
<<î,

<Ô.

Théorème 2.2 5o^^o € H^O.L) et {g,h,k) 6 (C1 nïy1'00^))3 ^eZs çue -uo(O) = g(0),
inf(>o(l + /(^,t)) = Oio > 0 et [/i(t) - k(t}{L - x)}+ e Z/1^). Alors il existe ô > 0 tel
que si \v,o{x) — f{x^O)\H^(o,L) <: 8 et si (Hs) est vérifiée, alors on peut prendre T == +00
dans le théorème 2.1.

Nous allons présenter la preuve de ces résultats dans le cas où h{t) = k(t) = 0.

2.1 Identités d'énergie et estimations a priori.
On pose v(x,t) = u(x,t) - g(t). La fonction v vérifie

Vf + (1 + g)vx + Wx + v^xx = -9t, (2.2)

y(0, f} = ̂ (L, t} = v^(L, t) = 0, (2.3)
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v(x, 0) = î;o(:r) = uo(x) - ̂ (0), 0 < x < L. (2.4)

En multipliant (2.2) successivement par v et (1 + g)v + -v2 + Vxx on obtient

d [ L ̂ (rr, t)dx + (1 + g(f)}v\L^ T) + ̂ (L, *) + ̂ (0, <) = -2gt [ L v{x^ f}dx^ (2.5)
dt Jo o Jo

^ 1\^ - (1 + p)î;2 - ̂ /S)^ + ̂ ,(0, ̂
dt70 1 3 /.L (2.6)

= ((1 + g)v(L, t) + .v2)2 - 2^(0, t) + 2gt(l + g) / v(x, t)dx.
1 Jo

On pose alors

X(t) = ( t \v(.,s}\i^ds et F^) = f\vl - (l+g)v2 - ̂ dx.
Jo Jo o

En intégrant (2.5) et (2.6) entre 0 et t, on obtient:

Hl̂ ) + [tvl^s)ds < 7i(<)X1/2 + ̂ ^X3/4 + 2L72(f)X1/4 + ̂ 1^ (2.7)
</o ô

y(t) < (74X1/4 + ̂ X1/2)2 + f^(0,s)ris+732(*)+2L75(^l/4+y(0), (2.8)
Z ^0

et

^ < |̂  + |(1 + 5)1^11. + (Ç)473 ̂ ly, (2.9)

où les ji(t) dépendent de g(t}. Si on contrôle X^ alors \v\L2 et ^^(O?5)^5 sont contrôlés
par (2.7), et (2.8) donne le contrôle de Y, ce qui par (2.9) permet de contrôler \Vx\L2-

On calcule alors ^-X et on trouve

dx ^ a(t) + C(l + t2/3)^2,
dt

où a(t) dépend des donnés à travers les 7^.
En conclusion, si on construit des solutions approchées vérifiant (2.5) et (2.6), alors ces

solutions seront bornées dans L°°(0,r; ̂ (O, L)) et par passage à la limite, on obtiendra
l'existence locale dans H1.

Des estimations identiques montrent que si les données sont suffisament petites, alors
les bornes obtenues sont globales en temps.

2.2 Une équation régularisée.
Pour construire des solutions approchées, nous allons adapter la technique utilisée dans
[2]. Nous allons construire une solution de

u\ + < + u'u^ + u^ - eu^ =0, 0 < x < L, t > 0. (2.10)

III-4



vérifiant les conditions aux limites ^(0,^) = g{t), u^(L,t) = u^(L,t') = 0. On effectue
alors le changement de fonction

w{x,t')=eu£(el/2(x-t),e3/2t).

La fonction w(x^t) est alors solution de

Wt + (1 + e}wx + ww^ - w^xt =0, ̂  0, t < x <t + s^^L, (2.11)

w(t, t) = eg^t), Wx(t + e-^L, t) = 0, w^(t + e-^L, t) = 0, t > 0, (2.12)

w(x, 0)=u 3(2;) = euo^^x), 0 <x < e^^L. (2.13)
Remarquons que (2.11) est posé sur un domaine incliné.

Nous allons tout d'abord donner une formulation intégrale de ce problème. On fixe L
et e et on étudie

f Wf + CWj: + WWy: - Wycxt =0, t < X <t+ \, t > 0,

wM=7(^), ^0,
w^(t + A, t) = 0, w^(< + À, t) = 0, ^0,

w(a-,0) = y?(a;), 0 < x < \.

(2.14)

On pose
v(x,t) =w(x,t) -7(^),

la fonction v(x,t) vérifie alors

Vt - Vxxt = -7t - V^, t < x < t + A, t ̂  0, (2.15)

u(U) =0, ^(^+À,t) ==0, t> 0, (2.16)

^.c(*+A,ï) =0, t^ 0, (2.17)
et

u(a;, 0) = y(a;) - 7(0), 0 < x < L,

où
V(x, t) = (c + 7(^))v(a-, ̂ ) + j^2^, t).

On inverse alors 1 — 9^ sur [t, t + A]:

Lemme 2.1 Soient t ^ 0, A > 0 donnés. Pour tout h ç. L^Çt^t + A), î7 existe une unique
fonction ̂  dans H2^^ + A) solution de

^ - ̂  = h, t < x < t + A, ^(t) = 0, ^(t + A) = 0.

De plus,
rx sinhfa; _ t} ft+\

^(rc) = / h(z) smh(z - x}dz +—————— h[z} cosh(^ + A - z}dz. (2.18)J t cosh(A) Jt
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La démonstration de ce lemme est un calcul simple.
On intègre alors (2.15) par rapport à t. Deux cas sont à distinguer suivant que i) x < A,
ii) x > A:
Dans le cas i), on intègre entre 0 et t et on obtient:

(1 - 9l}v = (1 - 9^(x) - 7(0)) - /' [7,(.) + V^ s)} ds^
^o

Dans le deuxième cas, on intègre entre x — \ et t'.

(i - a> = ((i - a»(:r, x-\}- ( t [^(s) + y,(^ s)} ds.
Jx-\

En utilisant la condition aux limites (2.17), on voit que si

(1 - 9^y{x) - -f(t) - f ' V^x, s)ds, x<\,
W(x,t) = <

v{x, x - A) - 7(T) + 7(2; - A) - f V^x, s)ds x > \,
Jx—\

alors v{x^t) vérifie
(1 - 9^)v = WÇx, t), t < x < t + \.

On utilise alors le lemme, et après de multiples intégrations par partie, on obtient en se
restreignant à t < A:

( I N T ) v^t)=(Tv)^t)^
où T est donnée par:

r{v) = ̂ MA)^ [(p(t) sinh(A) ~ ̂ (A) sinh(ï) ~ 7(i) sinh(A)

/•î+A .tçt+X .t
[v(z, z - A) + 7(^ - A)] cosh(^ + A - z)dz - V(s + A, s) costJ^ Jo

rt rs+\ 1
^(z, s}sinh(t + A - z)dzds\ - (p(t) cosh(t - x) + ̂ (^(coshU - x} -

+ / [v(z, z - A) + 7(^ - A)] cosh(^ + A - z)dz - V(s+ A, s) cosh(t - s)ds
J\ Jo
rt rs+\ "[

- V(z, s}sinh(t + A - z)dzds\ - (p(t) cosh(t - x) + ̂ (t)(cosh(t - x) - 1)
u o J t j

[- rx rt -j
+X\{xnV{x} + j \ V{z,s)dscosh(z - x)dz\L Jt Jo J

(I-XA(^)) ^(A) cosh(A - ̂ ) + I ( V(z,s)dscosh(z-x)dz+ f ( V(z, s) cosh(z - x)dzds
|_ ^X J z—\ JQ Jt

rx-\ çx ~\
- V(s + A, s) sinh(5 + A - x)ds + \ {v(z, z - A) + 7^ - A)) sinh(^ - x)dz\ ,

^o JA
°ù XA(^) est la fonction indicatrice de x < A.

On pose
ST= [w{x,t) t e l q u e V ^ ç [0,T], w(.^) çH\t,t+\)}

que l'on norme par
||w||^ = ̂ pe55^[o,r]|^('^)|^i(^+A)-

II est alors clair que l'on peut appliquer le théorème du point fixe à ( I N T ) dans cet espace.
On obtient
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Théorème 2.3 Soient 7 G (^(IR"^) e ^ y ? ç ^(O.A) données. Alors il existe TQ > 0 tel
que (INT) ait une unique solution maximale v ç ET pour tout T < TQ. De plus v est
continue sur Sj^ =. {(;r,t), 0 < t <^ T, t <^ x < t + A} pour tout T < TQ et si TQ < oo
alors \imt-,To IMkt = +c<)•

On dispose également d'un résultat de régularité:

Théorème 2.4 Soient 7 e C1^) et^ e ^(O.A) vérifiant <^(A) = ̂ (A) = 0. Afor.s
la solution maximale obtenue au théorème 2.3 vérifie

Vt < TO, SUp K-,t)|^3(^+A) < 00.
0<t<T

Déplus, pourtoutT < TQ on av^x ^ C(S^), z^+A.t) = u^(<+A,i) = 0, supo<^<r l^l^^t+À) <
oo et v est solution de ( 2 . 1 5 } - ( 2 . 1 7 ) .

Le théorème (2.3) se démontre en prouvant que l'application v \—> w = T{v) est une
contraction sur une boule de ET pour T suffisament petit. Le résultat de régularité se
déduit de de façon classique. •

On obtient ainsi une solution u6 de (2.10) sur un intervale de temps [0,Tç[. On pose
alors Ve = u6 — g(t). Pout montrer que TE est minoré indépendemment de e par un temps
TI > 0, il suffit de montrer, grâce au théorème 2.3, que |^|^I(O,L) es^ borné. La fonction
Ve vérifie les deux identités d'énergie:

d /V)2^, t) + £(v^^ t)dx + (1 + ̂ (t))^)2^, T)
dt Jo

(2.19)

+2(^;£)3(Z^) + (O2^) = -îgt ^v^x^dx,
o Jo

-L ^((O2 - (1 + gW2 - ̂ T/^ + eW(L,t) + (^ - ev^^t}dt Jo o
= ((1 +5)^(L,t) + ̂ £)2)2 - 2gtV^O,t) +2(?((1 +g) ! v^x^dx - 2£<(L,é)^.

LJ •l \j

(2.20)
Avec ces deux identités, on peut reproduire les estimations de la section 2.1. On obtient
alors qu'il existe Tl > 0 tel que T6 > Ti. De plus, Ve est bornée indépendament de e
dans L°°(0,Ti; Jï1) et donc 9^ est bornée dans L°°(0,ri; H~2). On en déduit que, quitte
à extraire des sous-suites, Ve —> v dans L°°(0,Ti;L2) fortement et dans L°°(0,Ti; H1)
faiblement, ce qui suffit pour passer à la limite. Cela termine la démonstration du théorème
2.1. ' •

Pour le théorème 2.2, il suffit de voir qu'à données petites, la borne de Ve est globale
en temps, voir[7]. •

3 Existence dans L2 et effet régularisant.
On étudie ici le problème de Cauchy pour g = h == k = 0 pour KdV (pour le cas général
voir [7]). On va montrer:

III-7



Théorème 3.1 Soit UQ 6 ^(O, L). Il existe T^ > 0 et une unique solution faible maximale
u{x,t} G C([0,T^L2) nL^([0,T^H1) de (1.2). De plus u{x,t} dépend continûment de
UQ.

On commence par construuire le semi-groupe linéaire et on prouve un effet régularisant.
Théorème 3.2 i) Soit UQ G H3. Il existe une unique solution notée S(t)uo de

Ut + u^ =0, t > 0, 0 < x < L,
u{0, t) = u^L, t) = u^ÇL, t)=0, t > 0, (3.1)

u[x^ 0) = Uo(x)

telle que S{t)uQ e L00^4-; H\0, L)).
ii) L ̂ application UQ i-> S(t)uo se prolonge de façon unique de L2 à valeur dans (^(IR^; Z/^n

Lj^IR4-;^1) avec

\S{t)uo\^^^ + \9^S(t)uo\^^ < (1 +Ll/2)|^o|L2.

Preuve: on commence par construire comme dans la partie précédente une solution d'une
équation régularisée:

^ + ^xxx - ̂ xxt =0. t > 0, 0 < x < L,
^(0, t) = u^ t) = u^{L, t) = 0^ t > 0, (3.2)

^(^,0) = u^x)

On obtient ainsi u8 G L^ÇOyT8^ H3)^ puis on montre les estimations suivantes:

f -^Ai^+^^+K)2^)^,
1 ?A (3-3)
l Jth (1<12+£K12)+«)(0^)=0 '

On passant à la limite e —^ 0, on obtient le i) du théorème.
On multiplie alors (3.1) successivement par u{x^t) et xu{x^t) et on obtient

d /^
^ ^(^((U^O, (3.4)
dt Jo

d /•L /•L

. / xu2(x,t)+3 / •
dt Jo Jo

rL çL
\ xu2(x,t)+3 / ^=0. (3.5)
Jo Jo

Les deux identitées (3.4) et (3.5) prouvent le ii) du thérème 3.2. •
On pose alors

Af(t) = [ t S(t-s)f{s)ds.
J o

On dispose de deux estimations sur A qui sont duales de (3.4) et (3.5):

I^^IL-^^LS) ^ c \f\L^(O^L2) (3-6)

et
I^A/(t)|^^^<C7|/|^^T;L2). (3.7)

On cherche alors à trouver une solution de
u = S{t)uo — A(z^ + uu^).

Grâce à (3.4)-(3.7), la démonstration du théorème 3.1 est immédiate. •
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Remarque 3.1 De tels effets régularisants sont bien sûr faux lorsque Von considère KdV
sur F espace en entier.

4 Application au quart de plan.
Nous allons généraliser les effets régularisants de la partie précédente au quart de plan
puis démontrer:

Théorème 4.1 Soit uo(x) e L^ÇTR^) telle que xuo(x) ç L^IR4'). Alors il existe une
solution unique de

Ut+u^+ uu^ + Uxxx =0, t > 0, x > 0, (4.1)

u(0, t) =0, t > 0, u(x, 0) = uo(x), x > 0

vérifiant uE (̂ (IR^ L2^, {l+x)dx)) et 9^u e L^^; L2^, (l+^/x)dx)). Déplus,
u dépend continûment de UQ dans ces espaces et pour tout to > 0,

neCa^+oo^OŒ^))

i.e. c'est la solution de [2]

Commençons par étudier l'équation linéaire:

Ut + u^ = 0, t > 0, x > 0,
u{0,t)=0, t>0. ^ ' z )

En multipliant (4.2) par u^ xu et x^u^ on obtient

^^u2dx+ul^t)=0^ (4.3)

d r00 r00

— \ xu^dx + 3 / ^ = 0, (4.4)
dt Jo Jo

et
d f00 r00

— / x2u2dx + 6 / x u - 0. (4.5)
dt Jo Jo

rt
On note alors u{x,t) = S(t)uo(x) et A.f(t) = \ S(t — s)f{s)ds. On obtient alors des

J o
estimations duales de (4.3)-(4.4):

\^f\LOO(O^L2(î{,+,(l+x2)dx)) < ̂ (^) \f\Ll(0,T;L2(Ti+,(l+x2)dx)) (4-6)

et

\9x^f\L•2(O^L2(H+,(l+x)dx)) < ̂ W \f\Ll(0,T',L2(Ti+,(l-}-x2)dx)) (4-'7)

On écrit (4.1) sous la forme

u =- S(t)uQ — A{u^ + uu^)^
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et une technique de point fixe permet de conclure. Pour la régularité de la solution (H2

dès que IQ > 0), on montre des effets régularisant supplémentaires sur (4.2):

^/^+<c(0^)=0,

et

^ f XU2, - 2^(0, <)^(0, t) + 3 F u2^ = 0,

il est alors facile de conclure.
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