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1. Introduction. L'objet de cet article est de présenter des résultats récents [6,7] concernant l'existence

de solutions globales, de solutions self-similaires, et de solutions asymptotiquement self-similaires, de l'équation

de Schrôdinger non-linéaire

iut +An= 71^1°^, (1.1)

u(0,.r)=^). (1.2)

Ici, u = u(t^x) est une fonction [0, oo) x R^ —^ C, 7 est un paramètre réel, a > 0, et la condition initiale

(p(x) est une fonction R^ —^ C.

Il est clair que si u(t,x) est une solution de (1.1), alors pour tout A > 0, u\ défini par

ux(t,x) ̂ ^(À2^), (1.3)

est aussi une solution de (1.1). La solution u est self-similaire si u = u\ pour tout À > 0. L'approche

habituelle pour étudier les solutions self-similaires de (1.1) consiste d'abord à observer que u = u\ pour tout

A > 0 si et seulement si u est de la forme

u^x)=t-^f(—Y (1.4)
\vt/

pour une certaine fonction / : E^ —)• C, appelée le profil de la solution self-similaire. L'équation (1.1) pour

u correspond à une équation elliptique non-linéaire pour le profil /, qu'on peut alors étudier. Cette équation

pour / se réduit à une équation différentielle ordinaire si / est radial. Pour des résultats concernant l'étude

de solutions self-similaires de (1.1) de ce point de vue, on pourra consulter [24, 29, 30].

Récemment, est apparue une nouvelle méthode pour l'étude des solutions self-similaires (dans le con-

texte du système de Navier-Stokes) dans les travaux de Giga et Miyakawa [19], Cannone [1] et Cannone

et Planchon [2]. L'idée essentielle consiste à chercher des données initiales (p pour lesquelles la solution

correspondante est self-similaire. Formellement, si u{t,x) est une solution self-similaire avec un profil /,

alors ^

ïïmuU^x) = \ïmt-^f ( x } = \x\-ï lim ( { x { } a f ( x } = \x\-ï lim rï f (r-^-} .
W v 5 / 40 \^ï) 1 40 \^t) \^/Ï) r->oo \ \X\}

Par conséquent, si

hmrï/fr^)=nf^|,
r-^oo ^ \X\) \\X\)

ir
existe (et donc ne dépend que de -—), alors la donnée initiale (/? d î la solution self-similaire u est donnée par

1 'T 1|.L|

^x)=^(—\\x\-ï. (1.5)

On peut retrouver cette relation en observant que si u est une solution self-similaire de (1.1) avec la donnée

initiale (^, alors la relation u = u\ pour tout A > 0 implique ^p\(x) :== X^ip(Xx) = (p(x) pour tout A > 0. En
2

d'autres termes, <r> est homogène de degré -—, et donc vérifie (1.5).
a

Nous montrons que le problème (1.1)-(1.2) est globalement bien posé pour des données initiales petites

dans un espace de Banach assez grand pour contenir des fonctions homogènes du type (1.5). La technique que

nous utilisons pour cela remonte (à notre connaissance) à Fujita et Kato [13, 27] dans contexte du système
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de Navier-Stokes. (Le changement d'échelle pour le système de Navier-Stokes est donné par (1.3) avec

a = 2.) On peut expliquer brièvement la méthode comme suit: si (B, |[ • |[) est un espace de Banach tel que

I I ^ A l l = IMI pour tout A > 0, alors il est raisonnable d'espérer montrer que tout y? ç. B de norme assez petite

produit une solution globale. Fujita et Kato [13, 27] ont établi un tel résultat pour \\(p\\ = [|(—A)î(^| |^2(R3).

Kato [25] a ensuite montré un résultat semblable dans LN(RN). Giga [14] et Giga et Miyakawa [18, 19] ont

développé ces idées en étudiant le système de Navier-Stokes dans des espaces fractionnaires sur 17 et dans

des espaces de Morrey de mesures. Très récemment, Cannone [1] et Cannone et Planchon [2] ont appliqué

ces mêmes idées au système de Navier-Stokes dans des espaces de Besov d'ordre négatif. Or, les espaces de

Morrey et de Besov utilisés par ces auteurs contiennent des données homogènes du type (1.5).

On se heurte à une sérieuse difficulté lorsqu'on cherche à appliquer ces techniques à l'équation de

Schrôdinger non-linéaire. En effet, les normes de Besov sont équivalentes à des normes du type ||<^|| =

SUP^HC^^HLP, et ces dernières normes sont bien adaptées pour montrer l'existence globale pour le système
t>0
de Navier-Stokes. Pour (1.1), il est relativement facile de montrer l'existence de solutions globales pour des

données (p petites pour une norme du type \\(p\\ = sup^||5'(t)</?||Lp, où (S(t))tçp désigne le groupe de Schrô-
t>0

dinger. Comme ces normes ne semblent pas avoir d'équivalents connus, il n'est pas clair qu'elles puissent

être finies pour des fonctions homogènes. Dans [6], nous avons montré que sup^llS'^^IlLp < oo pour une
t>0

certaine classe de fonctions homogènes, et construit une classe correspondante de solutions self-similaires.

Dans [7], nous avons obtenu des résultats semblables en utilisant une norme du type ||(/?|| = sup ̂ ||V5'(^)(^||^e.
t>0

Une fois qu'on a construit des solutions self-similaires par cette méthode, il est naturel de les comparer

avec les solutions H1 dont on connaît l'existence depuis les travaux de Ginibre et Vélo [20]. On montre

alors, au moins pour une certaine plage de a, que tout une classe de solutions H1 sont asymptotiquement

self-similaires. En d'autre termes, la différence entre une telle solution et l'une des solutions self-similaires

tend vers 0 dans L^2^1^) plus rapidement que chacune d'entre elles séparément.

On peut aussi considérer l'équation déduite de (1.1) par la transformation pseudo-conforme, et par un

traitement analogue on montre l'existence de solutions asymptotiquement self-similaires de cette équation.

En termes de l'équation (1.1), cela montre l'existence de solutions définies pour tout t < 0 et qui ont une

explosion self-similaire en t = 0.

Notons que les solutions globales, et en particulier les solutions self-similaires, de l'équation de la chaleur

non-linéaire

m - An = H ,̂ . (1.6)

ont également été étudiées, et divers résultats analogues à ceux valables pour le système de Navier-Stokes

ont été obtenus. Le lecteur trouvera quelques résultats typiques dans [11, 12, 33, 21, 31, 8, 9, 28, 10,

32, 6]. On observe (voir [31]) qu'il y a deux sortes de solutions self-similaires radiales de (1.6): celles à

décroissance rapide (i.e. avec 0 = 0 dans (1.5)) et celles à décroissance lente (i.e. avec 0 ^ 0 dans (1.5)).

L'existence de solutions self-similaires radiales des deux types est établie dans [21]. D'autre part, lorsqu'on

applique les méthodes de Cannone et Planchon à l'équation de la chaleur non-linéaire [32, 6], on obtient

des solutions self-similaires à décroissance lente, non nécessairement radiales. Les solutions self-similaires

que nous construisons dans [6, 7] ont des données initiales ^p qui sont toutes de la forme (1.5) avec 0^0 .

Il est donc naturel de se demander si pour l'équation de Schrôdinger non-linéaire (1.1) il existe deux types
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de solutions self-similaires, comme c'est le cas pour l'équation de la chaleur non-linéaire (1.6). Nous ne

connaissons pas la réponse à cette question.

Le reste de cet article et organisé comme suit. Dans la section 2, nous présentons les résultats principaux

d'existence globale, puis dans la Section 3 nous décrivons l'action du groupe de Schrôdinger sur des fonctions

homogènes du type ^p(x) = [^["^ et ^(x) == (JJ(x)\x\~p', où 0 < Rep < N et u} est homogène de degré 0. Il

ressort que (pour certains uj) pour tout ( > 0, S{t)(p est C°° et appartient à ^/(R^) pour r grand. Ensuite,

nous montrons dans la Section 4 comment on peut appliquer les résultats de la Section 2 à de telles données

initiales, produisant ainsi des solutions globales, self-similaires de (1.1), avec ou sans symétrie radiale. Nous

montrons également dans la Section 4 que certaines solutions H1 sont asymptotiquement self-similaires.

Dans la Section 5, nous montrons comment, en utilisant la transformation pseudo-conforme, on peut obtenir

des solutions de (1.1) sur (—oo,0) qui ont une explosion asymptotiquement self-similaire en t = 0.

2. Solutions globales. Dans cette section, nous considérons l'équation intégrale correspondant à (1.1),

i.e.

u(t) = S(t)y - ry ( S(t - s) (^(s^^s)) ds, (2.1)
J o

où S(t) désigne le groupe de Schrôdinger linéaire. Nous montrons l'existence de solutions globales en utilisant

deux arguments de point fixe différents, produisant d'une part des solutions dans L01^2^1^) et d'autre par

des solutions dans l'espace de Sobolev homogène W110 où 0 est donné par (2.19). Ces deux arguments

s'appliquent dans des plages de a différentes, mais non disjointes. L'intervalle de a utilisé pour la construction

des solutions dans L0'4'2 (R^ ) est donné par

^o < a < ̂ - ,̂ (2.2)

où OQ est la racine positive de l'équation

Na2 + (7V - 2)a - 4 = 0. (2.3)

4
Nous conviendrons que l'hypothèse (2.2) signifie OQ < a < oo lorsque N = 1 ou 2. Notons que ——— <

,/v ~t~ z
o;o < —:. L'intervalle de a utilisé pour la construction des solutions dans W1'6 est donné par

a! < a < ̂ ^L4' (2-4)
où N >_ 3 et ai désigne la racine positive de l'équation

(N - 2)a2 + (N - 4)a - 4 = 0. (2.5)

4 4On convient que l'hypothèse (2.4) signifie ai < a < oo si N = 3 ou 4. Notons que — < a\ < ———. Notons

aussi que les équations (2.3) et (2.5) qui déterminent ao et ai se déduisent l'une de l'autre en remplaçant

N par N - 2.

Avant d'énoncer notre premier résultat, introduisons une nouvelle définition. Pour a vérifiant (2.2), soit

4- (7v -2 )a
^- 2a(a+2) • ^
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Il en résulte que
Na/ Î ( Q + 1 ) < 1 ' 2(a^ <l- (2-7)

4
La première relation a lieu parceque a > ao et la seconde parceque a < ———. De plus,

l\ — Zi

/ 3 + l-2(^2)- / ?( a + l)= o• (2-8)

On vérifie facilement que (/3,a + 2) est l'unique couple (6,r) tel que sup^||5'(()(^||L^ soit invariante par les
t>0

transformations ^p\{x) = X^ip(Xx) et tel que l'application u ̂  SÇ^^u^u) soit continue L^R^) —>• I/^R^)

pour t ̂  0.

Théorème 2.1. Supposons (2.2), et soit f3 donné par (2.6). Il existe une constante Ko = Ko(N^a) > 0

telle que si p > 0 et M > 0 vérifient

p+^KoM^ ^M,

et si (p est distribution tempérée telle que

sup |^||5(^||^2^p, (2.9)
t>0

alors il existe une unique solution globale (i.e. définie pour tout t ^ 0) u de (2.1) telle que

s\ip\tf\\u(t)\\L^2 ^M. (2.10)
t>0

De plus, u(t) - S{t)(p G ^([O.TO),^"2^^!^)) eu \ïmu(t) = ^ en temps que distributions tempérées.

Remarque 2.2.

(a) L'estimation (2.9), interprétée comme une vitesse de décroissance pour \t\ grand, est plus lente que cette

de ||5(^||^4-2 lorsque ^ ç L^1(RN)^ i.e. /? < —v—— (Voir (2.11).)
2(a 4- 2)

4
(b) Pour a < , il est bien connu que pour tout y ç Jf^IR^), il existe une solution "classique" Ui(t)

de (2.1), ni e C^O.T^.H1^)), pour un certain Ti > 0. On montre facilement que si a > OQ et si

(p vérifie (2.9), alors la solution u donnée par le Théorème 2.1 coïncide avec la solution "classique", i.e.

u ç C'QO.oo),^1^)) (voir Proposition 2.3 (f) de [6]).

(c) Le Théorème 2.1, s'il fournit de nouveaux cas d'existence globale pour (2.1), ne permet pas de retrouver

la plupart des résultats classiques sur l'existence locale et globale. D'une part la théorie classique H1

4
s'applique pour 0 < a < , sans la borne inférieure ao. D'autre part, le Théorème 2.1 n'inclue

pas tout les résultats antérieurs d'existence globale basés sur la petitesse de certaines normes, comme

dans [3], par exemple.

Idée de la démonstration du Théorème 2.1. (Voir la démonstration détaillée dan [6].) Soit X

l'ensemble des functions u : (0, oo) —^ .^"^(IR^) mesurables au sens de Bochner, telles que sup^[[n(^)||^a+2 <
t>0

oo. Soit XM l'ensemble des u ç X tels que

sup ̂ ||n(t)||^+2 ^M.
t>0
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Muni de la distance d(u,v) = sup^||u(() - u(()| |^a+2, XM est un espace métrique complet. En utilisant
f^>\j

l'estimation

1|5(^||L^(47^|^|)-N(^-1)|H|^, (2.H)

qui a lieu pour tous t ^ 0 et 2 <, r ^ oo, on montre facilement en utilisant les relations (2.7) et (2.8) que
l'application définie formellement par

rt
P^u(t) = S(t)^p - n / S(t - s) (M^uÇs)) ds, (2.12)

J o

est une contraction stricte sur XM, ce qui montre le résultat.

En utilisant les arguments de Kato [25], on peut montrer le résultat suivant de stabilité asymptotique.
(Voir la démonstration dans [6].)

Théorème 2.3. Soient p et M comme dans le Théorème 2.1. Supposons que (p et ^ vérifient (2.9) et

soient u et v les solutions correspondantes de (2.1) vérifiant (2.10). Supposons en outre que S{t){(p - '0) ont
la propriété de décroissance plus forte

sup |^(1 + |̂ ||5(̂  - ̂ )||̂  < oo, (2.13)
t>o v /

où 6 > 0 est tel que f3(a + 1) + 6 < 1. Alors il existe une constante K^ = K^(N,a,8) > 0 telle que si

H^iM0 < 1, on a

sup |̂ (1 + I^IKt) - v(t)\\^ < (1 - H^iM")-1 sup |^(1 + M)^^)^ - ̂ )||^+2. (2.14)
t>0 t>0

Remarque 2.4. Le Théorème 2.3 impose une propriété de décroissance supplémentaire uniquement sur

la différence </? — '0, mais pas sur les données initiales séparément. Par exemple, supposons que (p et ip

vérifient (2.9) et que (p - ̂  e L^^IR^). Il en résulte que

\\S(t)(y - ̂ )||^2 ^ (4^)-^y ||̂  _ ^||
L^n^

NaEn particulier, (2.13) a lieu avec 6 = ÔQ = ———— - f3. On vérifie facilement que

f3(a + 1) + 6o = (3a + (/3 + 60) = 1.

Par conséquent, (2.13) et (2.14) ont lieu pour tout S tel que 0 ^ 6 < ÔQ. En d'autres termes, pour t grand,

Mt) - v(t)\\L^2 ^ C^-^^T-^, (2.15)

pour tout e > 0.

Supposons à présent que N >_ 3 et que a est dans l'intervalle donné par (2.4), et posons

4 - (N - 4)a
^= 2a(a+2) > °- (2-16)
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Il en résulte que

et

(M _ 9^
/i(a+!)<!, \ ) <1 , (2.17)2(a + 2)

^ + l - ( N " 2 ) a - ^ ( Q + l ) = 0 . (2.18)2(a + 2)

Soit

^T^. (2.19)
7V+Q;

Puisque N >, 3, on a 2 < 0 < N .

Pour 1 <^r < N^ soit l'espace de Banach

^^(R^) = {^ ç L^OR^); VH G L^)},

muni de la norme |H|̂ , = ||V'a||L-. On a W1^^) ̂  L^QR^), et pour 0 défini par (2.19), on obtient

donc

IN) iV(a+2) ^G||V^||^, (2.20)

pour tout neÏV1 '^^).

Pour s < N / 2 , on désigne par ^(R^) le complété de S^) pour la norme \\u\\^ = [[(-A)^!!^ =

I I I • I^IlL2- Ha(RN) est un espace de distributions tempérées, et pour 0 défini par (2.19),

iv1^^)^ iro^), (2.21)

où
4-(^V-4)a

a = 2(a+2) • (2>22)

De plus, comme (S(t))tçp est un groupe d'isométries sur L2(RN), c'est aussi un groupe d'isométries sur

^(R^).

On vérifie aisément que (/A,0) est l'unique couple (b,r) tel que sup^||5(t)V(^||L^ soit invariant par
t>o ^

les transformations <p\(x) = \ï(^(\x) et tel que l'application u ̂  SÇ^^u^u) soit continue Ï/^1'0(RN) —>•

W1-0^) pour^O.

Théorème 2.5. Supposons que N > 3 et que a > 0 vérité (2.4). Supposons de plus que a ^ 1 fde sorte que

nécessairement N < 7) soient fi et 0 définis par (2.16) et (2.19). Il existe une constante K^ = K^(N, a) > 0

teJJe que si p > 0 et M > 0 vérifient

p+HJ^M"4-1 ^M,

et si (p est une distribution tempérée telle que S{t)^p ç Vr1'6^!^) pour presque tout t > 0 et

supm|V5(^|L.</), (2.23)
t>0

alors il existe une unique solution globale (i.e. définie pour tout t >_ 0) u de (2.1) telle que u(t) ç. IV1'6^!^)

pour presque tout t > 0 et
sup|^||Vn(t)||^ ^M.
00
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De plus, u(t) - S(t)(p ç (7([0, oo), ̂ <T), où a est défini par (2.22); et \ïmu(t) = (p en temps que distributions

tempérées.

4
Remarque 2.6. On rappelle que si a < ——-, alors pour tout (p ç. H2^1^) il existe une solution classique

^(0 de (2.1), ^2 G C^Q.T^H2^)), pour un certain T^ > 0 (voir par exemple Kato [26], Theorem III). On

montre facilement que si de plus a > ai et si y? vérifie (2.23), alors la solution u donnée par le Théorème 2.5

coincide avec la solution classique, i.e. u ç. C'dp.oo),!:^!^)) (voir Remark 2.2 (c) de [7]).

Idée de la démonstration du Théorème 2.5. (Voir la démonstration détaillée dans [7].) Soit Y

l'ensemble des fonctions u : (0, oo) -> W^'^ÇR1^ ) mesurables au sens deBochner et telles que sup ̂ ||Vn(<)[|^ <

oo. Soit YM l'ensemble des u G Y tels que
t>0

sup^||V^)||^ <,M.
t>0

Muni de la distance d(u,v) = sup^||Vn(t) — V^)||^, YM est un espace métrique complet. On montre en
t>0

utilisant les relations (2.17) et (2.18) que l'application définie formellement par (2.12) est une contraction

stricte sur YM^ et on en déduit le résultat. Notons que l'hypothèse a>_\ intervient pour que l'application

définie par (2.12) soit Lipschitzienne, puisqu'on doit estimer Vd^]^ — 1^1°'^). n

4
Puisque a\ < ——_, il y a des valeurs de a pour lesquelles on peut appliquer d'une part le Théorème 2.1

j.\ — u
et d'autre part le Théorème 2.5, pourvu que la condition initiale vérifie (2.9) et (2.23). En fait, les solutions

données par les Théorèmes 2.1 et 2.5 coïncident. On a le résultat plus précis suivant.

4
Théorème 2.7. Supposons que N ^ 3 soit ai < a < ———, soient JJL et 6 définis par (2.16) et (2.19),

i\ —" ^j
et soit fî défini par (2.6). Il existe une constante K^ = K^N.o) ^ Ko(N,a) telle que si p > 0 et M > 0

vérifient
p+^K^M^ ^M,

et si (p est une distribution tempérée telle que S(t}(p ç. W1-0^) H L0'"1-2^) pour presque tout t > 0 et

max{ sup |̂ || V5(^||^, sup I^^H^^HL^I ^ p, (2.16)
U>o t>o )

alors la solution u de (2.1) donnée par le Théorème 2.1 vérifie u(t) ç. IV1'̂ !!^) pour presque tout t > 0 et

sup|^||V^)||^M.
t>0

Remarque 2.8. Il n'intervient pas l'hypothèse a ^ 1 dans le Théorème 2.7. En particulier, alors qu'on

ne peut appliquer le Théorème 2.5 que lorsque 3 < N <^ 7, on peut appliquer le Théorème 2.8 pour toutes

les valeurs de N > 3.

Idée de la démonstration du Théorème 2.7. On combine les estimations utilisées dans les démonstrations

des Théorèmes 2.1 et 2.5. Avec les notations introduites dans ces démonstrations, soit Z = X H Y et soit

ZM l'ensemble des u € Z tels que

supmax^llVn^ll^.^ll^llz^} ^ M.
t>0
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Muni de la distance d(u,v) = supt^^uÇt) -f(t)||^+2, ZM est un espace métrique complet. On vérifie facile-
t>0

ment que l'application définie formellement par (2.12) est une contraction stricte sur ZM, ce qui démontre

le résultat, a

3. L'équation de Schrôdinger linéaire pour des données homogènes. Dans cette section, nous

étudions l'action du groupe de Schrôdinger linéaire (S(t))tçp sur les fonctions homogènes. Le résultat

principal est le suivant. (Voir Proposition 3.9 de [6] et Lemma 3.2 de [7].)

Théorème 3.1. Soit p ç. C tel que 0 < Rep < N. Si Pk{x) est un polynôme homogène de degré k ç N (y

compris k = 0) et si ^p(x) = P^X^-P - k , alors S(t)^ e (^(IR^) H Z/^R^), pour tout t > 0 et tout

f N N }r > max < -—, ——-— > .
[Rep' N -Rep

Déplus, S(t)y(x) e C°°({0,oo) x R^) et sup t^-^^SÇt)^ \^ < oo.sup;
t>0

Idée de la démonstration. La démonstration est relativement longue et technique. On considère d'abord

le cas ^p(x) = l.rl'"^ (i.e. k = 0), et l'on montre dans un premier temps que

[S{t)^(x) = (4zt)-tr(p/2)-1^ (w; j, N-^-p} ,

où la fonction H est définie par

r 1

H(y,a,b)= e^r^Çl - r)6-1 dr,
J o

pour a,6 ç C, Rea > 0, Reb > 0, et y G C. (Voir Proposition 3.3 de [6].) On voit en particulier que

S(t)ip ç C00^1^). On en déduit le résultat dans le cas (p(x) = l^l"^ en développant la fonction H(y;a,b),

en série (en y). (Voir Lemma 3.5 et Proposition 3.7 de [6].)

Ensuite, on établit le résultat pour (p(x) = Qk(x)\x\~p~k, où Qk(x) est un polynôme homogène har-

monique de degré k ç N. Pour cela, on utilise les propriétés de la transformation de Fourier pour montrer

que

S(t}[P, | . |-^] = Pk[S^2k(t) | . |-^],

où le terme [ • ["P'^ est interprété comme une distribution tempérée sur R^"^ et S^^kW désigne le groupe

de Schrôdinger sur R^2^. La fonction radiale SN+2k(t) | • l"^"^ est alors re-interprétée comme une fonction

sur R^. (Voir Proposition 3.9 de [6].)

Enfin, dans le cas général, on observe que tout polynôme homogène Pk de degré k peut s'écrire sous la

forme d'une somme finie

Pk(x) = Qk(x) + ̂ Qk-2 4- [x^Qk-^x) + • • • ,

où chaque Qk-ïm est polynôme harmonique homogène de degré k — 2m. (Voir Lemma 3.2 de [7].) a

Remarque 3.2. Il est clair que les conclusions du Théorème 3.1 ont lieu lorsque ^p(x) est une combinaison

linéaire finie de fonctions de la forme P/^.r)!^!"^"^, où Pk est un polynôme homogène de degré k >_0.

1 1 - 9



4. Solutions self-similaires. Grâce à la nature complexe de l'équation de Schrôdinger non-linéaire (1.1),

on peut définir des solutions self-similaires un peu plus générales que celles décrites dans l'introduction. Plus

précisément, une solution u(t,x) de (1.1) (ou (2.1)) est self-similaire si, pour un certain p tel que Rep = -2,
a 'on a

u(t,x) =\pu(X2t,\x),

pour tout A > 0. Notons qu'on a alors

««,.)=.-i/(^), (4.1)

où / = u(l, •). Notons aussi que si u est une solution self-similaire, alors

||u(()||^=^-ï||/||^, (4,2)

pour tout 1 ̂  r ^ oo tel que / € 77(11^). En particulier, si / e L2^), alors

11^)11^=^11/11^ .

4
Ceci montre que, sauf dans le cas a = —, une solution self-similaire ne peut pas être une solution classique

H1, puisque les solutions H1 ont une charge constante.

Notre premier résultat de cette section concerne l'existence de solutions self-similaires de (1.1) (voir
Proposition 4.3 de [6]).

^
Théorème 4.1. Supposons (2.2), et soit p ç C tel que Rep = -. Soit^(x} une combinaison linéaire finie

a
de fonctions de la forme Pk(x}\x\~p~k, où Pk est un polynôme homogène de degré k (y compris k = 0).

Alors pour tout e assez petit, (p = e^ vérifie les hypothèses du Théorème 2.1. La solution correspondante u
de (2.1) est self-similaire.

Démonstration. Il résulte des conditions sur a et p que

(i) 0 < Rep < 7V,

( i i ) a + 2 > m a x { ^ — — — — - l .
[ R e p ' T V - R e p j '

2
(La propriété (i) a lieu car ao > TT-) Par conséquent, il résulte du Théorème 3.1 que pour e assez petit,

(p = eif} vérifie les hypothèses du Théorème 2.1. Le fait que la ^ ^lution correspondante u est self-similaire

résulte de l'unicité: Puisque XP^XX) = y(x) pour tout À > 0, les fonctions À^A2^, \x) sont toutes solutions

de (2.1) avec la même donnée initiale (^ et vérifient toutes (2.10). D

Remarque 4.2. Nous ignorons quelle est la régularité de ces solutions self-similaires. On peut toutefois

observer que u ç ("((O.oo),^4-2^)). En effet, puisque u e L^((0, oo),!^2^)), il résulte de (4.1) que

/ e L^2^). L'opérateur s ̂  f(s • ) étant continu (0, oo) -^ 1/^+2(1^), on déduit la continuité de (4.1).

Remarque 4.3. Etant donné ^ comme dans le Théorème 4.1, on peut appliquer les Théorèmes 2.5 et 2.7
au lieu du Théorème 2.1. On obtient alors les résultats suivants.
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2
(i) Supposons que 3 ^ N <^ 7 et que a ^ 1 vérifie (2.4). Supposons de plus que p ç. C vérifie Rep = —.

a
Alors pour e assez petit, (p = e^ vérifie les hypothèses du Théorème 2.5. La solution correspondante u

de (2.1) est self-similaire. (Voir Theorem 3.1 de [7].)
4 2(ii) Supposons que N ^ 3 et que QI < a < ——-, et soit p ç C tel que Rep = —. Alors pour e assezi\ — 2 a

petit, la solution self-similaire u de (2.1) avec ip = e^ et donnée par le Théorème 4.1 est telle que

u(t) e W110^) pour tout t > 0 et sup |^n|V^)||^ < oo, où u, et 0 sont définis par (2.16) et (2.19).
t>0

(Voir Theorem 3.5 de [7].)

Comme nous l'avons déjà observé, les solutions self-similaires ne sont pas des solutions H1. Cependant,

nous allons voir qu'elles interviennent dans le cadre des solutions H1, dans la mesure où elles décrivent le

comportement asymptotique lorsque t —^ oo de certaines d'entre elles.

2
Théorème 4.4. Supposons (2.2). Soit f3 défini par (2.6) et soit p ç C tel que Rep = —. Soit ^(x) une

fonction telle que ^(Xx) = ̂ ^(x) pour tout X > 0 et tout x G RN, et telle que svipt^^SÇt)^}^^ < oo. Si
t>0

-0 = -0i -(- ̂  avec '0i ç L^+1 (E^) et ^2 ê H1^1^), alors les propriétés suivantes ont lieu.

(i) SUP^HS'^^HL^ < oo. Déplus,
t>0

sup^llS^^IlL^^sup^llS^II^^+qi^ll^Ï^'H^IlH"^, (4.3)
f.->0 f>0 L^n"00 00 L

où ia constante C est indépendante de 0.

(ii) Soit (̂  = .£"0 et (^2 = ^"02 • Si £ esé assez peéit, alors ii existe une solution self-similaire u(t,x) =

t~^ f [ —p ) de (2.1) au sens du Théorème 2.1, et la solution (classique) u^ de (1.1) avec la donnée
\Vt}

initiale u^ÇO) = ̂ 2 Gst globale. De plus, pour tout T] > 0,

U2(t. •) - t-^f f — ) | = O^-^T^), (4.4)
\ V î / 1 L ^

et

||/ - t^U2^xVï)\\L^ ^ ̂ r-^^4-^77, (4.5)

lorsque t —^ oo. Le deux membres de droite convergent vers 0 lorsque t —^ oo si T] est assez petit.

Démonstration. On procède en deux étapes.
4

Etape 1. Preuve de (i). Comme ^2 € H1^) et a < , on voit que

\\S(W\L^ <: C\\S{W\H. ̂  CII^HHI < oo.

Ensuite,
t^\S(W\L^ = ̂ l|5(t)(0 - ̂ l)||L"+2 ^ t^\S(tW\L^2 + ̂ ||S( î||^+2

^^l|5(t)0||L^+c^r^^||^|| ^2.
L a+ l

A '̂Q'Puisque a > ao, on a f3 - ————- < 0, et il résulte des deux inégalités ci-dessus que
2i\0(. ~r~ ^ j

SUP^H.SW^HL'^ ^SUpt/3||5(t)^||z,»+2+C'T/3-5î^||V'l|| 2+2 + C'T^I^H/fl,
oo oo La+t
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2(a+2) 2(a+2)

pour T > 0 arbitraire. On en déduit le résultat en prenant r = ||'0i|| -̂?2 H^ l lw i Not •
z/^n"

Etape 2. Preuve de (ii). L'existence des solutions globales u et u^ résulte du Théorème 2.1. En raisonnant

comme dans la démonstration du Théorème 4.1, on montre facilement que u est self-similaire. Le fait que

^2 soit une solution globale H1 résulte de la Remarque 2.2 (b). (4.4) est une conséquence de (2.15), et (4.5)

en résulte, n

Nous allons voir maintenant que la décomposition ^ == ^i +'02 peut être effectivement réalisée, au moins

lorsque a < 4 . / N .

• 4 . 2Proposition 4.5. Soie OQ < a < — et soitp ç. C tel que Rep == —. Soit ̂ (x) une combinaison linéaire finie
i\ a.

de fonctions de là forme PkÇx)^^13'1^, où Pk est un polynôme homogène de degré k >_0. Là décomposition

ip = -0i -j- -02 décrite dans le Théorème 4.4 peut être réalisée avec ̂ \ = rfip 4- ̂ , où T] et ^ vérifient

(i) 77 e^1-00^),

(ii) rj{x) = 1 au voisinage de x = 0,

(iii) rj(x)\x\-ï çL^^),

(iv) ^çL^R^nff^R^.

Par exemple, on peut prendre pour rj une fonction de troncature C1 à support compact.

4Démonstration. Il s'agit d'une vérification élémentaire. Notons que la restriction a < — est nécessaire

pour que (1 - ̂  € H1^). D

Remarque 4.6. Voici quelques commentaires sur le Théorème 4.4 et la Proposition 4.5.
4

(i) Ces résultats montrent que si ao < a < —, alors il existe toute une classe de données initiales

dans ^(R^) qui sont "asymptotiquement homogènes" dan R^ (i.e. les fonctions </?2 de la Proposi-

tion 4.5), et donnent naissance a des solutions globales, asymptotiquement (en temps) self-similaires, de

l'équation (2.1). Notons que pour ces solutions, on ne peut pas appliquer les théories du scattering con-

nues. En effet, la théorie H1 ne s'applique pas puisque a < 4 / N ; et la théorie dans X = H1 F} L2 (\x\2 dx)

ne s'applique pas puisque ̂  ^ X.

(ii) Pour les solutions asymptotiquement self-similaires décrites ci-dessus, il résulte de (4.4) et (4.2) que

4-(N-2)a

t ^W \\U2(t~)\\^2 ———, H/ll^+2 > 0.
t—>00

Comme a > ao, on obtient une décroissance plus lente que (2.11). D'autre part, puisque a < 4/7V,

^2 a une "décroissance linéaire" au sens de la Définition 1.4 de [5]. De plus, vec les notations de la

Définition 1.1 de [5], ||n2(^)||^a+2 w t~1, de sorte que u^ n'a pas une "décroissance rapide".

(iii) Soient </?2 et u^ comme dans la partie (ii) du Théorème 4.4. Il résulte aisément de (4.3) que si

<^2 ê ^(R^) et si ||(^2 — ^HJP + H^-2 — ^2\\ «+2 est assez petit, alors la solution correspondante
L a 4-1

u^ de (1.1) vérifie aussi (4.4), avec le même /. Par conséquent, le comportement asymptotique décrit
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par le Théorème 4.4 est dans un certain sens moins précis que la théorie du scattering. Par exemple,

dans le cas linéaire 7 == 0, u^ et ^2 ont le même comportement self-similaire donné par /, mais ont des

"scattering states" ̂  et (^2 différents.

5. Explosion self-similaire. Si les solutions self-similaires interviennent dans la description du com-

portement lorsque t —> oo de certaines solutions globales, on sait qu'elles peuvent également intervenir

dans la description de certains phénomènes d'explosion. C'est le cas pour certaines équations de la chaleur

non-linéaires (voir par exemple Y. Giga et R.V. Kohn [15,16,17], et M.A. Herrero et J.J.L. Velàzquez [22,

23]). Dans cette section, nous construisons une classe de solutions globales pour t < 0 de (1.1) qui sont

asymptotiquement self-similaires au "temps d'explosion" t = 0. Toutefois, il ne s'agit pas de solutions H1.

L'outil principal pour cette construction est la transformation pseudo-conforme, qui échange les com-

portements en t = 0 et t = oo. Plus précisément, soit une solution u de l'équation (1.1) sur (—oo,0), et

posons

v^y}=s-Ke^[^-u(-l^y\^ (5.1)
\ s s )

pour y ç. ̂ N et s > 0. Alors, du moins formellement, v est solution de l'équation de Schrôdinger non-linéaire

(et non-autonome)

ivs 4- Av = 75^^ H0^, (5.2)

sur (0, oo). On écrit le problème de Cauchy pour l'équation (5.2) sous la forme intégrale
/«s

v{s) = 5(5)^ - n / 5(5-T)r^(KT)rv(T))dT. (5.3)
Jo

Comme c'est le cas pour l'équation (1.1), l'ensemble des solutions de l'équation (5.2) est invariant par le
2

groupe de dilatations v\(s,y) = ^vf^s.Xy), où Req = N — —. On peut donc définir une notion de
a

solutions self-similaires. De plus, on peut développer une théorie des solutions globales et des solutions,

asymptotiquement self-similaires de (5.2) comme nous l'avons fait pour l'équation (1.1).

Théorème 5.1. Supposons (2.2) et soit a défini par

No2 -}-(N -Ï}a-^ ,, .
a=———2a(^T2)———• {5A)

II existe une constante K^ = K^(N, a) > 0 telle que si p > 0 et M > 0 vérifient

p + H^M^ <, M,

et si ip est une distribution tempérée telle que S(s)î^ € ^"^(IR^) pour presque tout s > 0 et

sup|5r||5(5)^||^+2 <p , (5.5)
s>0

alors il existe une unique solution globale (i.e. définpour tout s > 0) v de (5.3) telle que

sup|5r|K5)||^4-2 ^ M. (5.6)
s>0

De plus, v{s) - S(s)^ C C([0, oo),H~2^^ (R^)) et \imv{s) = ̂  en temps que distributions tempérées.
s^O
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Soient ^ et ip vérifiant (5.5) et soient v et v les solutions correspondantes de (5.3) vérifiant (5.6).

Supposons que S(s)(^ — '0) a la propriété de décroissance plus forte

sup H^l + s^^SW - ̂ )||^2 < oo, (5.7)
s>0

Na
avec 6 > 0 tel que a(a + 1) + S < —— — 1. II existe une constante K^ = K^ÇN^a.ô) > 0 telle que si

H^A^ < 1, alors

sup 1^(1 + HV^OO - v(s)\\L^ ^ (1 - H^M")-1 sup 1^(1 + H^I^OOO/; - ̂ )||L^2. (5.8)
s>0 s>0

Démonstration. Elle est identique à celle des Théorèmes 2.1 et 2.3, en remplaçant (3 par a. D

Remarque 5.2. Il résulte du Theorem 3.4, p. 90 de [5] que le problème de Cauchy pour (5.2) est localement

bien posé dans l'espace ^(R^). On montre aisément que si '0 ç ^(R^) vérifie (5.5), alors la solution

de (5.3) donnée par le Théorème 5.1 coïncide pour tout s >_ 0 avec la solution "classique" H1, qui est donc

globale (voir Remark 5.4 de [6]).

Soit i^{y) = \y\~q (ou P^ généralement, une combinaison linéaire finie de fonctions de la forme

Pk(y)\y\~(l~k, où Pk est un polynôme homogène de degré k > 0), où q ç C vérifie

Req=N - 2-.
a

( N N }La condition (2.2) implique que a + 2 > max < -—, ——-— ^, et il résulte du Théorème 3.1 quev ~ [Req N -Req )

sup^ll^^^H^c^ < oo.
s>0

On peut par conséquent appliquer le Théorème 5.1 avec '0 == c^ dès que c est une constante assez petite. En

utilisant les mêmes arguments que dans la démonstration du Théorème 4.1, on montre le résultat suivant.

Proposition 5.3. Supposons (2.2) et soit ^ comme ci-dessus. Si c est assez petit, alors il existe une

solution v de (5.3) ayant toutes les propriétés décrites au Théorème 5.1. De plus, v est self-similaire, i.e.

v(s^)=^v(\2s^y)^

pour tout X > 0. En particulier, v(s,y) = s~ï f [ —=], où f ( ' ) = v( l , ' ) .\Vs^

Soit ^ comme ci-dessus, et soit 77 une fonction de troncature C00, i.e. identiquement égale à 1 au
~ 4

voisinage de l'origine et à support compact. On vérifie aisément que (1—77)^ ç ^(B^) pourvu que a > —.

De plus, rj^ 6 L^Fi^IR^) puisque a < ———. Par conséquent, on peut adapter les démonstrations du

Théorème 4.4 et de la Proposition 4.5 pour obtenir le résultat suivant.

4 4 ~Proposition 5.4. Supposons — < a < ———. Soie -0 comme dans la Proposition 5.3 et soit r] une
i\ i\ — Zà

fonction de troncature comme ci-dessus. Soient ̂  = c0, '0i == T)^, et ̂  == (1 —T])^. Si c est assez petit, alors
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-0, '0l et '02 vérifient tes hypothèses de la première partie du Théorème 5.1, et ̂  et ̂  vérifient les hypotèses

de la deuxième partie du Théorème 5.1. Si v, v\ et v^ désignent les solutions correspondantes de (5.3), alors

v est self-similaire au sens de la Proposition 5.3, et pour tout e > 0,

,̂ •) - s-îf (—} = 0 (s-^^\, (5.9)
\V5 / L"+2 v 7

lorsque s —^ oo, où /(•) == v(l, •). Enfin, v-^ est une solution "classique" H1 de (5.2).

Lorsqu'on interprète le résultat précédent, à l'aide de la transformation pseudo-conforme inverse, en

termes de solutions de l'équation (1.1), on obtient le théorème suivant. (Voir Theorem 5.7 de [6].)

4 4Théorème 5.5. Supposons — < a < ———, et soient v et v^ comme dans la Proposition 5.4. Soit u

définie par

u(t,x)=(-t)-'ï-ei^v(-l-x-\, (5.10)
\ t t /

pour x ç. R^ et t < 0, et soit u^ définie de la même manière en termes de v^. Alors u et u^ sont des solutions

de (1.1) sur (—oo.O) au sens du Théorème 2.1. De plus, u est self similaire, i.e.

.(,.)= (-rt(^).
•M2

avecp = N - q et g(x) = e~^~^~v(l,x). De plus, pour tout e > 0,

\\{-t)^u^x^t) - g(x)\\L^2 = 0 ̂ -t)4-^^-6) , (5.11)

lorsque t f 0, Je membre de droite convergeant vers 0 lorsque t f 0 pour e assez petit. En outre, u^ ç.

C^-oo.O)^7^^)} pour tout r ç p, -^—|, \\U2(t)\\^ est constante, et u^ e C ((-00,0),^ (R^)).

Remarque 5.6. Naturellement, la construction de solutions self-similaires u de (1.1) par la formule (5.10)
4

du Théorème 5.5 est valable pour toute la plage ao < a < — — . Cependant, nous ne savons pas si ce sonti\ — ^
les solutions self-similaires - modulo une conjugaison complexe - décrites dans la Proposition 4.1.

Remarque 5.8. Il résulte de (5.11) que ||(-^^2(^\/r^)||La+2 -^ IMiL^2 lorsque t f 0. Par conséquent,

\\u2{t)\\L^ ^ (-^-^r^ iipii^+2,
qui explose lorsque t f 0. Cependant, la relation entre ces solutions et l'explosion de solutions dans H1 n'est

pas évidente. En effet, la solution u^ du Théorème 5.5 n'est pas une solution H1. Si c'était le cas, v^ (qui

est une solution H1) serait alors solution dans X = H1 (^ ) H L2 {IS^ , \x\2 dx), ce qui est exclu car sa donnée

initiale ^2 n'appartient pas à X. Par ailleurs, le résultat ci-dessus est valable indépendamment du signe de

7, et en particulier pour 7 > 0 (ou même 7 = 0), alors que dans ce cas les solutions H1 n'explosent pas. Il
4 4

est toutefois intéressant de constater que, dans le cas — < a < ——- et 7 < 0, dans lequel il existe des

solutions H1 de (1.1) qui explosent en temps fini, on peut construire des solutions qui explosent de manière

asymptotiquement self-similaire et qui sont "presque" dans H1.
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