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1 Introduction

Etant donnés f € C'(IR*, IR) et g € C°(IR?, IR, ), 1a formule de la co-aire de Federer
et Fleming (voir par exemple [18]) sur /R’ muni de la mesure de Lebesgue affirme
que pour tout ensemble mesurable X C IR?,

. /Xglvﬂdm = /HZ(/;“ g ds)d\ (1.1)

ol X, = f~}(A)N X et s désigne Pabscisse curviligne sur X (qui est I'intersection
avec X d’une réunion finie de courbes régulieres pour presque tout A € IR).

Notre objet ici est de donner plusieurs applications de la formule (1.1) dans le
contexte des équations aux dérivées partielles. Nous rassemblons dans ce texte cer-
tains résultats de [3], [4], [5], et [6] qui font appel & cette formule.

Ainsi au chapitre 2 nous étudions 1’équation linéaire sur un ouvert  du plan

—Agp

@

et nous montrons que la norme L* de ¢ peut se majorer par 2|g|pe(r2)| V| 12(q)| V| L2(q).-
Autant le résultat que la démonstration se trouvent étre utiles dans des questions

liées a la régularité des solutions de problemes non linéaires, comme celui qui fait
I’objet du chapitre 4.

g(u,v) (-Qlﬂ ﬂi’i’—) dans Q,

61,‘1 8:1:3 - 8::2 32‘1

0 sur 09,

Au chapitre 3 nous donnons diverses généralisations et compléments aux résul-
tats du chapitre 2, notamment nous montrons le lien de ces questions avec ’espace
de Hardy H!(IR?) et son dual BMO (IR?).

Comme nous ’avons mentionné, le chapitre 4 est ’occasion d’appliquer les ré-
sultats et les techniques des chapitres 2 et 3 au probleme de ’équation des surfaces
a courbure moyenne prescrite

ou Ou
Au = 2H(U)%-I A 5;2

ot u:Q — IR, Q C IR?, paramétre une surface de IR>.
Le chapitre 5 est d’une toute autre nature, son objet est de montrer comment

la formule de la co-aire (1.1) permet de tirer partie de bornes L' sur la vorticité de
solutions des équations d’Euler stationnaires incompressibles.

2 Une équation linéaire modele

Soient u et v dans H'(f), ot Q est un ouvert borné et régulier dans le plan IR?, et
g : IR* - IR. On considére le probleme

— Ap = g(u,v){u,v} dans Q, (2.1)
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¢ = 0 sur 09, (2.2)

ou on a noté

du Ov ou Ov

Théoréme 2.1 On suppose que g € C°(IR?, IR) est bornée. Le probléeme (2.1) - (2.2)
posséde une solution unique ¢ € W' (Q) et o € HY(Q)NC(Q). De plus

lolLe) < 2|g|Lo(r2)| Vu|Laa)| VY| L20), (24)

|V‘P|L7(n) < ﬁlgILm(Rﬁ)|VU|L2(Q)IV’U|L2(Q). (25)

Remarque 2.2 L’inégalité (2.5) découle immédiatement de (2.4). Pour cela il suffit
de prendre le produit scalaire dans L?(Q) des deux membres de (2.1) avec ¢.

Donnons un corollaire du Théoréme 2.1 :

Corollaire 2.3 La solution ¢ € Wy''(Q) de

— Ay = {u,v} dans Q, (2.6)

¢ =0 sur 09, (2.7)

appartient @ H'(2) N C°(Q) et (Cp = 2)

I(P'an(n) S Cglvule(n)IV’vle(n), (28)
IV(PILﬁ(ﬂ) S AV Colvule(n)lV’vle(n). (29)

Ce résultat avait été montré par Wente [27] (voir aussi Brezis-Coron [9]) dans
une version plus faible : la constante Cy pouvait dépendre de 2. Au paragraphe 4.1
nous donnons une application du Corollaire 2.3 qui utilise de maniére essentielle que
C, est une constante universelle.

Remarquons que (2.9) a pour conséquence une inégalité remarquable (voir Brezis-
Coron [9] pour son application), voir aussi le Corollaire 3.10.
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Corollaire 2.4 Etant donnés u,v dans H'(Q; R®) et w € H(Q; IR?),

ou Ov
Aw. (55'1' A 3_3!2) dz g 2 |V’wILa(Q)IVu'Lz(n)Ivvle(n). (2.10)

Preuve du Corollaire 2.4. On note ¢; la solution de (2.1) - (2.2) pour u = u;4; et
¥ = Vi42. On a

Jow. (Fazy{ A 5"’:—2) dx 23, [wiApidz = Y0, [, Vu,Vyde

< 2 B, |Vuwilrae)| Vel
Lot (2.10). =

Démonstration du Théoréme 2.1 On commence par faire une remarque sur la fonc-
tion de Green du probléme de Dirichlet pour le laplacien sur 2. On note G(z,m) la
solution de

— A;G(z,m) = 65(z) pour z € Q, (2.11)

G(z,m) = 0 pour z € 01, (2.12)
ou §,, désigne la masse de Dirac en m € ). Puisque la fonction z — G(z,m) +

2—1; log |z — m| est réguliere sur Q, il résulte que

G(.,m) est réguliére sauf en z = m, (2.13)
G(.,m) est réguliere sur ses ensembles de niveau

W(r1,72) ={z € Q, 1 < G(z,m) < 712}, 1: € R. (2.14)

De plus G(.,m) est positive dans Q\{m} (une conséquence du principe du max-
imum).

La fonction V_,G(.,m) n’appartient pas & L%(Q) (puisque é,, ¢ H~'(Q)) mais
V.G(.,m) € L}, (Q\{m}) et on a 'identité remarquable suivante ([8], p.241).

Proposition 2.5 Avec les notations qui précédent, pour tout v, et v, avec 0 < 7; <
Y2 < 00,

/ IV.G(z,m)[? dz = 72 — 1. (2.15)
W(m,72)
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Preuve. 1l est clair qu’il suffit de montrer (2.15) pour presque tout 5;. D’apreés le
lemme de Sard, pour presque tout 7;, ’ensemble W(~y;,7.) est régulier et (on omet
le parametre m)

/ IVG|? dz = —/ (G-m) AG dz + (G - 71)29- do.
W(71,72) W(v1,72) ov

oW (71,73)

Puisque m € W(71,72), AG = 0 sur W(7,,72) et donc

[ vGPde=(n-m) [ 9G 4o (2.16)
W(r1,72) V(v2) ov
ol

V(y) ={z € Q;G(z,m) =~}. (2.17)
D’autre part

1=/ —AGd:c:/ -(?Eda.
G(z)272 V(72) ov

et donc (2.16) conduit a (2.15). ]

La solution de (2.1) - (2.2) est donnée par la formule (voir la Remarque 2.7) :

¢(m) = / o(u, v){u, 0}G(.,m) da, (2.18)

et nous voulons borner ¢(m). La premiére idée consiste a décomposer § suivant les
ensembles de niveau de G(.,m). Pour cela donnons nous vy > 0 et v,, €]ny,(n+ 1)v|
(v est arbitraire et v, sera choisi par un argument du type formule de la moyenne,
voir (2.21) ci-dessous). On remarque que

Q\{m} = Uf?:—lwn, Wn = W(7na7n+1), Y-1 = 01

de sorte que (2.18) s’écrive

¢(m) = i /W g(u,v){u, v} G(.,m) dz. (2.19)

n=-1

Choiz de 7,. Appliquons la formule de la co-aire (1.1) avec g = (|Vu|?*+|Vv|?)'/2, f =
G(.,m)et X = W(yn,y(n+1)):

Y(n+1)
/ / (IVuf? + [Vo[?)/2 ds dA = (IVul? + Vo) 2|V G| dz(2.20)
n 17¢6)) W(rn,y(n+1))

D’apreés la formule de la moyenne, Ve > 0, il existe v, €]yn,y(n + 1)[ tel que
V(7n) soit un ensemble régulier et



1
“;5 / (IVul? + |Vo)2VG| dz,  (2.21)
Wy

[ vup+1vop) s <
V('Yn)
ou W, = W(yn,vy(n+1)).

Revenons alors 3 (2.19) avec ce choix de v, et notons que sur W,,, G(.,m) est de
V'ordre de ¥, = 22¥=41_ Ceci nous conduit & récrire (2.19) :

e(m) =1, + i I + i(%Kﬂ) (2.22)
I,= /W_ 9(u, v){w, v} G(.,m) dz, (2.23)
J, = /W“ 9(u, v){u, v}(G(., m) — 7,) dz, (2.24)
K, = /w g(u,v){u,v} dz. (2.25)

L’estimation de I_; est immédiate puisque 0 < G(.,m) < 7 sur Wi :

sl < Ylglimey [ [VllV0] da. (2.26)

Dans le méme esprit, puisque sur W, |G(.,m) — 7,| < 1,

[al < lglimen [ V0l[Vo] 2, n >0 (2.27)
Ainsi
o1+ 3 Jal < lglzmeey [ 1Vl Vo] da (228)
n=0

disparaitra dans ’estimation finale a la limite v — 0.

Le coeur du probléme revient donc a estimer
o0
Y AnKn. (2.29)
n=0
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La difficulté provient du fait que ¥, — oo avec m mais en fait nous allons voir
que (2.29) est une somme téléscopique, cela provient du fait que g(u,v){u,v} a une
structure particuliére.

Notons

u(z)
w(@)= [ g(s,0(2)) ds, (2:30)

un calcul montre alors que

9(u, v){u, v} = {w, v}. (2:31)

Remarque 2.6 La norme de w dans H'(Q) ne peut é&tre estimée en fonction de
celle de u et v dans H!(9).

Gréce a (2.31), K, s’écrit

K, = /Wn{'w,v} dz. (2.32)

Mais {w,v} = wEL) — 32 (wi) et donc

axl Oxq oz3

ov
/. {w, v} d:c_/ w&; ds

ou l’absisse curviligne s sur OW,, est choisie de sorte que la normale v du repére de
Frenet sur OW,, soit extérieure 3 W,. Si par contre on oriente s sur V(v) de sorte
que 3 2¢ - >0ona

K, = w% ds — / w—(’—)2 ds (2.33)
Vira) 08 V(rmts)

et (2.29) s’écrit
- _ _ v
K = Z'y,,K,. = 70/ wa— ds + Z('y,, — Fn-1) / w— ds. (2.34)
n=0 V(70) S

Nous avons 7o < v et 4, — ¥n—1 < 77 de sorte que

|K| < 72/ w——ds
V(1a)

Fixons n et décomposons V(7,) en composantes connexes w;, ¢ = 1,...,k. On

observe que
ov u(®) ov
/u“w&-ds—/m (/A g(a,v(a))da)ads,\?’)\eﬂi,
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et donc

v
ds

)
/ w 52 ds| < lgloeqe / lu(s) - A[|22] ds, VA € RR.

— L . . N . .
Prenons A = = [, u(s)ds, il vient aprés sommation sur ¢

d.s/
V(’Yn)

du
0s

dv
0s

< lyle(m) ds. (2.36)

V(¥a)

/ wgg ds
V(r.) OS

Par le choix de v, (voir (2.21)), il vient

(1+¢)?
")

< |9]Le(r2)

/ w2 4 /(qu|2+|Vv|2)1’2|VG|da:, (2.37)
V(n) 63 Wn

et donc

/ w—a—t—) ds a1+
V('Yn) as 7

par l'identité [, |VG|%dz = (n+ 1)y —ny =17.

62
<lglumuy L [ (Wl + [90f7) do

Ainsi en revenant a (2.35) :

K1 < (1 + e lglemiay [ (V0 + [Vol?)da. (2.38)

Ainsi en rassemblant (2.22), (2.28) et (2.38) :

[e(m)| < lolemun(y [ (199 +[90)dz +(1+¢) [(IVul + |[Vodz), (2:39)

et en faisant y — 0,e - 0:

[(m)| < lglimiaay [ (V07 +[V0])da. (2.40)

On remarque alors que si (u,v) est changé en (pu,p~'v), p > 0, ¢ est inchangé de
sorte que

[o(m)| < lalemn(? [ [Vulda +u7 [ [Vofida)

et (2.4) est obtenu en prenant le p optimal. [ ]

Remarque 2.7 Dans la preuve qui précéde, nous avons implicitement supposé que
les fonctions u,v et g étaient suffisament réguliéres. Pour montrer (2.4), on procede
par régularisation : u®, v et g° approchent u,v et g ce qui produit ¢, régulier et
vérifiant (2.24) puis on passe & la limite ¢ — 0 et ¢, — ¢ par l'unicité de solution
pour (2.1) - (2.2) dans W;"'(Q) (par exemple). Le fait que ¢ soit continu sur Q est
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bien plus délicat puisque la convergence de ¢, vers ¢ n’est pas uniforme sur Q. Nous
renvoyons au paragraphe 3, Corollaire 3.6 pour ce point. Toutefois lorsque ¢ = 1, un
des cas que ’on rencontre naturellement dans les applications, on peut donner une
démonstration tres simple car

—A(@e — per) = {ue = uer, v} + {Uer,ve — ver}
et alors par (2.4),

lpe — @er|(2) < 2[| V(e = wer)|L2@)| Vel L2() + Vg 2| V(ve = ver) 2],

ce qui montre que ¢, est une suite de Cauchy dans C°(Q) et permet d’affirmer que
@ € C°(Q).

3 Généralisations et liens avec I’espace de Hardy H!(IR?)

3.1 Quelques rappels
Rappelons que I’espace de Hardy H!(IR" ) est

HY(RY) = {f € L'(R"), f* € L'(R")} (3.1)

ol

5—11; /lR" p (m — y) f(y)dy’ (32)

et pe C(IRY),p >0, p # 0 (Fefferman et Stein [17] ont montré que cet espace ne
dépend pas du choix de p). On peut caractériser H!(IR") par le fait que f € L'(IR")
et que R;f € L'(R"),j = 1,..., N ot les R; sont les transformées de Riesz de sym-
bole &;/|é| en variables de Fourier £.

f*(z) = sup
>0

Le dual de H!(IRY) a été identifié par Fefferman [16] comme étant I’espace
BMO (IRY) de John et Nirenberg. Rappelons que f € Lk (IR") appartient 3
BMO(IRY) s’il existe une constante C telle que pour toute boule B C IRY, il
existe une constante y = (B, f) telle que

[ 1@ =P dz < CIBI. (3.3)

La meilleure constante C' dans (3.3) est noté || f||3a0 ce qui définit une norme
sur BMO(IR") quotienté par les fonctions constantes.

Ces espaces interviennent de maniére naturelle lorsque N = 2 en liaison avec
Popérateur de Laplace en partie en raison des deux observations qui suivent.

Proposition 3.1 La solution élémentaire du Laplacien dans IR® : —5-log|z| ap-
partient ¢ BMO(IR?) .
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Proposition 3.2 L’espace de H' homogéne :

H'(IR) = {v € L}, (%), Vv € L)}

s’injecte continuement dans BMO(IR?).

La Proposition 3.1 est le résultat d’un calcul élémentaire, alors que la Proposi-
tion 3.2 est “évidente” en utilisant une décomposition en ondelettes (Meyer [23]).
Toutefois on peut donner une preuve directe de la Proposition 3.2. En effet prenons
B = B(z,r), r > 0 et 7 = 57 [ f(y)dy. Soit (& z et r fixés) g(w) = f(z + rw) et
m(g) = IB_(é,ﬁT JB(0,1) 9(w)dw. D’apreés 'inégalité de Poincaré sur B(0, 1), il existe une
constante C, telle que pour tout h € H'(B(0, 1))’Wf1J,T)I JB(o,1y IM(w) — m(h)|2dw <
Cy [5(0.1) [Vh(w)|*dw et donc en prenant h = g,

_ 1 1
50 -y = [ jgw) = mig)fs
IB(ID,TI B(z,r)' ( ) l IB(O,I)I B(0,1) |g( ) (g)l
< Cp |Vg(w)]2dw = Cp/ IVflzdx,
B B(=,7)
d’ol
I fIzarocrs) < Cp /IR’ |V f|?dz. (3.4)

3.2 Une autre démonstration du Théoréme 2.1 lorsque Q = IR?

Soient u et v dans H'(IR®) et g € C(IR?, R) N L®(IR?, IR). Sous réserve de donner
un sens & la convolution de g(u,v){u,v} avec le noyau —5-log|z — y|, on dispose
d’une solution ¢ de

— Ay = g(u,v){u, v} sur R? (3.5)

en prenant

P(2) = ~37 [ 900(0), o) {u(0),o(0)} oglz - sldy. (36)

Afin de donner un sens a (3.6), nous montrons ’estimation suivante.
Théoréme 3.3 Soient u et v dans H'(IR*) et g € C(IR?, R)N L*(IR?, IR). La fonc-
tion g(u,v){u,v} appartient ¢ ’espace de Hardy H'(IR?) et

lg(u, v){t, v}rrr) < Clglrorn)|Vulraen)| Vol e, (3.7)

Avant de montrer ce résultat, remarquons qu’il entraine que ¢ définie en (3.6)
appartient 3 L®(IR?) grace 4 la Proposition 3.1 et & la dualité H* — BMO (voir la
Proposition 3.5 plus loin).
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Preuve du Théoréme 3.3. Puisque f(z) = g(u(z), v(z)){u(z),v(z)} est
dans L'(IR?), il reste & montrer que f* € L*(IR?). Prenons p tel que Jpp=1et
supp p C B(0,1) puis notons

u(y)
w@ = [ g v@)ds, A== [ (@) (3.8)

B(=z,r)

Nous avons f = {w, v} et donc

1 W)yl [ (m 2 g )
Tz R, f(y)p ( r dy 7'3 B(;;-,r) -Rl axz am w dy
ol

Ri(y) = g’f—i £=¢) . D’aprés (3.8), |w(y)| < |g]r=|u(y) — A| et donc

3 Jp e (L) | <= [ ) - Mielan. (39)

Puis nous continuons comme dans Coifman et al [12]. Le membre de droite de
(3.9) est borné en utilisant par exemple :

1 u(y) /\’ 1 /
— \% d
A e O T A

(par I'inégalité de Sobolev, rappelons que A = —
TT* JB(z,r)

) 56 1 2/3
<C ("5 / |Vul® sd!/) (—2 / [Vo(y)|¥ 2dy)
¢ JB(z,r) T JB(z,r)

< CM(IVul*P)lo(x) M(| Vo) (),

ot M(g)(z) = sup{% J8(e,r) 19]dy, 7 > 0} désigne la fonction maximale de Hardy-
Littlewood. Ainsi revenant a (3.9),

u(y) = A

1/3 1 2/3
y) (— / Wv(y)P“dy)
B(z,r)

u(y)dy)

[ £1@)dz < Clalum [ MUV /M (Vo[22
< Clalo=( [ 19ude)/*( [ [VolPdz)?

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz puis le fait que M opére continemment
sur L?,p > 1. Ceci achéve la preuve de (3.7).

Remarque 3.4 Ce sont Coifman, Lions, Meyer et Semmes [12] qui ont remarqué
les premiers que pour u et v dans H'(IR*),{u,v} € H!(IR?). Ce résultat n’entraine
pas toutefois (3.7) car L*® x H! ¢ H!. En effet si on avait L® x H' C H! on aurait
L* x BMO C BMO, ce qui n’est pas (prendre j et log |z| par exemple).

Comme nous ’avons indiqué 3 la Remarque 3.7, la régularité C° de ¢ solution
de (2.1) - (2.2) s’obtient grace au Téoréme 3.3. En effet on commence par remarquer
que ce résultat entraine la proposition suivante.
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Proposition 3.5 La fonction ¢ définie en (3.6) est continue sur IR® et vérifie

ol < Clglroern) |Vl re)| V| Lo(re). |
Démonstration. Cette estimation est une conséquence immédiate de la Proposition
3 , Id 2 2
3.1 et de la dualité H* — BMO. Etant donné que Ay € H!(IR*), a—,%‘*;—j = R;R;(Ay)
est aussi dans H'(IR?). Ainsi ¢ € W2!(IR?) et donc ¢ est continue sur IR®. La
continuité de ¢ peut aussi s’obtenir en remarquant que les translations sont continues

sur H!(IR") (cela résulte du fait que les fonctions C*® & décroissance rapide sont
denses dans H!(IR"), Stein [25, p.231]). ]

Nous sommes alors en mesure de montrer le résultat suivant.

Corollaire 3.6 Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, la fonction ¢ solution de
(2.1) - (2.2) est continue sur Q.

Preuve. Notons 4 et v des prolongements 3 support compact de u et v 3 IR? et soit
@ donné par (3.6) avec @ et ¥ au lieu de u,v. La fonction ¢ — @ est harmonique dans
Q et donc réguliere dans 2, puisque @ est continue (Proposition 3.5) ¢ est continue
dans Q. [

Remarque 3.7 Il est possible de montrer une version plus faible du Théoréme 2.1
3 l’aide du Théoréme 3.3. En effet, on prolonge encore u et v & IR en des fonctions
@ et © dans H'(IR?) et & support compact. On note alors @ la fonction définie en
(3.6) avec @ et v au lieu de u et v.

Par construction ¢ — @ est harmonique et donc
lo = @lre() < | — Plre(an) = |PlL=(s0),
de sorte que

|(P|Lco(n) S 2|<,5|Leo(nz) < (par (37) )) < CIglLeoIVﬁlLa(Rz)|V’D|L2(Rz)
< C(Dglr=|VulLaa)| Vo|Laa)-

Cette approche fournit une constante qui dépend a priori de 2. n

3.3 Le cas des coefficients variables

Pour son intérét propre mais aussi pour étudier les conditions aux limites du type
Neumann, nous considérons le cas d’un opérateur elliptique a coefficients variables.
C’est A dire pour u et v € HY(Q),g € C°(IR?, R) N L*(IR?) on étudie

- —(;)% (a;j%'o) = g(u,v){u,v} dans Q, (3.10)
§ j

¢ = 0 sur 9. (3.11)
On fait 'hypothéses que les a;; € L™(Q2) et qu'il existe a > 0 tel que

a;j(2)G¢; > e|¢|?, V¢ € IR? pour presque tout z € Q. (3.12)

I-12



Théoréme 3.8 Sous les hypothéses qui précédent, la solution ¢ de (3.10) - (3.11)
appartient ¢ H'(Q) N C°(Q) et

2
|lz=(@) < Z19lzeeime |Vl La@)| Vol @), (3.13)
V2
Vel < —=l9lzeine | Vulza@)| Vol La). (3.14)
=

La preuve du Théoréme 3.8 suit celle du Théoréme 2.1 pourvu que ’on introduise
la fonction de Green associée a —a%i (a,-j %) et que I’on remplace (2.15) par

0G 0G
./pv(-h,‘y,) aija_ariga:_j dz = Y2 — 71. (315)

Ceci fournit I’estimée (3.13). En ce qui concerne le fait que ¢ € C°(Q2), on procede
comme pour le Corollaire 3.6. En effet, d’aprés Chanillo et Li ([10]) la fonction de

Green associée & —5>- (a,-j;s%t) est dans BMO(IR?) ce qui conduit (avec les notations
s ]

du Corollaire 3.6) a _a%.- (a,-j M) = 0 dans et donc ¢ — @ est continue (par

oz;

un résultat de De Giorgi, voir Giaquinta ([19])) dans Q.

3.4 Un probleme de Neumann

Considérons

— Ap = {u,v} dans Q, (3.16)

Op _
3 = 0 sur 012, /Qcp dz =0, (3.17)

ol u et v dans H*(Q) vérifient la condition de compatibilité sur 9Q : [, udtds =0
(au sens de la dualité HY/2 — H~1/2),

Théoréme 3.9 Avec les notations et hypothéses qui précédent, la solution de (3.16)
- (8.17) appartient @ H}(Q) N C°(Q) et

inl% |go - ClLac(Q) < CN(Q)IVulLa(n)IV’Dle(Q), (318)
c€E

1/2 172
([ 1voPda) " < A @IVulro| Vol (3.19)

ot cn(§2) est une constante qui ne dépend que de Q.
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Pour la preuve du Théoréme 3.9, on renvoie & Bethuel-Ghidaglia ([4]). Dans
la preuve de ce résultat on utilise en particulier le Théoréme 3.8. Dans I’esprit du
Corollaire 2.4, nous avons la conséquence suivante du Théoréme 3.9.

Corollaire 3.10 Il eziste une constante C () telle que pour tous u,v et w dans

HY(Q; B),

ou Ov
/n 10, (3_:1:1 A a_mz) dz < e1(Q)wl x| Voo | Vol - (3.20)

P. Choné ([11]) a montré que la constante cy(Q2) ne peut étre choisie indépen-
damment de Q. Il montre aussi le résultat suivant.

Théoréme 3.11 ([11]). Il existe une constante universelle K telle que si on se
restreint @ ’une des trois classes de fonctions (u,v) € H'(Q) :

(i) u est constante sur Q, v arbitraire,
(i) v est constante sur Q, u arbitraire,

(i1i) u et v sont constantes sur chaque composante conneze de 0,

la solution de (3.16) - (3.17) vérifie (3.18) et (3.19) avec K au lieu de cn(2).

3.5 Une autre version du Corollaire 2.1

Motivé par ’étude de la régularité des applications harmoniques a valeurs dans une
sphere S¥, N > 2 (voir Hélein ([21]), Evans ([15]) et Bethuel-Ghidaglia ([4])), on
considere

— Ap =w.Vv dans Q, (3.21)

¢ = 0 sur 092, (3.22)
ot w € L*(Q IR?) et div w = 0. Si

ou
wy = 3_a:1’w2 = %2, avec u € H'(9), (3.23)
alors w.Vv = {u,v} et (3.21) - (3.22) se réduit a (2.6) - (2.7) et alors d’apres le
Corollaire 2.1,

|V(PIL2(Q) S \/élwle(n)lvvha(n). (324)

Dans le cas ot ) est simplement connexe, (3.23) a toujours lieu. En fait lorsque
Q) n’est pas simplement connexe, si une inégalité du type (3.24) a lieu, la constante
doit dépendre de 2. En effet prenons pour 2 la couronne 0 < ¢ < r < letu =
logr,v = log £ deux fonctions harmoniques dans 2. On vérifie que ¢ = u.v pour
w = —2Vu. Le rapport |Vo|r2q) sur |w|r2a)|Vv|raq) tend vers I'infini lorsque ¢
tend vers zéro. On montre alors le résultat suivant.

I-14



Théoréme 3.12 Soit w € L2(Q; IR?) avec divw = 0 et v € HY(Q). Il eziste Co(Q),

ne dépendant que de ), telle que la solution ¢ de (3.21) - (3.22) appartienne a
H}(Q)NCO(Q) et vérifie

l¢lLe(a) < Ca(R)|w]L2@)| V|L20), (3.25)

IVelzaay < Co*(@)|wlza@)| Vol o). (3.26)

Preuve. 11 suffit d’introduire ® harmonique dans Q et vérifiant %‘f = ITII fr',- w.ndo,

ot T; sont les composantes connexes de I' (si w € L*(Q; IR?) et divw = 0,w.n €
H-Y*(T) et [ w.ndo =< 1, w.n > au sens de la dualité H/2— H-'/2 sur I'). On

écrit alors w — V® = (;’;ﬂ;",—ﬁ"-) ,a € HY(Q), puisque w — Vi est & flux nul sur

81'2

chaque T'; de sorte que (3.21) se lise

-Ap ={a,v} + V®.Vo.

On conclue alors a ’aide du Corollaire 2.1. A ]

3.6 Inversion de l’opérateur de Stokes sur un jacobien

Dans l’esprit du Théoréme 3.12, nous montrons dans Bethuel-Ghidaglia ([6]) le résul-
tat suivant. Gardant les notations du Théoréme 3.12, on note (u,p) € H(Q; IR?) x
L?(Q) (p est défini modulo une constante) la solution de

— Au+ Vp = (w.V)v dans Q, (3.27)
div v = 0 sur 09, (3.28)
u = 0 sur 0S. (3.29)

Théoréme 3.13 On a Uestimation

|ulzo@) € Cs(Q)|w|a)| VolLaa) (3.30)
ot Cs() ne dépend que de Q et de plus u € C°(Q).

Remarque 3.14 On montre comme auparavant estimation sur |Vu|zxq). [ ]
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4 Régularité pour les solutions de I’équation des H-
surfaces

4.1 Introduction, position du probléme

Soit H une fonction réguliére et bornée de IR® dans IR. Une application u € H'(D?, IR®)
ol D? est le disque unité de IR? vérifie ’équation des H-surfaces si

0
Au = 2H(u)———— A g dans D'(D7). (4.1)
Si u est réguliere et représente une paramétrisation conforme d’une surface
S C IR, (1.1) signifie alors que la courbure moyenne au point u(z,,z,) vaut
H(u(z;,z3)). Ainsi (4.1) est aussi appelée équation des surfaces & courbure moyenne
prescrite.

L’équation (4.1) a une structure variationnelle. En effet notons Fy : H'(D?, IR®) —
IR 1a fonctionnelle

Fa(u) = / |Vul?dz + = / Q(u). (a" g;‘) dz (4.2)
ou div,@ = 3H, par exemple

uz

Q1(uq, us, uz) =/0 H(s,ug,u3) ds, Q2(u) = /0 H(uy,up,us) ds, etc.... (4.3)

On vérifie alors (Hildebrandt et Kaul [22]) que les points critiques de Fj sont solu-
tions de (4.1).

Il n’est pas clair a priori que la fonctionnelle Fy; soit bien définie sur H!(D?, IR?)
puisque, bien que H soit réguliere et bornée, la deuxiéme intégrale dans (4.2)
n’a pas forcément de sens. En fait Steffen [24] a montré que Fy est bornée sur
HY(D?, IR*) n L=(D?, IR?) pour la norme H!(D?, IR*). Nous donnerons au para-
graphe 4.5 une nouvelle preuve de ce fait qui s’appuie sur la formule de la co-aire.

Nous n’abordons pas ici la question de ’existence et de la multiplicité des solu-
tions de (4.1), renvoyant pour cela a l’article de revue de Bethuel et Rey [7].

On étudie la question de la régularité des solutions de (4.1), c’est & dire si
u € HL (D? IR?) est solution de (4.1), a t-on u € C®(D?, IR®) ? La conjecture

(confortée par les résultats que nous donnerons plus loin) est

si H est bornée sur IR’ et si u € H} (D?, IR®) est solution de (4.1),

alors u € C*(D?, IR®). (4.4)

Tomi [26] a montré que pour prouver (4.4), il suffisait de montrer que u €
L. (D?, IR®). Pour l'instant, (4.4) est un probléme ouvert, toutefois Heinz [20] a
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montré que si |V H(u)| tend vers zéro comme 1+|u| lorsque |u| — oo alors (4.4) était
vrai (nous donnons au paragraphe 4.3 une nouvelle preuve de ce fait qui utilise le
Corollaire 2.3 et la formule de la co-aire). Plus récemment, Bethuel [2] a amélioré
le résultat de Heinz en montrant qu’il suffisait que |VH(u)| soit borné. Dans [4]
nous montrons que (4.4) a lieu si H ne dépend que de deux variables (voir aussi le
paragraphe suivant) et dans [5] nous montrons, a 1’aide de la formule de la co-aire,
que (4.4) a lieu si (1+ lual)aH (u) est bornée (voir aussi le paragraphe 4.4).

4.2 Le cas ou H ne dépend que de deux variables

On suppose qu’il existe un vecteur unitaire n tel que n.VH = 0. De maniére équiv-
alente, on peut supposer que

H(uy,uz,u3) = H(ug, uy). (4.5)

Théoréme 4.1 ([4]) On suppose que H est bornée et vérifie (4.5). Soitu € H} (D?, IR®)
solution de (4.1), alors u € C*(D?, IR?).

Démonstration Un des points clefs de la preuve est le Théoréme 3.3. Donnons nous
€o €]0, 1] & préciser ultérieurement). Soit z, € D?, prenons rq tel que B(zg,3r,) C D?
et fB(zo,Sro) |Vul?dz < &o.

Soit x une fonction de troncature telle que x = 1 sur B(zo,27,) et x = 0 hors
de B(zy,3r;). On considére I’équation dans R .

A(P = 2H(’Ul, '02){’01, 1}2} (4.6)

ol vy = X’U.,',‘I: = 1,2
Puisque u3 — ¢ est harmonique dans B(z,,2r,), la régularité de uz revient a
celle de ¢. Nous utilisons alors le Théoréme 3.3 avec v = v;,v = v, et g = 2H et
alors le membre droit de (4.7) appartient & H!(IR?). Il en résulte que € W2 (IR?)

et alors Vo € WL (IR?) C L}, (IR?), l’espace de Lorentz (voir Ziemer [28] pour la
définition). Ainsi

|Vus|L2(B(zore)) € ClVU|L2(B(z0,3r0))- (4.7)

D’apreés le Corollaire 2.3 appliqué a (4.6), nous avons aussi

[ts|Loe(B(zo,ro)) + |V Us|L3(B(z0,r0)) < ClVU|L3(B(z0,3r0))- (4.8)

Ainsi pour appliquer le résultat de Tomi [26], il suffit de montrer que |u,| + |u,]
est bornée dans B(zg, rg). Pour cela nous adaptons la méthode de Hélein [21]. Soient
My, M, et M3 défini comme suit

BUJ . 8’![.]'

=—=—1

0371 ED—;
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D’aprés (4.1) nous avons (—- =1 (i + 11))

a 2 \ 9z, 8z,

8—
M;
—52— = 2H(u1, Uz){Uj+1, uj+2}'

Posant u = (M;, M), nous avons

g—g— = Re(ap) (4.9)

d 0 - M;
EH(’U,I,’UQ) ( M3 0 ) .

ol «a est la matrice

Soit alors T 'opérateur :

Tv =P x(av + av)
ou P= %x—”,ﬁéﬂ- (la solution fondamentale de ) et & est le prolongement de o par 0
hors de B(z,,7,). Puisque H est bornée on déduit de (4.7) que & € L>!(IR?*). Mais
P € L**(IR?) et la convolution est continue de L>! x L2 dans L* donc T est
continu de L®(IR?) dans lui méme et il existe une constante absolue C, telle que

IT||c(ze, L) € Calla||L21(B(zo,r0)) € CIVU|L2B(z0,3r0) < Ceo.

Ainsi pour ¢, assez petit, I + T est inversible dans L* et alors ’équation

v+Tv =y

a une solution pour tout vecteur v, donné dans IR’. Notons alors v, celle obtenue
pour ¥, = (1,0) et v, pour vy = (0,1). Les fonctions v; et v, sont continues et
bornées et (4.9) s’écrit (pour tout v) Re (&(*vpu)) = 0. Ainsi

0 0
Re—a—é foap) = Re-a—z('vzp) = 0.

Ceci s’écrit

0 ( ,,0u\ _ _
_B—m; (a,-j Ba:j) =0, r=1,2,

ol les a} sont des combinaisons linéaires des vf. En fait le choix de »; et v, conduit
a

sup,,eB(xo,,o)|af; - 6{j6”| < C(ITV1|L°° + lTVgcho).

En prenant €, assez petit, nous pouvons imposer la condition d’ellipticité forte sur
aj; et par les résultats classiques de régularité sur les systémes elliptiques (voir par
exemple Giaquinta [19], p. 87) on déduit que u; et u, sont Holderiens sur B(zo, ).
La preuve du Théoréme 4.1 est achevée. [



4.3 Le cas ou (1 + |u|)|VH(u)| est borné

On suppose que

sup,  pe(1+ |u))|VH (u)| < 0. (4.10)

Théoréme 4.2 (/20]) On suppose que H est bornée et vérifie (4.10). Soit u €
HL.(D? IR?) solution de (4.1), alors u € C*(D?, IR®).

Démonstration Nous donnons ici la preuve de [4] qui s’appuie sur le Corollaire
2.3 et sur la formule de la co-aire. Comme auparavant, il suffit de montrer que
u € L, (D?, IR?). Puisqu’il s’agit d’une propriété locale, il suffit de montrer que
pour tous zo € D? et § > 0 tels que B(z(,28) C D?,u est bornée sur B(z,,4).
D’apreés le Théoréme de Fubini, puisque u € H(B(z,,26)), il existe 5 €]6, 26[ tel que
u € H'(8B(zq,n)) C C°(0B(zo,7)) et le Théoréme 4.2 résulte alors de la Proposition
suivante.

Proposition 4.3 Supposons que H est bornée et vérifie (4.10). Soit u € H'(D?, IR?)
solution de (4.1) telle que la restriction de u ¢ D? soit bornée. Alors u est bornée
sur D2,

Preuve de la Proposition 4.3. Notons pour r > 0,

W(r) = {z € D?, |u(z)| > r}, V(r)=0W(r), F(r) = D*\W(r).

Si A est un sous ensemble mesurable de D?, on note E(v,A) = [, |Vv|?dz et
A(r) = E(u,W(r)). 11 est clair, que pour montrer la Proposition 4.3, il suffit de
montrer qu’il existe R > 0 tel que

A (R) = 0. (4.11)

Notre méthode va consister & construire une suite croissante (R, ), bornée et telle
que A(R,) < B A (Ray1) avec 8 < . Alors R = lim R, vérifiera (4.11).

Le fait que H vérifie (4.10) a pour conséquence que si v € H'(D?, IR%) alors
H(v)v € HY(D? IR?) et
/ IV(H (v)v)|dz < Cy / Vo] da. (4.12)
D2 D2
Puisque ujpsp2 € L®(8D?), M = ||ujopa||r=(sp2y + 1 < 0o. Soit alors ¢ > 0 a

choisir ultérieurement. Prenons R, tel que

Ry > M et A(Ro) <e. (4.13)

Supposons alors que u est réguliére. Bien entendu cette hypothese est absurde,
le raisonnement qui suit fournit en fait une estimation a priori et il s’agit de con-
struire une suite (u") adéquate de fonctions réguliéres qui approchent u et vérifier
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sur u" les estimations ci-apres. Le raisonnement complet est délicat et technique,
nous renvoyons donc a [[4], Lemme 6.2] pour les détails.

Donnons nous a €]0, 1] et choisissons R €]Ro(1+ %), Ro(1+ )| tel que V(RY)
soit régulier. Notons alors ¢, la solution de

Ou Ou
—Apy = e A 92, sur W(Ry),

o = 0 sur V(Ry).
D’apres le Corollaire 2.3,

1/2
( / |V<po|2) <G / IVuf?dz = Cy A (RY). (4.14)
W(R.) W(R;)

Intégrant [y, %‘%Qlds sur Pintervalle r €]Ro(1 + <), Ro(1 + 22)[ nous voyons &
’aide de la formule de la co-aire et de (4.14) que
9%o

Ro(1+%)
/ (/ ds) dr < / | Vol |[Vu| < Ca A (RG)2.
Ro(1+%) V(r) v W(R})

Il existe donc Ry €]Ro(1+ £), Ro(1+ 22)[, tel que

/V(R:o

Multiplions alors (4.1) par u et intégrons sur W(Ry). Nous obtenons

4C,
< " 3/2. .
ds < 5o A (BD) (4.15)

0o

ov

/ u.Au dz = -2 H(u)Aypp.udz
W(Ry) W(Ry)

et donc

A(Rg) = 5 8|u|2d -2 V(H(u)u)Veedz + 2/ H(u)u. ————ds

V(R") ay W(R")

Par construction ﬂaivﬁ < 0 sur V() et en utilisant (4.12), (4.14) et (4.15) nous
obtenons

802R0

A(R3) < Cs A (Ro)*? + | H] 1= A (Ro)?

soit

NCAREEINI A

Prenons alors R; = Ry(1 + a), il vient



Cy

A(By) < — A (Ro)*2. (4.16)
Prenons alors ¢ tel que
gl/? 1
o, <= :
- Cy < T (4.17)

il résulte de (4.16) que (A(Ro) < €))

1
A(-Rl) g Z /\ (Ro).
On reprend alors la construction avec R, remplacé par R, et oy = a par a; =
@o/2. On note R, = Ry(1+ %) de sorte que
AJa) € BN R < () A ()
< SAA(R) KA (R).

Ainsi en prenant R, = (1 + 5= )R,_; on vérifie que A(R,) < 3 A (Rn-1) et donc
A(lim R,) = 0. ]

4.4 Le cas ou (1 + |us])

gu—}i(u)l est borné

Nous généralisons les Théorémes 4.1 et 4.2 en faisant une hypothése plus faible que
(4.4) et (4.10).

Théoréme 4.4 ([5]) On suppose que H est bornée et que

sup (1 + |us|) < 00. (4.18)
R

ue

OH
a—%'(u)

Soit u € H} (D?, IR®) vérifiant (4.1), alors u € C*(D?, IR?).

Remarque 4.5 I est clair que (4.18) peut étre remplacée par : il existe n €
IR®,||n|| = 1 tel que

sups(l + |u.n|)|n.VH (u)| < oo. (4.19)

u€

Schéma de la preuve du Théoréme 4.3. La preuve compléte, délicate et technique, est
donnée dans Bethuel-Ghidaglia [5]. Nous nous contentons d’en donner quelques idées.
En fait le Théoréme résulte de 'inégalité (4.21) ci dessous. En effet (4.21) implique
que u est holderienne sur D? et par le résultat de Tomi déja cité, u € C°(D?, R?).



Proposition 4.6 Donnons nous zo € D? et r > 0 tels que B(zy,7) C D2. Il existe
deuz constantes 7 > 0 et 6 €]0, 1 telles que si u vérifie (4.1) et

[ v <m, (4.20)
B(zo,r)

alors

1
T(zo,7,0) < ZT((IIO, r,1) (4.21)
ou

1/2
1
T(zo,7,6) = 2 = / . (4
(20, 7,8) ( /B o[V dm) o Lo, (Vul + V) do. (4:22)

Pour montrer ce résultat on s’appuie sur le Lemme 4.7 ci-aprés. Introduisons
quelques notations. Soit v la trace de u sur S(zg, 7o) le bord de B(zo,7) et u® son
extension harmonique :

Au® = 0 dans B(z,70),

uP = v sur S(zo,70).
On désigne par K et M les constantes :

K = sup (IHWI+(1+ )

u€g

O0H
gu—a(u)

)

M= 1 / u® ds.
27FT0 S(xo,m0)

Lemme 4.7 Supposons que |y — M|Lo(s(zo,r0)) < 1 €t que fB(xo’ro) IVu|? < 1. Il
eziste une constante C qui ne dépend que de K telle que

/ IV (us — u2)|? dz < C(ESE + (EsE)M? / IVuy| ds).  (4.23)
B(z'o,ro)

Zo,To

Dans cet énoncé on a noté

Es= / |Vus| dz, E = IVu|? da.
B(zo,ro)

B($0 ,To)

Montrons d’abord comment la Proposition 4.6 résulte du Lemme 4.7. Donnons
nous 7, €]0,1[. D’aprés le Théoréme de Fubini, nous pouvons trouver ro €]r/4,r|
tel que la restriction vy de u & §(zo, ) vérifie
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2

3
/ VA2 ds < 30 et / V| ds < = / Vu| de.  (4.24)
S(zo,r0) r S(zo,r0) T JB(zo,r)

Ainsi en utilisant (4.20) et (4.23) (sous réserve que ||y — M||Lw(s(zo,r0)) < 1),
nous voyons que

1/2 2
/ IV (us — ub)? do < Cil? ( / Vg 2 da:) 41 IVuy| | (4.25)
B(J!o,ro) B(:L‘o,r) T B(:x:o,r)

D’autre part puisque ul est harmonique, on a (voir par exemple Gilbard et

Trudinger [29)]) : il existe une constante absolue C, telle que pour tout 6, €]0, 1],
p>0

/ |Vul|? dz < 003/ |Vul|? dz.
B(zo,00p) B(za,p)

Ainsi

/ IVul|? de < C, 02 / IVah? de < C02 / IVul|? do. (4.26)
B(Io,ooro) B(.‘L‘o,"o)

To,r

En combinant (4.25) et (4.26), il vient

1/2 2
1
/ [Vus|? dz < C(n/? + 62) / Vus?) 4= / IVuy| | (4.27)
B(to,oofn) B(Eo,f') r B(’:o»r)

En écrivant que ¢ = u; — u} vérifie

Ap = 2H (u){u?, 4%} dans B(zo, 7o),

¢ = 0 sur S(zo,70),

et en utilisant des techniques similaires & celles qui précedent, on montre que

1/2
1 1
— / |Vul| < Co | mo'? / IVus?)  += |Vuy| da |(4.28)
007‘0 B(%0,0070) B(zo,r) T JB(zo,r0)

ainsi que

1/2
%/ |Veldz < Crg’® (/ |Vu3|2) . (4.29)
B(zo,ro0) B(zo,r0)

1l résulte alors de (4.28) et (4.29) que
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1/2 1/2
—1—/ |Vu,|dz < o / |Vus|®dz + b |Vu,|dz ({4.30)
00T0 B(zo,80r0) 00 B(zo,r) T B(zo,r)

Puis en utilisant que r < 47, (4.27) et (4.30) on trouve (avec la notation (4.22))
que

0
T (wo,r,f) < K(19,60)T(20,7,1) (4.31)
ol |
171/2
K(10,60) = C (00 +olt + —;—~) : (4.32)
o

Prenons 6, = (8C)~! puis 7, assez petit pour que 8C’(17é/4 + 8C175/2) < 1let

ﬁ fS(zo,ro) |V7| <1 (VOil‘ (424))

Alors ||7 = M||peo(s(zo,ro) < 1 €t

0o 1
2)g-= :
T (xo,r, 4) < 4T(xo,r, 1)

La preuve de la Proposition 4.6 est achevée. Reste donc a montrer le Lemme 4.7.
Tout d’abord puisque ||y — M||Le(5(z0,r0)) < 1, le principe du maximum montre que
Hug -_ M”Loo(B(ro’ro)) < 1et dOIlC

[u3llzo(B(zoropy < 1+ M. (4.33)
D’aprés (4.1),
A(us — ul) = 2H (u){uy, us} dans B(zo, 7o),

ug — ul = 0 sur S(zo,70),

et donc

/ |V(us — ud)|? dz = —2I (4.34)
B(.‘Do,i‘o)

ol l'intégrale & estimer pour obtenir (4.23) est

I= H(u){u',v*}us — ul) dz. (4.35)
B(:Bo,f‘o)

Pour estimer (4.35), on utilise deux techniques différentes selon que M est grand
ou petit. Par exemple selon que |[M| < 10 et |[M| > 10. Nous traitons le cas |[M| < 10
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renvoyant & [5] pour l'autre cas.
Introduisons alors les ensembles de niveau de u; :

W1(61,62) = {(E € B(.’Eo,?"o), 61 < ul(a:) < 62},

V1(é) = {z € B(zo,70), ui(z) = 6},

et on oriente la normale v & V'(6) de sorte que %‘;—1 2 0. Soit alors (7,v) le repére de
Frenet sur V*(§), associé a 1’asbisse curviligne s. Tout cela est loisible pour presque
tout §. Ainsi, sur V(§),

oul ou!
a5 =0 B

et par la formule de la co-aire (1.1), I s’écrit

= [Vu'l, ot 0%} = [vut] 22

I= /]R J(6) db (4.36)

ol

J(6) = /;1(6)H(6, Ug, u3)(uz — “3)_ ds. (4.37)

Ecrivons V() = U; w; pour les § tels que V() est 'union finie de courbes
fermées et régulieres et soit a; = Iu}_-l [, uads.

Nous avons I’identité

d wa 9F d d [
(8, up,05) 7 = -/ o (6.0, u) 52 Us g4 E/. H(6,\, us) dA

(ici o; pourrait étre n’importe quel réel). Ainsi

J(6) = J1(6) — Ja(8) (4.38)
J1(6) = % / (us = (dis / " H(E N u) dA) ds, (4.39)
1»(6) = / / | (a A ua)d'“‘( us — ul) dA ds. (4.40)

Puisque uz — u} = 0 sur S(zq, 7o),

Uz —mh
5i(6) = -5 ( H(6,\, us) d,\> iii’i%(zs—"i) ds
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et donc

17:(8)] < K% / lus — ]| V(ug — ub)]| ds. (4.41)

Quant 3 J»(d), puisque |ul| < 11,

17,(6)] < 11K, /w Juz ~ 4] [ Vug| d. (4.42)
En combinant (4.41) et (4.42),
17(8)] < 12K2,-/w |us — || Vug| + [Vub]) ds
et par le choix de oy, '

[ua — ai|Leo(w;) < / |Vu,| ds < / |Vu,| ds.
wi Vi(s)

Ainsi

17(6)| < 12K / Vuy| ds / (IVus| + [Vub]) ds. (4.43)
vi(s) Vi(s)

Puisque u est réguliere, J(6) est nul pour |§| grand et donc (4.36) est une intégrale
sur un compact de IR. Quitte & perturber légérement u!, on peut supposer que u!
est une fonction de Morse (i.e. le hessien de u! est non dégénéré aux points critiques
de u'), alors la fonction § — J(8) est continue. Dans ce cas on peut écrire / comme
limite de sommes de Riemman : Vu > 0,

I'=limp%,  7J(kn) (4.44)
ol py, € [n,u,(n + 1)u] est arbitraire.
Nous avons d’aprés la formule de la co-aire (1.1),

Ok LIVl + Vb)) ds d§ = [y [Vua|(|Vus| + V) d, y
(Jw, IVwsf? d2) ™ (fiy, (IVus| + [Vud])? do)

N

et

(n+1)u 1/2 1/2
/ ( / (|Vs] ds) 48 < ( / Va2 d:c) ( / (|Vual? dm)
ny V() Wa Wa

ot W, = W'(nu,(n + 1)u). D’aprés le Théoréme de la moyenne, il existe p,, €
Jnp, (n + 1)u| tel que V1(u,) soit régulier et

I-26



2 1/2 1/2
/ Vug| ds < 2 (/ Va2 dz) (/ (Va2 d:c) :
Vi(pn) M Wa Wa

9 1/2 1/2
/ (IVus| + [Va2]) ds < 2 (/ Va2 dx) (/ (IVus| + [Val])? da:) .
Vl(l‘n) l‘ Wa Wa

Alors par (4.43) :

17 ()] < 425( ( /w I da:) ( /W" Vg’ dz)llz ( /W (V] + V) dx>1/2(4.45)

Pour estimer [, |Vu,|* dz, on utilise le Lemme suivant :

Lemme 4.8 Pour tous §; et 6,,

ou,

ov

/ |Vu|? dz < |65 — 6] (/ |Au,| dz + ds) . (4.46)
W1(61,63) B(.’to,ro) S(l‘g,ru) ’

Cette inégalité s’obtient aisément grace a la formule de Green (cf [5]).

Alors puisque Au; = 2H (u){us, u3},

1/2 1/2
2K ( / | Ay ? d:c) ( / |Aug|? dz) + Vuy| ds
B(zo,r0) B(zo,r0) S(zo,70)

Revenant a (4.44) nous déduisons & ’aide de l'inégalité de Cauchy-Schwartz

/ |[Vuy|> de < p
Wi

BE ezl ()| < (BaE+ (BoE)? [ |V ds) (4.47)

S To,To
(on a utilisé que [z, |Vu3]® dz < [5,, 0 [Vusl® d2).
Enfin (4.44) et (4.47) conduisent a (4.23). ]

4.5 A propos de la fonctionnelle Fy

La fonctionnelle Fy introduite en (4.2) - (4.3) est bien définie sur H(D? IR’) N
L= (D2, IR?) et

1 2
IFH(u)I < §|Vu|%=(m) + §|H|Loo(ns)|u|Lac(D2)|VUI%Z(D2). (448)

En fait nous allons améliorer significativement cette estimation en montrant le
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Théoréme 4.9 Etant donné un ouvert 2 borné et régulier du plan et une fonction
u € HY(Q; R®) n L2(Q; IR®) dont la trace sur OQ est notée v, on a estimation
sutvante

du Ou
’/QQ(U)-&: A a—xzdfv < 2|H | ooy (2V2 V3a(q) + [7]Loo(00) | Vulfaqy)p- (449)

ot Q est défini en (4.3).

Démonstration. Nous allons utiliser la formule de la co-aire dans ’esprit de la
preuve du Théoreme 2.1. Pour commencer nous montrons une inégalité similaire a
(4.49).

Proposition 4.10 Soient u € H}(Q)N L®(Q) et v,w,€ H(Q). On a lestimation

‘[1/0 H(O’,’U,’U))dO’{’U,’W} dz < 4\/§|H|Lm(ma)|VuIL2(n)IV'v|L2(n)|leL2(n).(4.50)

Preuve de la Proposition 4.10. Quitte a changer u en Au, nous pouvons supposer
que [, |Vu|? dz < 1. Nous pouvons aussi supposer que u,v et w sont des fonctions
régulieres dans 2. On introduit alors

W((Sl, 52) = {CE € Q, 61 < u(.’v) < 62},

V(6) = {z € Q, u(z) = 6},
Wn = W(TL 77(""' 1)7)7 Wn = W(7n> 7n+1)

ol 7 > 0 est arbitraire et 7,, €]ny, (n+1)7[est & choisir ultérieurement (on imposera
que W, est régulier). On écrit alors

I= / / H(o,v,w) do{v,w}dz =X _zl, (4.51)
aJo

I, = /W,. /(Ju H(o,v,w) do{v,w} dz. (4.52)

Soit ¥, = (Y + Yn+1))/2, nous avons I, = J, + K, ou

K, = /w /0 ™ H(o,v,w) do{v, w} dz (4.53)
et
Jop = /W /:u H(o,v,w) do{v,w} dz. (4.54)
nJ7n
La deuxiéme intégrale s’estime par
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ol < 1 = Folzmi L=y [ 19011V0] da,

et par le choix de 7y,

ol < 29| H ey [ 1901IV0] de. (4.55)

Pour estimer K,,, on remarque que

/07" H(o,v,w) do{v,w} = {/ov /07" H(o1,02,w) do, do, w} (4.56)

et donc, & condition que W, ne rencontre pas 99,

v n dw
K, = / H(o0,,0,, w) doy doy)— ds. (4.57)
o Jo ds

V('Yn )UV('Yn+1 )

Les considérations d’orientations sur V'(vy,) permettent alors d’établir que

Yvez Kn =% c7zln (4.58)

ou

n—1

L,= / / / H(o, 03, w) do, dos | — ds. (4.59)
V(rs) \J0 J7 ds

Décomposons alors V(,) en composantes connexes fermées w; et soit v; =
7 Jus v ds. Nous avons

(
v
Ln = E;/ / / H(Ul, 09 ’U)) da‘l, d0'2 iw_ds,
wi Ju; JYpa ds
et donc
5 - dw
|Lnl < 23"7" - 7n—1| |H|L°°(R3)/' I'U -— 'vil E; dS.
Ainsi
Lol < 29\ Hlouey [ [Volds [ [Vl ds. (4.60)
V(rn) V(ra)

En fait seul W_, rencontre 9, par conséquent il faut réecrire (4.58) sous la
forme

S zkn =K1+ %, 10t R (4.61)
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_ v Yo dw
R =/ / / H(oy, 02, w) doydoy —ds—
vire)Jo Jo ds

v Y-
“‘/ / / H(O’l, g9, w) dO’ldUg ilgds.
V(v-1)Jo Jo ds

En répétant la technique qui conduit a (4.60), on obtient

|B| < 29| H | pomiany 22, / V| ds.
V(rs)

Choiz de v,. Par la formule de la co-aire,

(n+1)y

/ (Vo] + |Vu|?) 2| V| dz = /
Wa n

(4.62)

(4.63)

(/ (IV0f + |Vow[?)/? ds) dx.
¥ V(2)

Ainsi, quelque soit € > 0, il existe ¥, €]n7y,(n + 1)y[ tel que V(7,) soit régulier

et

/ (IVol? + [Vwl2)2 ds < 2F€ / (IVo[2 + [V /2| V| do.
V(vn) v Wa

En revenant a (4.51) et en utilisant (4.61),

I=1I,+ 2nEZ\{—l,o}Lﬂ +R+ EmzZ\{—l}']"
et alors par (4.55), (4.60), (4.63) et

1] < Y H |z /W 190V da,
on obtient avec (4.64) que

1+ ¢)?
1< 21wy [ (o190l190] + EEL

Puisque € > 0 est arbitraire, on peut faire ¢ — 0 et donc
1
11 < 2B ey [ 90Vl + =90l + V)] de.
1l est clair que pour montrer (4.50), on peut aussi supposer que

/ |Vol?dz < 1et / |Vw|?dz < 1 et alors (4.65) devient
Q Q

2
|| < 2|H |2 (7 + ;)

et (4.50) s’obtient par le choix du 7 optimal.
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Afin de montrer (4.49), nous généralisons la Proposition 4.10 au cas ol u €
HY{(Q)N L=(Q).

Proposition 4.11 Soit u € H}(Q)N L*®(Q) et v,w € HY(Q). On a lestimation

‘LA H(O‘, v, w) dO‘{’U, w}dz S Q‘Hle(Rs)(Q\/ilvule(g) + I'u|Luc(an)).
.IV’DILz(n)!V’w!Lz(Q). (466)

La démonstration de ce résultat suit celle de la Proposition 4.10, c’est pourquoi
nou I'omettons. Enfin 'inégalité (4.49) est une conséquence immédiate de (4.66).

5 Compacité faible de I’ensemble des solutions des équa-
tions d’Euler stationnaires

Etant donné un ouvert simplement connexe, borné et régulier Q dans le plan et une
force f € L'(Q, IR?) on dit u € L*(Q; IR?) vérifie les équations d’Euler stationnaires
incompressibles avec force f (au sens faible) dans € si

divu = 0 au sens des distributions dans (, (5.1)
u.v = 0 au sens des distributions sur 912, (5.2)
/ (w®u:VVin+ f.V4n) de = 0, Vo € D(Q), (5.3)
Q
ol Vip= (:—:2, "'z%ﬂ{) , v désigne la normale unitaire extérieure sur 9 et (uQu);; =

U; Uj.

Remarque 5.1 Siu € L() vérifie (5.10) alors u.v peut &tre défini dans H~1/2(99Q)
et (5.2) prend sens. [ ]

_ On suppose que I’on dispose d’une famille (uf, f%)e>o0 de fonctions régulieres sur
Q telle que u¢ vérifie les équations d’Euler stationnaires incompressibles avec force

feet

f¢ converge vers f dans L'(9), (5.4)
ouy,  0uj

Pyl - . 5.5

seg%n<lu|+al‘1 awz)dm<oo (5.5)

Notre objet est de montrer le résultat suivant.
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Théoréme 5.2 Soit u appartenant & la fermeture faible dans L*(Q) de (uc)eso-
Alors u vérifie les équations d’Euler stationnaires incompressibles avec force f.

Ce résultat est prouvé dans Bethuel-Ghidaglia [3]. Le cas Q = IR? a été traité
par Di Perna et Majda [13] et Alinhac [1], voir aussi Evans [14]. La preuve que nous
donnons ici utilise la formule de la co-aire (cette preuve est aussi valable pour le
cas @ = IR?) ce qui nous permet de préciser (quantifier) la mesure de défaut de
convergence (dans la terminologie de [13]).

Nous allons indiquer de quelle maniére la formule de la co-aire intervient dans la
preuve du Théoréme 5.2. Tout d’abord puisque 2 est simplement connexe, écrivons

uf = V(¢ dans Q, (¢ = 0 sur 09.

Il résulte de (5.5) que (* est borné dans H'(Q) et que AC(‘ est borné dans
L'(Q). Si u est valeur d’adhérence de la suite (u®).»o dans L*(Q) - faible, alors
u = V*(, ¢ € H}(N) et { est valeur d’adhérence de (¢ dans H}(Q) - faible. Bien
que (¢ soit réguliere, rien ne garantie que ( le soit, on construit alors une famille
(¢s)s>ode fonctions réguliéres qui s’annulent sur 9 et telles que

(s converge vers ¢ dans Hy(Q) — fort et A(; est bornée dans L'(f).
Une telle famille peut étre obtenue en considérant la solution du probléme de

minimisation

- 2, 19=CP
wenf}f;?n)/{lvw ¥ IC"—CIm(m} 4

ot la famille ¢’ converge faiblement vers { dans H}(Q).

Si ({*)e>o convergait fortement vers ¢ dans H}(Q), le Théoréme 5.2 serait évident.
Il s’agit donc d’estimer la fonction |u®(z)—u(z)|? et c’est pourquoi nous introduisons
les ensembles de niveau de (* — (; : pour 7 > 0 nous notons

Wi(7) =A{z € Q,|¢*(=) — {(=)] > 7}
la surface de cet ensemble tend vers zéro lorsque € et § tendent vers zéro puisque
3 € 1 €
Aire (W;(7)) < ;§|C - C6|%2(n)a (5.6)

et nous savons que (* converge fortement vers ( dans L?(Q) lorsque ¢ tend vers zéro
(dorénavant nous notons aussi (* la suite extraite qui converge vers ().

Ainsi, au sens de la mesure de Lebesgue, W;(v)* = Q\W;(y) et un “gros”

ensemble et nous allons estimer |u® — us| sur cet ensemble (voir (5.9). A cet effet
notons

Co= sup [ (IVCP+ VG +1AC] +]AG]) de. (5.7)
§>0,e>0J0
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Proposition 5.3 Il eziste une constante C; qui ne dépend que de C, telle que pour
tous €,6 et v positifs, il existe 7§ € [v,27] tel que W§(v§) ait pour frontiére une

réunion finie de courbes réguliéres dont la somme des longueurs, notée I, vérifie
. C
I < -7—21|c — (slzaa)- (5.8)
De plus,
/ lu€ — ug|? dz < Cy7, (5.9)
LG
: €(aE ICE - C5|2 2
Aire (W;(75)) < TL Q). (5.10)

Démonstration. Appliquons la formule de la co-aire (1.1) avec g = 1, f = |¢* — (5]

et X = Wi (27)\W5(7).
Il vient
2v
J vl =il de = [ (@) do,
X ¥
ol I§(o) est la longueur de la frontiére de W§ (o).

Nous avons donc

2y
[T de< [ 19l -l da
v W(v)

et par (5.6) et (5.7) :

2 2C,"
| i) do < et = Gl
A

D’apres le Lemme de Sard et la formule de la moyenne, il existe v € [v,27] tel

que W§(7§) est régulier et

3Ca?
72

5 =1(15) < 1¢° = Gslaay- (5.11)

Nous avons obtenu (5.8), alors que (5.10) résulte de (5.6). Reste donc a montrer
(5.9). Pour 'instant nous n’avons pas utilisé ’estimée L! sur A¢®. L’inégalité (5.9)

va en résulter.

Nous notons

W, = {z € Q,(z) - () > 7},
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W_={z€Q, *(z) - Gs(z) < -7},

V= 0W, et V. = OW_.

Par la formule de Green

- / A(CE = C5)-(CF = C5) do =
Ws(v)e

¢~ )| dz - AN (S )
/W;(7)c IV(¢* = G)I* dz /a(w;(y)c)(c C&)'————an ds. (5.12)

D’autre part

‘ _ [ 9 -G)
- [ A - de= [ S,

et donc d’apres (5.7)

/‘/t&;;—cg ds‘ < 2C,.

Ainsi revenant a (5.12) nous obtenons en utilisant & nouveau (5.7) que

/ IA(CE — C6)|? de < 4Coy
Wi(v)e

et (5.9) est prouvé.

La proposition 5.3 est la premiere étape de la preuve du Théoréme 5.2. Suivent
alors deux autres étapes. la suivante “traite” des effets du bord : contrairement aux
apparences, le Théoréme 5.2 n’est pas un résultat local et ceci est du aux termes
de pression qui sont cachés dans la formulation (5.3). La derniére étape utilise les
deux précédentes et la technique de Di Perna - Majda [13]. On renvoie a [3] pour la
démonstration compléte.
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