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1 Introduction

Etant donnés / ç C\JR2, IR) et g ç C°(Si\ 2R+), la formule de la co-aire de Fédérer
et Fleming (voir par exemple [18]) sur 2R2 muni de la mesure de Lebesgue affirme
que pour tout ensemble mesurable X C 1R2,

/ g\^f\dx^ f ( [ g d s ) d \ (1.1)
f J x J I R J x x

où X\ == /^(À) n X et s désigne l'abscisse curviligne sur X\ (qui est l'intersection
avec X d'une réunion finie de courbes régulières pour presque tout À 6 JR).

Notre objet ici est de donner plusieurs applications de la formule (1.1) dans le
contexte des équations aux dérivées partielles. Nous rassemblons dans ce texte cer-
tains résultats de [3] 5 [4], [5], et [6] qui font appel à cette formule.

Ainsi au chapitre 2 nous étudions l'équation linéaire sur un ouvert fï du plan

-A<^ = g(u,v)(^-^) dansîî,
y = 0 sur ôfi,

et nous montrons que la norme L°° de y? peut se majorer par 2|ff|^oo(jî2)[VîA|^2(^)|Vî;|^2(^).
Autant le résultat que la démonstration se trouvent être utiles dans des questions
liées à la régularité des solutions de problèmes non linéaires, comme celui qui fait
l'objet du chapitre 4.

Au chapitre 3 nous donnons diverses généralisations et compléments aux résul-
tats du chapitre 2, notamment nous montrons le lien de ces questions avec l'espace
de Hardy Ti^IR2) et son dual BMO (JR2).

Comme nous l'avons mentionné, le chapitre 4 est l'occasion d'appliquer les ré-
sultats et les techniques des chapitres 2 et 3 au problème de l'équation des surfaces
à courbure moyenne prescrite

--, , ou 9u
^u = 2H(u)—— A T—

ôx^ ôa-2

où u : û -^ 2R3, îî C 2R2, paramètre une surface de JR3.

Le chapitre 5 est d'une toute autre nature, son objet est de montrer comment
la formule de la co-aire (1.1) permet de tirer partie de bornes L1 sur la vorticité de
solutions des équations d'Euler stationnaires incompressibles.

2 Une équation linéaire modèle
Soient u et v dans .ff^O), où SI est un ouvert borné et régulier dans le plan 2R2, et
g : Si2 —» JR. On considère le problème

— Ay = ff(n, v){u^ v} dans Q, (2.1)
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y = 0 sur ôfi, (2.2)

où on a noté

, . 9u 9v 9u 9v ,
M=^^^^- (2-3)

Théorème 2.1 On suppose que g ç. C°(JR2, 2R) est bornée. Le problème (2.1) - (2.2)
possède une solution unique y ç M^'^îi) et y ç. JP(ÎÎ) H C°(îî). De plus

M£~(ÎÎ) < 2|^|^oc(^)|V^|^(n)|Vî;|i,2^), (2.4)

IVyl^o) < v/2|ff|L~(/^2)|V^A|I,2(n)|Vî;|^2(^). (2.5)

Remarque 2.2 L'inégalité (2.5) découle immédiatement de (2.4). Pour cela il suffit
de prendre le produit scalaire dans ^(fï) des deux membres de (2.1) avec y.

Donnons un corollaire du Théorème 2.1 :

Corollaire 2.3 La solution y ç W^Çfl) de

A<p = {n, v} dans fî, (2.6)

y = 0 sur 9^1, (2.7)

appartient à H1^) H C°(Ù) et (Co = 2)

\V\L^W < CO\VU\^W\^V\L^), (2.8)

|Vy|^) ^ VCO\^U\L^)\VV\L^). (2.9)

Ce résultat avait été montré par Wente [27] (voir aussi Brezis-Coron [9]) dans
une version plus faible : la constante Co pouvait dépendre de 0. Au paragraphe 4.1
nous donnons une application du Corollaire 2.3 qui utilise de manière essentielle que
Co est une constante universelle.

Remarquons que (2.9) a pour conséquence une inégalité remarquable (voir Brezis-
Coron [9] pour son application), voir aussi le Corollaire 3.10.
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Corollaire 2.4 Etant donnés u, v dans ^(O; 2R3) e< w 6 ̂ (^î ̂ î

^ w- (ô^ A ê) ^ ̂  2 lvwl^wlvnl^wlv^;l^w• (^lo)
Preuve du Corollaire 2.4' On note y, la solution de (2.1) - (2.2) pour ÎA = u^ et
v = 1:̂ 2. On a

^•te^) dtc = -S?=l^w,Ay,^=E?=l^Vw,Vy,^
^ 2 E?=i|Vw^^)|V^|^(n)

d'où (2.10). •

Démonstration du Théorème 2.1 On commence par faire une remarque sur la fonc-
tion de Green du problème de Dirichlet pour le laplacien sur îî. On note G{x^ m) la
solution de

- A^G(x,m) = 6m(x) pour x ç îï, (2.11)

G(x, m) = 0 pour x ç ôîî, (2.12)

où 6m désigne la masse de Dirac en m ç îî. Puisque la fonction x ^ G(x^m) +
•^ log |a* — m| est régulière sur îî, il résulte que

<?(., m) est régulière sauf en x = m, (2.13)

G(.,m) est régulière sur ses ensembles de niveau

W(7i,72) = {x € fi, 71 < G{x,m) ̂  72}, 7i € 2R. (2.14)

De plus G(.,m) est positive dans îi\{m} (une conséquence du principe du max-
imum).

La fonction Va.G(.,m) n'appartient pas à ^(îî) (puisque 6m ^ .ff"'l(îî)) mais
Va;G(.,m) ç Z^(Q\{m}) et on a l'identité remarquable suivante ([8], p.241).

Proposition 2.5 Avec les notations qui précèdent, pour tout 71 et 72 avec 0 ^ 71 ^
72 < 00,

/ |V,G(.r,m)|2d.K=72-7l. (2.15)
^(7i,72)
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Preuve. D est clair qu'il suffit de montrer (2.15) pour presque tout 7,. D'après le
lemme de Sard, pour presque tout 7,, l'ensemble ^(71,72) est régulier et (on omet
le paramètre m)

/ |VG|2 dx = - / (G - 71) AG dx + f (G - 71)^ da.
*^(7i,72) ^(7i,72) JQW(^^) ÔV

Puisque m ̂  ^(71,72), AG = 0 sur ^(71,72) et donc

9G d̂o-[ |VGf^=(72-7i)/ ^da (2.16)
^(7i,72) JV(^) 0^

OU

V(7) = {^ ç n; G(^, m) = 7}. (2.17)

D'autre part

1= / -^Gdx= I 9G da.
JG(X)^ JY(^) àv

et donc (2.16) conduit à (2.15). •

La solution de (2.1) - (2.2) est donnée par la formule (voir la Remarque 2.7) :

y{m) = / g(u,v){u,v}G(.,m) dx, (2.18)
Jn

et nous voulons borner y (m). La première idée consiste à décomposer û suivant les
ensembles de niveau de (?(., m). Pour cela donnons nous 7 > 0 et 7^ ç]n7, (n +1)^[
(7 est arbitraire et 7yi sera choisi par un argument du type formule de la moyenne,
voir (2.21) ci-dessous). On remarque que

Q\{m} = U^Wn, Wn = m7n,7n+l), 7-1 = 0,

de sorte que (2.18) s'écrive

oo .
V^77^ ]C /- 9(^v){u,v}GÇ^m)dx. (2.19)

n=-lvw^

Choix de 7^. Appliquons la formule de la co-aire (1.1) avec g = (IV^p+IVt;!2)172, /
<?(., m) et X == W(7n, 7(n + 1)) :

F rl+1/ (|Vn|2 + |Vî;|2)1/2 ds d\ = / (|Vn|2 + IV^n^lVGI ̂ (2.20)
</7" ^^(À) Ay(7n,7(n+l))

D'après la formule de la moyenne, V^ > 0, il existe 7^ ç]7n,7(n + 1)[ tel que
V (7n) soit un ensemble régulier et
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/ (|Vn|2 + MY^ds ^ 1-^ / (|Vn|2 + IV^^IVGI <te, (2.21)
^VÇ-Yn) 7 ^Wn

où W^ = lY(7n,7(n+ 1)).

Revenons alors à (2.19) avec ce choix de 7^ et notons que sur Wn<, G(., m) est de
l'ordre de 7n = ^•^"•t-1. Ceci nous conduit à récrire (2.19) :

00 00

V^ T -L \^^y(m) = J_i + ̂  J» + ̂ (7n^n) (2.22)
n=0 n=0

OU

1-1= f g(u,v){u,v}G(.,m)dx, (2.23)
Jty-i

J»=/. g(u,v){u,v}(G(.,m)-^)dx, (2.24)

Jif"=/. ff(u,v){^,v}da;. (2.25)
JWn

L'estimation de J_i est immédiate puisque 0 ^ G(.,m) ^ 7 sur IVi :

l^-il < 7lff|L~(^) / |V^||Vz;| dx.
Jw-i

Dans le même esprit, puisque sur Wn, |G(., m) — 7^1 [ < ^,

|<7n| ^ 7|ffk-(^)/ |V^||Vî;| cte, n ̂  0.

Ainsi

oo ,
|Z_i + y"Jj ̂  7l^k-(^) / |VÎA||VÎ;| ̂

n==0 J"

disparaîtra dans l'estimation finale à la limite 7 --> 0.

Le coeur du problème revient donc à estimer

E^A.
n=0
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La difficulté provient du fait que 7^-^00 avec n mais en fait nous allons voir
que (2.29) est une somme téléscopique, cela provient du fait que g(u,v){u,v} a une
structure particulière.

Notons

.u(x)

w(x)= / g(s,v(x))ds, (2.30)
Jo

un calcul montre alors que

g(u,v){u,v}= {w,v}. (2.31)

Remarque 2.6 La norme de w dans H1^) ne peut être estimée en fonction de
celle de u et v dans -ff^û).

Grâce à (2.31), Kn s'écrit

Kn= L {^^}dx. (2.32)

Mais {w,v} = ̂ (w^) - ̂ w^) et donc

/ {w, v} dx = / w — ds
Jwn JôWn ds

où Pabsisse curviligne s sur 9Wn est choisie de sorte que la normale v du repère de
Frenet sur 9Wn soit extérieure à Wn. Si par contre on oriente s sur ^(7) de sorte
que ̂  > 0 on a

y ! 9V ^ ( 9V ^K^ == / w^"' ds ~~ / w^"' d5/ 9v , f= / w— d5 - /
•m-y^ ^6 ./v(fV(^) OS ^(7n+l) <76

(2.33)

et (2.29) s'écrit

K.^.K^-i./^ «^ &+S(,,-,..0 f^/^^. (2.34)

Nous avons 7o ^ 7 et 7» — 7n_i ^ 7 de sorte que

\K\^^Y\! w ^ d s . (2.35)
^ |./V(7») OS

Fixons n et décomposons (̂711) en composantes connexes a?,, i = 1, ...,&. On
observe que

/ w 9- ds = 1 ( F^ g(a,v(a)) da\ (h ds, VA e 2R,
*/u>, VS J^^ \w^ ) uv

1-7



et donc

y va — ds < |ff|£oo(^) y |u(5) - À| — ds, VA € 2R,

Prenons À = — f^. u(s)ds, il vient après sommation sur i

[ 9v , ^ . . [ 9u , f
j w— ds < \g £~(^) / -o- ds

JV(fn) US Jv(fn) OS Jv>V(-l,)

(h
'os

ds. (2.36)

Par le choix de 7,» (voir (2.21)), il vient

^ w^ ds < l̂ îl-t̂  J^ (|Vn|2 + IVvj^^^VGI dx,

et donc

| / w^ ds ^ Ip)^^0- !̂ / (|Vy|2 + W2) dx
\Jv^) ds 7 Jw^

par l'identité J^ ^G^dx = (n + 1)7 - n7 = 7.

Ainsi en revenant à (2.35) :

|̂ | < (1 + e)2!^»^) / (|Vu|2 + IV^I2)^.
Jîï

Ainsi en rassemblant (2.22), (2.28) et (2.38) :

(2.37)

(2.38)

\v{rn)\ ̂  |ff|£oo(^)(7 / (|Vu| + \^v\)dx + (1 + e) [ (|Vu|2 + W)dx), (2.39)
Jn Jn

et en faisant 7 — ^ 0 , 5 — ^ 0 :

|y(^)| ̂  lffk~(^) /(iv^l^ IVî;!2)^.
^n

(2.40)

On remarque alors que si (n,^) est changé en (/^/z'"1^), ^ > 0, y est inchangé de
sorte que

|y(m)| ̂  HL°W^ / |V^|2^+^2 / |Vz;|2^)
JQ, JSî

et (2.4) est obtenu en prenant le ^ optimal. •

Remarque 2.7 Dans la preuve qui précède, nous avons implicitement supposé que
les fonctions u^v et g étaient suffisament régulières. Pour montrer (2.4), on procède
par régularisation : u€^v€ et (f- approchent u^v et g ce qui produit y s régulier et
vérifiant (2.24) puis on passe à la limite e —^ 0 et y?e —^ V par l'unicité de solution
pour (2.1) - (2.2) dans Ï^J'^ÎÎ) (par exemple). Le fait que y soit continu sur Î2 est

1-8



bien plus délicat puisque la convergence de y?g. vers (p n'est pas uniforme sur îî. Nous
renvoyons au paragraphe 3, Corollaire 3.6 pour ce point. Toutefois lorsque g = 1, un
des cas que l'on rencontre naturellement dans les applications, on peut donner une
démonstration très simple car

-A(^ - ¥^) = {u, - u,,, v,} + {u^,v, - v,.}

et alors par (2.4),

\Ve - V^K^) ̂  2[|V(n, - U,,)\L2(fï)\VVe\L^) + |V< 1^(^)1 V(î;, - V^)\L2(^)],

ce qui montre que (fie est une suite de Cauchy dans C°(Î2) et permet d'affirmer que
yec°(îî).

3 Généralisations et liens avec Pespace de Hardy ̂ (JR2)

3.1 Quelques rappels

Rappelons que l'espace de Hardy T-^iR^) est

H^S^) = {/ ç Z1^), F C L^H^)} (3.1)

ou

f\x) == sup
£>0 ^/«""(^^^ (3•2)^ JIR^ \ e

et p ç Cy^lR^),/) ^0, p ̂  0 (FefFerman et Stein [17] ont montré que cet espace ne
dépend pas du choix de p). On peut caractériser T-^JR^) par le fait que / ç ^(IR^)
et que Rjf ç. £1(2R^),J = 1, ...,^ où les Rj sont les transformées de Riesz de sym-
bole Çy/|^| en variables de Fourier ^.

Le dual de ^(TR^) a été identifié par FefFerman [16] comme étant l'espace
BMO (iR^) de John et Nirenberg. Rappelons que / ç L^ÇS^) appartient à
BMOÇIR1^) s'il existe une constante C telle que pour toute boule B C ffî^, il
existe une constante 7 = 7(5, /) telle que

[ \f{x)-^dx^C\B\. (3.3)
J B

La meilleure constante C dans (3.3) est noté ||/||^MO ce V^ définit une norme
sur -BMC^-ffî^) quotienté par les fonctions constantes.

Ces espaces interviennent de manière naturelle lorsque N = 2 en liaison avec
l'opérateur de Laplace en partie en raison des deux observations qui suivent.

Proposition 3.1 La solution élémentaire du Laplacien dans Si2 : —•^\og\x\ ap'
partient à BMO(IR2) .
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Proposition 3.2 L'espace de H1 homogène :

H\IR2} = {v ç £L(^2), Vî; ç Z^2)}

s'injecte continuement dans BMOÇffi2).

La Proposition 3.1 est le résultat d'un calcul élémentaire, alors que la Proposi-
tion 3.2 est "évidente55 en utilisant une décomposition en ondelettes (Meyer [23]).
Toutefois on peut donner une preuve directe de la Proposition 3.2. En effet prenons
B = B{x, r), r > 0 et 7 = j^y f^ f(y)dy. Soit (à x et r fixés) g(uj) = f(x + ru) et
^(fiO = |B((U)I ^B(O,I) ff^)^- D'après l'inégalité de Poincaré sur 5(0,1), il existe une
constante Cp telle que pour tout h € H\B(0,1)), j^^ ̂  ̂  |/î(o;) - m^))2^ ^
Cp fffçQ ^ [V/i^)!2^ et donc en prenant h = 5,

——T. / l/(y) - 7l2^ = r—.Tî / 1 )̂ - m^)!2^
|5(a;,r)|JB(a-,r) |5(0,1)1 JB(O,I)
^ Cp \ |V5(o;)|2^ = Cp f |V/|2^,^ ^p

^B(0,l) ' JB(x,r)^B(0,l) JB(x,r)

d'où

11/IÊMO(^)^^/^JV/|2^. (3.4)

3.2 Une autre démonstration du Théorème 2.1 lorsque fî == 2R2

Soient u et v dans Jî^JR2) et 5 e CÇnf.ffI) H ^^(JR2,^). Sous réserve de donner
un sens à la convolution de ff(n,î;){îA,î;} avec le noyau --^}.og\x - y|, on dispose
d'une solution y de

- Ay? = ff(^, î;){îA, v} sur 2R2 (3.5)

en prenant

y(^) = ̂ 7^j^9(u(y),v(y)){u(y),v(y)}log\x - î/|dy. (3.6)

Afin de donner un sens à (3.6), nous montrons l'estimation suivante.

Théorème 3.3 Soient u et v dans à\St2) et g ç C(2R2,2R) H .^(iR2,2R). La fonc-
tion g(u^v){u^v} appartient à l'espace de Hardy %1(2R2) et

\g(u, v){u, v}\w(n2) < C\g\L^n^u\L^)\Vv\L\R^ (3.7)

Avant de montrer ce résultat, remarquons qu'il entraine que y définie en (3.6)
appartient à £°°(2R2) grâce à la Proposition 3.1 et à la dualité 7^1 — BMO (voir la
Proposition 3.5 plus loin).
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Preuve du Théorème 3.3. Puisque f(x) = g{u{x), v(x)){u(x),v(x)} est
dans ^(ffî2), il reste à montrer que /* ç ^(JR2). Prenons p tel que Jm2 p = 1 et
supp p C 5(0,1) puis notons

/•"(y) i r
^(y) = / 9(^v(y))ds, À = —— / î^)(fo. (3.8)

A TTr2 ./B(;r,r) /

Nous avons / = {w, v} et donc

^M^) /̂,J^-<)^
OÙ

^.(y) = ̂  CT • D'après (3.8), |w(y)| < |<?M<2/) - À| et donc

^ /^ Ay)/) (^)dy ^CM^ L.M -wdy' (3-9)/B(x,r)

Puis nous continuons comme dans Coifman et al [12]. Le membre de droite de
(3.9) est borné en utilisant par exemple :

3 \ 1/3 / V 2/3^/^ ̂  ̂ ^^ (^L> ̂ '^"'(ÂLj^i^? J^ I"—1! ̂ '^ ^ ̂  A,,, l̂  ̂  À /.,,„ i7^)'"2-"
(par Pinégalité de Sobolev, rappelons que À = —- / u(y)dy)

^r~ JB(x,r)

( \ 5/6 / ^c ?/,<„„ w"fs) ^L^"^,^ C - / \Vu \^dy [- |Vt;(
Vr2^,,)' y ) {r^B^r) v

<CrM(|V^|6/5)5/6(a•)M(|Vî;|3/2)2/3(a:),

où M(g)(x) == sup{^^y.^ |ff|d2/^ > 0} désigne la fonction maximale de Hardy-
Littlewood. Ainsi revenant à (3.9),

f^r^dx ^ ^^[^^^(IVnl^/^IVî;!3/2)2/3^

^ C\9\L^f WdxY^(J |Vî;|2^)1/2

en utilisant Pinégalité de Cauchy-Schwartz puis le fait que M opère continemment
sur V\p > 1. Ceci achève la preuve de (3.7).

Remarque 3.4 Ce sont Coifman, Lions, Meyer et Semmes [12] qui ont remarqué
les premiers que pour u et v dans ^(JR2)^,^} ç ^(TR2). Ce résultat n^entraine
pas toutefois (3.7) car L°° x H1 (^ %1. En effet si on avait L°° x U1 C H1 on aurait
L00 x BMO C -0MO, ce qui n'est pas (prendre — et log |a:| par exemple).

Comme nous Pavons indiqué à la Remarque 3.7, la régularité (7° de y solution
de (2.1) - (2.2) s'obtient grâce au Téorème 3.3. En effet on commence par remarquer
que ce résultat entraîne la proposition suivante.
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Proposition 3.5 La fonction y définie en (3.6) est continue sur St2 et vérifie

ML~ ^ C\g\L^(^)\^U\L\R^V\L\R^

Démonstration. Cette estimation est une conséquence immédiate de la Proposition
3.1 et de la dualité H1 - BMO. Etant donné que Ay e ^(IR2), -oj^- = A^(Ay)
est aussi dans ^(IR2). Ainsi y ç. W^(IR2) et donc y? est continue sur 2R2. La
continuité de y peut aussi s'obtenir en remarquant que les translations sont continues
sur ^(IR^) (cela résulte du fait que les fonctions C°° à décroissance rapide sont
denses dans ^(JR^), Stein [25, p.231]). •

Nous sommes alors en mesure de montrer le résultat suivant.

Corollaire 3.6 Sous les hypothèses du Théorème 2.1, la fonction y solution de
(2.1) - (2.2) est continue sur îî.

Preuve. Notons u et v des prolongements à support compact de u et v à 2R2 et soit
(p donné par (3.6) avec u et v au lieu de îî, v. La fonction y? — Cp est harmonique dans
fî et donc régulière dans îî, puisque y est continue (Proposition 3.5) y? est continue
dans 0. •

Remarque 3.7 D est possible de montrer une version plus faible du Théorème 2.1
à l'aide du Théorème 3.3. En effet, on prolonge encore u et v à 2R2 en des fonctions
u et v dans IT^JR2) et à support compact. On note alors Cp la fonction définie en
(3.6) avec u et v au lieu de u et v.

Par construction y — y est harmonique et donc

|V - y|L~(n) ^ IY - V\L»°(9SÎ) = |y|L~(ôfî)î

de sorte que

ML~(H) ^ 2|y|^oo(jî3) < (par (3.7) )) ^ C\g\L«>\^7u\L2(K2)\Vv\L2(^)
^ CW\g\L^u\^(n)\^v\L^

Cette approche fournit une constante qui dépend a priori de ft. •

3.3 Le cas des coefficients variables

Pour son intérêt propre mais aussi pour étudier les conditions aux limites du type
Neumann, nous considérons le cas d^un opérateur elliptique à coefficients variables.
C'est à dire pour u et v € ^(îî),^ ç. C°(2R2, Ht) H L°°(IR2) on étudie

f\ y f\ v

- -Q^- ("'J^) = g^ u^"' ̂  dans îî' (3-10)

y = 0 sur ôîî. (3.11)

On fait l'hypothèses que les a,j 6 L00^) et qu'il existe a > 0 tel que

a,j(a;)C,Cj > a|C|2, V< € JR2 pour presque tout x € 0. (3.12)
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Théorème 3.8 Sous les hypothèses qui précèdent, la solution (p de (3.10) - (3.11)
appartient à Jî^îï) nC°(îî) et

2
ML~(H) < ^lff|L~(^)|Vn|^(n)|Vi?|£2^), (3.13)

|Vy|z,2(n) < -^|ff|L-(^)|VîA|^(n)|Vv|^(n). (3.14)

La preuve du Théorème 3.8 suit celle du Théorème 2.1 pourvu que l'on introduise
la fonction de Green associée à -^ (ûijair) et ^ue l5011 remplace (2.15) par

f 9G 9G ,
/ ^'û—-^— cte = 72 - 7i- (3.15)
^(7i,72) O X i Ô X j v /

Ceci fournit l'estimée (3.13). En ce qui concerne le fait que y? ç C°(û), on procède
comme pour le Corollaire 3.6. En effet, d'après Chanillo et Li ([10]) la fonction de
Green associée à -^ (ûijôt") est dans BMO(IR2) ce qui conduit (avec les notations
du Corollaire 3.6) à -^ (^j^j".^) = 0 dans îî et donc y - (p est continue (par
un résultat de De Giorgi, voir Giaquinta ([19])) dans Q.

3.4 Un problème de Neumann

Considérons

- Ay = {u^v} dans 0, (3.16)

-y = 0 sur ôîî, [ y dx=0, (3.17)
w Jn

où ZA et v dans Jî^îî) vérifient la condition de compatibilité sur 9fl : f^u^ds = 0
(au sens de la dualité H^2 - Jî-1/2).

Théorème 3.9 Avec les notations et hypothèses qui précèdent, la solution de (3.16)
- (3.17) appartient à H1^) H C°(!t) et

"rf|y - <*k~(n) ^ c^(fî)|Vn|L2(n)|Vî;|L2(n),
cela

a \ l / 2

^ IVyl^J ^ cV2(îî)|V^|^(n)|V^;|^(^,

ou c^(0) e^t une constante qui ne dépend que de îî.
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Pour la preuve du Théorème 3.9, on renvoie à Bethuel-Ghidaglia ([4]). Dans
la preuve de ce résultat on utilise en particulier le Théorème 3.8. Dans l'esprit du
Corollaire 2.4, nous avons la conséquence suivante du Théorème 3.9.

Corollaire 3.10 II existe une constante C'i(fî) telle que pour tous u^v et w dans
Jî1^;^3),

/ w> (ô^ A ~9^) dx ^ cl(fi)IWIJfl(n)IVÎAI^wlv^;I^W• (3-20)
P. Choné ([11]) a montré que la constante cjv(O) ne peut être choisie indépen-

damment de îî. n montre aussi le résultat suivant.

Théorème 3.11 ( [ 1 1 ] } ' II existe une constante universelle K telle que si on se
restreint à l'une des trois classes de fonctions {u^v) ç H1^) :

(i) u est constante sur fî, v arbitraire,

(ii) v est constante sur fî, u arbitraire,

(iii) u et v sont constantes sur chaque composante connexe de 90.,

la solution de (3.16) - (3.17) vérifie (3.18) et (3.19) avec K au lieu de c^(îî).

3.5 Une autre version du Corollaire 2.1

Motivé par l'étude de la régularité des applications harmoniques à valeurs dans une
sphère S^^.N > 2 (voir Hélein ([21]), Evans ([15]) et Bethuel-Ghidaglia ([4])), on
considère

- Ay? = o;.Vî; dans îî, (3.21)

y == 0 sur ÔSI, (3.22)

où a; € ^(iï; 2R2) et div u = 0. Si

^ = 9U^ = ^ avec u ç ̂ (fî), (3.23)
ox\ ax^

alors o;.Vî; == {u,v} et (3.21) - (3.22) se réduit à (2.6) - (2.7) et alors d'après le
Corollaire 2.1,

|Vy|^) ^ ̂ M^)|V^(n). (3.24)

Dans le cas où fï est simplement connexe, (3.23) a toujours lieu. En fait lorsque
Q n'est pas simplement connexe, si une inégalité du type (3.24) a lieu, la constante
doit dépendre de fî. En effet prenons pour îî la couronne 0 < e < r < l e t u =
logr,v == 10g11 deux fonctions harmoniques dans îi. On vérifie que y = u.v pour
uj = —2VîA. Le rapport |Vy|L2(n) snr Mi,2(^)|V'y|.L2(n) tend vers l'infini lorsque e
tend vers zéro. On montre alors le résultat suivant.
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Théorème 3.12 Soit u ç Z^fi; 2R2) avec div uj = 0 et v e .fl^fî). Z/ e^e ^(fî),
ne dépendant que de f2, ^e//e que la solution y de (3.21) - (3.22) appartienne à
H^)nC°(Û) et vérifie

bk~(n) ^ C2(0)|o;|j^)|V^2(n), (3.25)

|Vy|^(n) ^ C^WM^W^k2^)- (3.26)

Preuve, n suffit d'introduire $ harmonique dans îî et vérifiant ^t == — fn u.nda,- dy |i ,1 "i ( 5

où r, sont les composantes connexes de r (si a; ç ^(îï; 2R2) et div a; = 0,a;.7i ç
H^\T} et Jr^.nda =< 1, u.n > au sens de la dualité Jî1/2 - ̂ -1/2 sur F). On
écrit alors w - V$ = f^-, ~^) ̂  e JErl(o)î puisque uj - Vy est à flux nul sur
chaque I\ de sorte que (3.21) se lise

-Ay = {a, v} + V$.Vî;.

On conclue alors à l'aide du Corollaire 2.1. •

3.6 Inversion de Popérateur de Stokes sur un jacobien

Dans l'esprit du Théorème 3.12, nous montrons dans Bethuel-Ghidaglia ([6]) le résul-
tat suivant. Gardant les notations du Théorème 3.12, on note (îA,p) € iT^fi; JR2) x
^(O) (p est défini module une constante) la solution de

- A^ + Vp = (u.V)v dans îî, (3.27)

div u = 0 sur ôfi, (3.28)

u = 0 sur 9SI. (3.29)

Théorème 3.13 On a l'estimation

HL-W < ^(û)M^(n)|Vî;|^(n) (3.30)

où Cs(iï) ne dépend que de îi et de plus u ç. C°(f2).

Remarque 3.14 On montre comme auparavant l'estimation sur |Vn|^2(^). •
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4 Régularité pour les solutions de Inéquation des H-
surfaces

4.1 Introduction, position du problème

Soit H une fonction régulière et bornée de JR3 dans JR. Une application u ç H1^2,2R3)
où D2 est le disque unité de 2R2 vérifie Inéquation des H-surfaces si

AZA = îH^u)9-^ A ^ dans PW). (4.1)
Ô.KI ôa;2

Si u est régulière et représente une paramétrisation conforme d'une surface
S C 2R3, (1.1) signifie alors que la courbure moyenne au point u(x^^x^) vaut
H(u(x^^x^)). Ainsi (4.1) est aussi appelée équation des surfaces à courbure moyenne
prescrite.

L'équation (4.1) a une structure variationnelle. En effet notons Fn : .ff^Z)2,2R3) -^
2R la fonctionnelle

W.) = | /^ IV.I'^+J ̂  (?(«). (^ A 19 & (4.2)

où diVuQ = 327, par exemple

rt*i rtia
Ci (^1,^2,^3) = / H{s,u^uz) ds, QïÇu) = / H(u^u-i,u^) ds, etc.... (4.3)

JO JO

On vérifie alors (Hildebrandt et Kaul [22]) que les points critiques de J^ sont solu-
tions de (4.1).

H n'est pas clair a priori que la fonctionnelle Fn soit bien définie sur ^(D2, 2R3)
puisque, bien que H soit régulière et bornée, la deuxième intégrale dans (4.2)
n'a pas forcément de sens. En fait Steffen [24] a montré que FH est bornée sur
Jî^Z)2,2R3) 0 ^(J^JR3) pour la norme Jî1^2,^). Nous donnerons au para-
graphe 4.5 une nouvelle preuve de ce fait qui s'appuie sur la formule de la co-aire.

Nous n'abordons pas ici la question de l'existence et de la multiplicité des solu-
tions de (4.1), renvoyant pour cela à l'article de revue de Bethuel et Rey [7].

On étudie la question de la régularité des solutions de (4.1), c'est à dire si
u ç. JÏ^D2,^3) est solution de (4.1), a t-on u C ^(J^.JR3) ? La conjecture
(confortée par les résultats que nous donnerons plus loin) est

si H est bornée sur 2R3 et si u ç. H^(D2^ 2R3) est solution de (4.1),

alors u 6 C00^2,^). (4.4)

Tomi [26] a montré que pour prouver (4.4), il suffisait de montrer que u ç.
L^D^^S^). Pour l'instant, (4.4) est un problème ouvert, toutefois Heinz [20] a
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montré que si \VH(u)\ tend vers zéro comme — . lorsque \u\ -^ oo alors (4.4) était
vrai (nous donnons au paragraphe 4.3 une nouvelle preuve de ce fait qui utilise le
Corollaire 2.3 et la formule de la co-aire). Plus récemment, Bethuel [2] a amélioré
le résultat de Heinz en montrant qu'il suffisait que \^/H(u)\ soit borné. Dans [4]
nous montrons que (4.4) a lieu si H ne dépend que de deux variables (voir aussi le
paragraphe suivant) et dans [5] nous montrons, à l'aide de la formule de la co-aire,
que (4.4) a lieu si (1 + |^3|)|^(^) est bornée (voir aussi le paragraphe 4.4).

4.2 Le cas où H ne dépend que de deux variables

On suppose qu'il existe un vecteur unitaire n tel que n.VH = 0. De manière équiv-
alente, on peut supposer que

H{u^ u^ us) = H(u^ ^2). (4.5)

Théorème 4.1 ([4]) On suppose que H est bornée et vérifie (4.5). Soit u ç H^(D2, 2R3)
solution de (4.1), alors u ç ̂ (.D^IR3).

Démonstration Un des points clefs de la preuve est le Théorème 3.3. Donnons nous
fo ç]0,1[ à préciser ultérieurement). Soit XQ ç D2, prenons 7*0 tel que B(XQ^ 3ro) C D2

et ^o,3ro) IV^I2^ < ^0.

Soit \ une fonction de troncature telle que \ = 1 sur B(xo,2ro) et \ = 0 hors
de jEî(a;o,3ro). On considère l'équation dans 2R2 :

Ay = 2H{v^ V2){^i, ̂ 2} (4.6)

où Vi =^Ui,z= 1,2.

Puisque ^3 - y est harmonique dans JE?(a;o,2ro), la régularité de ^3 revient à
celle de y. Nous utilisons alors le Théorème 3.3 avec u = v^^v = v^ et g = 2H et
alors le membre droit de (4.7) appartient à T-^IR2). n en résulte que y? ç W^(IR2)
et alors V<^ € W^(IR2) C L^\(IR2}, l'espace de Lorentz (voir Ziemer [28] pour la
définition). Ainsi

|V^3|^.i(B(;ro.ro)) ^ C\^U\^(B(xa,2ra))' (4.7)

D'après le Corollaire 2.3 appliqué à (4.6), nous avons aussi

|^3k~(B(.ro.ro)) + |V^3k2(B(^,ro)) < C'|V^2(B(^,3ro))- (4.8)

Ainsi pour appliquer le résultat de Tomi [26], il suffit de montrer que |^i[ + \u^\
est bornée dans J3(a*o, ro). Pour cela nous adaptons la méthode de Hélein [21]. Soient
MI.MS et Ma défini comme suit

ou, .ou.
M3=•9Î[-^^•
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D'après (4.1) nous avons (^ = j (^ + ̂ ))

-^- == 2Jî(îAl,<U2){^+l,^+2}.

Posant /A = (Afi, Ma), nous avons

où a est la matrice

H = -R^) (4.9)

i „/ . / 0 - Ms \^(^^f^ Q 1 .

Soit alors T l'opérateur :

î^/ == P ̂  (àî/ + àv)

où P = ^ ̂ L (la solution fondamentale de ^) et à est le prolongement de a par 0
hors de jE?(a*o,ro). Puisque H est bornée on déduit de (4.7) que à ç ^^(JR2). Mais
P € P^.ZR2) et la convolution est continue de L211 x £2'00 dans L°° donc T est
continu de £°°(JR2) dans lui même et il existe une constante absolue Ça telle que

llîll^L0^00) ^ Ca\\0\\L^(B(xQ,r^) ̂  C\^7u\^(B(xo,3ro) ^ C£Q.

Ainsi pour ^o assez petit, 1 + T est inversible dans £°° et alors l'équation

^4-7^=^0

a une solution pour tout vecteur VQ donné dans 2R2. Notons alors ^i celle obtenue
pour i/o = (1,0) et ^2 po^ir ^o == (0?!)- Les fonctions v\ et ^2 sont continues et
bornées et (4.9) s'écrit (pour tout v) Re (^(t^)) = 0. Ainsi

^IjC^) =^(^) = 0.

Ceci s'écrit

-A^^-O r - 1 2
^A0 '^/ ' "

où les a'f* sont des combinaisons linéaires des v^. En fait le choix de v\ et 2/2 conduit
à

5"^€B(»o,r.)KJ - M"l < <°(|rt/l|£o. + |T^|£~).

En prenant £y assez petit, nous pouvons imposer la condition d'ellipticité forte sur
a-? et par les résultats classiques de régularité sur les systèmes elliptiques (voir par
exemple Giaquinta [19], p. 87) on déduit que u^ et Ua sont Hôlderiens sur -B(a;oi1^)-
La preuve du Théorème 4.1 est achevée. •
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4.3 Le cas où (1 + |îx|)|VAT(u)| est borné

On suppose que

^PneK3^ + H)!^^)! < °°- (4.10)

Théorème 4.2 ([20]) On suppose que H est bornée et vérifie (4.10). Soit u ç.
H^ÇD^S2) solution de (4.1), alors u ç C00^2,^).

Démonstration Nous donnons ici la preuve de [4] qui s'appuie sur le Corollaire
2.3 et sur la formule de la co-aire. Comme auparavant, il suffit de montrer que
u ç. ^^(jD^JR3). Puisqu'il s'agit d'une propriété locale, il suffit de montrer que
pour tous XQ ç D2 et 6 > 0 tels que B(xo^26) C D2^ est bornée sur B(xQ^6).
D'après le Théorème de Fubini, puisque u ç .ff^iî^oî 2^)), il existe T) ç]^, 26[ tel que
u ç H\9B(xo, T))) C C°(9B(xo, T))) et le Théorème 4.2 résulte alors de la Proposition
suivante.

Proposition 4.3 Supposons que H est bornée et vérifie (4-10). Soit u ç. Tr^.D2, 2R3)
solution de ( 4 ' 1 ) telle que la restriction de u à 9D2 soit bornée. Alors u est bornée
sur D2.

Preuve de la Proposition 4-3. Notons pour r ^ 0,

W(r) = {x € D\ \u(x)\ ̂  r}, V(r) = 9W{r), F(r) = D^WÇr).

Si A est un sous ensemble mesurable de JD2, on note EÇv^A) = f^ ̂ v^dx et
A(r) = E(u^W(r)). n est clair, que pour montrer la Proposition 4.3, il suffit de
montrer qu'il existe R > 0 tel que

A (R) = 0. (4.11)

Notre méthode va consister à construire une suite croissante (An), bornée et telle
que A(Jîn) ^ /3 A (.Rn+i) avec /3 ^ ^. Alors R = limAn vérifiera (4.11).

Le fait que H vérifie (4.10) a pour conséquence que si v ç. .ff^.D2,.^3) alors
H^vçH^D2,]^)^

[ JV^^)!2^ < Ci / ^v^dx. (4.12)
JP2 JQÏ

Puisque ^pa ç £°°(9I52), M = llîAiôDallL00^!)2) + 1 < oo. Soit alors e > 0 à
choisir ultérieurement. Prenons RQ tel que

Ro > M et A (Ao) < e. (4.13)

Supposons alors que u est régulière. Bien entendu cette hypothèse est absurde,
le raisonnement qui suit fournit en fait une estimation a priori et il s'agit de con-
struire une suite (n") adéquate de fonctions régulières qui approchent u et vérifier
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sur v^ les estimations ci-après. Le raisonnement complet est délicat et technique,
nous renvoyons donc à [[4], Lemme 6.2] pour les détails.

Donnons nous a ç]0,1[ et choisissons RQ ç]Ro{l + f), Ro(l + ̂ )[ tel que V(Ro)
soit régulier. Notons alors y?o la solution de

-^o=^^îw^
Vo = 0 sur V(R'o).

D'après le Corollaire 2.3,

U \ 1/2

|Vyo|2 ) < C'i / Wdx = Ci A (Ao). (4.14)
V(It'a) ) JW(R^)

Intégrant fy^ ^{ds sur l'intervalle r €]Ao(l + ^),^o(l + ^)[ nous voyons à
l'aide de la formule de la co-aire et de (4.14) que

rflo(i+^) / t Qy \ r
/ / -^ ds \dr < / |V^o||Vu| < C, A M372.
JAo(l+î) VV(r) W / JW(R',)

D existe donc R'y €]Ao(l + ^), 5o(l + ^)[, tel que

•/^ffi"yw)
9lfQ

9v
4C,,̂ ,(̂ >/, (4.15)

Multiplions alors (4.1) par u et intégrons sur W^R'o). Nous obtenons

/ ÎA.AIA da; = —2 / H{u)^(pQ.udx
JW(R"^ JwfR"}fW(R'Q)IW(R^)

et donc

A(^o) = 1 / ^^ - 2 / V(H{u)u)^dx + 2 / H{u}u^ds.
^JV(R^) 0V JW(R^) JV(R^) QV

Par construction Ê^ < 0 sur V(r) et en utilisant (4.12), (4.14) et (4.15) nous
enonsobtenons

soit

o/~i pf/

A(Ao') < C, A (Ao)372 + 1^|L~—2-0 A (Ao)3/2
liQOL

A(^) < ̂  A (Ao)372.

Prenons alors Ri = -Ro(l + o)? il vient
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A (J2i) ̂  A (Ao)372. (4.16)

Prenons alors e tel que

cl/2 1

^ < 4- (4.17)

il résulte de (4.16) que (A(JZo) < e))

A(Ai) ̂  A (Ao).

On reprend alors la construction avec RQ remplacé par R^ et OQ = a par ai =
Q;o/2. On note R^ = Ai(l + ^) de sorte que

A(^) ^ ^AW3/2^^)1^^
< ^A(^)^A(^).

Ainsi en prenant R^ = (1 + ^)Rn^i on vérifie que /\(Rn) ^ 5 A (-R^,i) et donc
A(Um^)=0. •

4.4 Le cas où (1 + H) ||^(^)[ est borné

Nous généralisons les Théorèmes 4.1 et 4.2 en faisant une hypothèse plus faible que
(4.4) et (4.10).

Théorème 4.4 ( [ 5 ] ) On suppose que H est bornée et que

^Tf

sup (1 + |u3|) .—(u) < oo. (4.18)-.r \, • 1 -*' / Q '
ueJR3 \9U3

Soit u € H^ÇD2,2R3) vérifiant (4.1), alors u ç. C°°(I?2, JR3).

Remarque 4.5 n est clair que (4.18) peut être remplacée par : il existe n ç.
^JH^ 1 tel que

sup (1 + |u.n[)|n.Va"(u)| < oo. (4.19)
«€2R3

Schéma de la preuve du Théorème 4-3. La preuve complète, délicate et technique, est
donnée dans Bethuel-Ghidaglia [5]. Nous nous contentons d'en donner quelques idées.
En fait le Théorème résulte de l'inégalité (4.21) ci dessous. En effet (4.21) implique
que u est hôlderienne sur -D2 et par le résultat de Tomi déjà cité, u ç. C°°(.D2,2R3).
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Proposition 4.6 Donnons nous XQ ç D2 et r > 0 tels que B(xo,r) C -D2. Il existe
deux constantes rj > 0 et 0 ç]0,1[ telles que si u vérifie (4.1) et

! 'vJBfxn.r}ÏB(x^r)
< < ^0, (4.20)

alors

T^o^^X-T^o,^!) (4.21)

ou

) 1/2

+- / (IV^il+IV^I)^. (4.22)
^ JBÇxo.ffr)

T(x^r,0)= / |V^|2^ +— / (|V^i| + IV^D dx. (4.Î
\JB(a?o,^r) / ^ JBÇxo,0r)

Pour montrer ce résultat on s'appuie sur le Lemme 4.7 ci-après. Introduisons
quelques notations. Soit 7 la trace de u sur S(XQ^Q) le bord de B(xo^ro) et ^A son
extension harmonique :

A^ = 0 dans B(xQ,ro),

v^ = 7 sur 5'(a?o^o).

On désigne par J^ et Af les constantes :

A-= sup ^)|+(l+|u3|) ̂ )),
ue2R3 v ^3 ^

M = —— ! ^ ds.
27rro Js(xo,ro)

Lemme 4.7 Supposons que [7 - MI^OO^^)) ^ 1 et que J^^) |V'a|2 ^ 1. Il
existe une constante C qui ne dépend que de K telle que

I |V(^ - ̂ )12 dx < C(E^E + (E^2 [ |Vni| ds). (4.23)
JB(xa,ro) Js(xo,rû}/B(xo,ro) S(xo,ro)

Dans cet énoncé on a noté

Es = / |V^|2 dx, E= f |Vîi|2 ̂ .
JB(xo,ro) JB(xo,ro)

Montrons d'abord comment la Proposition 4.6 résulte du Lemme 4.7. Donnons
nous rfQ ç]0^1[. D'après le Théorème de Fubini, nous pouvons trouver 7*0 €]7'/4,r[
tel que la restriction 7 de u à S(XQ, 7*1) vérifie
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/ |V7|2 ds < ̂  et / |Vm| d^ 2 / |V^| dx. (4.24)
^(.co,ro) 7* Js(xo,ro) r Ja(xo,r) /

Ainsi en utilisant (4.20) et (4.23) (sous réserve que ||7 - M\\L^çsçxo,ro)) < 1),
nous voyons que

/ |V(^3 - ̂ )12 dx < Cr,^ ( ( 1 |V^|2 dx\ +1 [ ^u,\\ (4.25)
JB(xo,ro) y\JB(xo,r) ) V JB(x^r) j

D'autre part puisque u^ est harmonique, on a (voir par exemple Gilbard et
Trudinger [29]) : il existe une constante absolue Ça telle que pour tout 0o ç]0,1[,
p> 0

/ |V^|2 dx < Ce2, ( |V^|2 dx.
JB(xo,eop) JB(xo,p)

Ainsi

/ |V^|2 dx < Caôl 1 |V^|2 dx < C,̂ 2 / |V^|2 dx. (4.26)
JB(xo,fforQ) JB(xo,ro) JB(xo,r)

En combinant (4.25) et (4.26), il vient

/ IV^Fd^C^+^^ff / |V^|2) + 1 / |V^|)(4.27)
JB(xo,0oro) \ \JB(ro,r) / 71 JB(xo,r) )

En écrivant que y = 'Ui — u^ vérifie

Ay = 25^(îA){îA2,^3} dans 5(a;o,ro),

y? = 0 sur S(xQ^ro)^

et en utilisant des techniques similaires à celles qui précèdent, on montre que

—— / l^îl ̂  Cr,, (^/2 f / |V^|2) + 1 / |V^i| ̂ ](4.28)
C'0^0 JB(xo,0oro) l \JB(a?o,r) / y JB(xa,ro) )

ainsi que

1/2/ \ /

-/ \^\dx ^ C^l2 [ 1 IV^r) . (4.29)
T JB(xo,ro) \JB(^ro) )

D résulte alors de (4.28) et (4.29) que

1-23



1 r Cn112 ( f r \l/2 fi r \
l |V^ < ——— / \Vu^dx) + -° / |VuJd4.30)

C'0^0 JB(xo,0oro) OQ \ \JB(.co,r) / r J B { x o , r ) J

Puis en utilisant que r < 4ro, (4.27) et (4.30) on trouve (avec la notation (4.22))
que

T (xQ, r, ̂  ^ K(r)o, e^T{x^ r, 1) (4.31)

où

( 1/2\

K(^0,)=C 0 o + % l / 4 + I — . (4.32)
ffo )

Prenons OQ == (8C)"'1 puis 770 assez petit pour que SC^Tfa74 + SCrj^2) ^ 1 et
2^^ro)IV7l<l(voir(4.24)).

Alors ||7 - M\\^(s(xo,ro)) < 1 et

r^o,r,^)<^r(.co,r,l).

La preuve de la Proposition 4.6 est achevée. Reste donc à montrer le Lemme 4.7.
Tout d'abord puisque ||7 — A^IlL^.^a-oro)) ^ l? le principe du maximum montre que
||̂  - Af||Loo(B(ro,ro)) < 1 et dOHC

||^lkoo(B(ro,ro))<l+^.

D'après (4.1),

A(n3 - ̂ ) = 2Jî(u){ni,-a2} dans B(xo,ro),

(4.33)

^3-^=0 sur 5'(a;oî ^0)5
et donc

/ |V(^3-^)12^=~2J (4.34)
JB(xo,ro)

où l'intégrale à estimer pour obtenir (4.23) est

1 = / ^(^{t^1, ̂ ^(^ - ̂ ) ̂ . (4.35)
^B(a?o,ro)

Pour estimer (4.35), on utilise deux techniques différentes selon que M est grand
ou petit. Par exemple selon que [Af[ < 10 et |M| > 10. Nous traitons le cas |M| ^ 10
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renvoyant à [5] pour l'autre cas.

Introduisons alors les ensembles de niveau de u^ :

W\6,,6^ = {x G B(xo, ro), 6, < u,(x) < ̂ },

V\6)={xçB(x,,r^ u,{x)=6},

et on oriente la normale v à V^Çë) de sorte que ̂ - ^ 0. Soit alors (r, v) le repère de
Frenet sur V1^)^ associé à l'asbisse curviligne 5. Tout cela est loisible pour presque
tout 6. Ainsi, sur V1^)^

Qu1 9u1 , - - 1 . r i 9-1 .,-,ii ^2-^=0,-^=^^^}=^-^

et par la formule de la co-aire (1.1), 1 s'écrit

I - f^W d6 (4.36)

ou

J(6) = / H(6, u^ u^ - ̂ )d? ds. (4.37)
JV1^) 05

Ecrivons V^^) = U» a;» pour les 6 tels que V1^) est l'union finie de courbes
fermées et régulières et soit a, = —, f^^u^ds.

Nous avons l'identité

^•-^ = -C^'-'"^ '" + iC1'^^d>

(ici Q:, pourrait être n'importe quel réel). Ainsi

J(6) = J^ë) - J^6) (4.38)

où

J,(6) = E, / (U3 - u1,) ( d F H(6, À, U3) d\} ds, (4.39)
Jo;» \a5 Jai /

W = S. y" Ç J^À,^)^^ - ̂ ) dÀ ds. (4.40)

Puisque 1̂ 3 — u^ = 0 sur 5'(a;o, ro),

/,(() = -S. j[ [[' B(S, À,..) rfA) &^ A
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et donc

|Ji(^)| < AT. / |u2 - o,||V(u3 - ̂ )| ̂ . (4.41)
«/U/t

Quant à J^(6), puisque \u^\ ^ 11,

\W\ < HJfS, / |iZ2 - ̂ .IIV^I ̂ . (4.42)
Jwi

En combinant (4.41) et (4.42),

\J(6)\ ̂  12A-S, / \u, - a,|(|VîZ3| + |V^|) ds
Jwi

et par le choix de o;,,

1^2 - Oti\^(^) ̂  f IV^I ds < / IVîAsI ̂ .
^a/i JV1(6)

Ainsi

|J(^)| < 12^ / |V^| ^s / (|V^| + |V^|) d5. (4.43)
Jl^^^) Jvl(6)

Puisque u est régulière, J{6) est nul pour |<ç[ grand et donc (4.36) est une intégrale
sur un compact de JR. Quitte à perturber légèrement n1, on peut supposer que u1

est une fonction de Morse (i.e. le hessien de u1 est non dégénéré aux points critiques
de il1), alors la fonction 6 »-> J(ë) est continue. Dans ce cas on peut écrire 1 comme
limite de sommes de Riemman : V/^ > 0,

J=UyE^J(^) (4.44)

où p,n € [n,/z,(n+ l)p] est arbitraire.

Nous avons diaprés la formule de la co-aire (1.1),

C^^wd^l+iv^l)^^ = ^JV^KIV^I+IV^I)^
< (̂  IV^il2 dx)1'2 (;̂ (|V |̂ + |V^|)2 dx)1'2

et

y(n+l)/i / /• \ / [ \ 1 / 2 / r \ 1 / 2

/ / (IV^I^ d^ / |V^i|2^ / (|V^|2^
^n/l ^JVK^) / V^n / WWn /

où Wn = ^^^.(n + 1)^). D'après le Théorème de la moyenne, il existe fin €
]n^, (n + l)/i[ tel que V1^^) soit régulier et
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r 9 / r \ 1/2 / y. x 1/2
/ |V^|d^~ / |Vt^|2^ / (|V^|2^) ,
Jv^n) I1 \JWn ) \J\Vn )

f 2 / r \l/2 / r \ 1 / 2

j^ (|V^| + |V^I) ̂  - (Ĵ  |V^|2 ̂ J ^ (IVtZaI + |V^|)2 ̂ J .

Alors par (4.43) :

48/T / r \ / r \ 1 / 2 / r \ ^2

l̂ n)l < ̂ i- (̂  IV^il2 ̂ ) (y^ |V^|2 ̂ J [̂  (IVusl + |V^|)2 ̂ ) (4.45)

Pour estimer J^ |V^i|2 da-, on utilise le Lemme suivant :

Lemme 4.8 Pour tous 6^ et ^3;

/ |V^|2 dx < \6, - ̂ | f / |A^| ̂  + /
^W1^!,^) \JB(a-o,ro) Jŝ(ro.ro)

0^1

Ô^
^ . (4.46)

Cette inégalité s'obtient aisément grâce à la formule de Green (cf [5]).

Alors puisque AîAi = îH^u^u^u^}^

r / r \ / / f \ / f
1/2 / . \ 1/2

2/ |V^i|2 ̂  ̂  fi 2K { IA^F ̂  / lAnsI2 ̂  + / |Vni| ds
^Wn \JB(xo,ro) ) \JB(xo,ro) ) Js(xo,ro)

Revenant à (4.44) nous déduisons à l'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwartz

^ |̂<7(^)| ̂  W + (E,E^2 f |VuJ ds) (4.47)
JS(xa,ro)

(on a utilisé que fe^ro) lvuâl2 dx ̂  Ss{,x^) lvït3|2 dx}.

Enfin (4.44) et (4.47) conduisent à (4.23). •

4.5 A propos de la fonctionnelle Fn

La fonctionnelle FH introduite en (4.2) - (4.3) est bien définie sur H1^2; 2R3) n
^(.D^JR^et

\Fn(u)\ ̂  ̂ u\i^) + ̂ \H\L^)\u\L-»(D^u\i^y (4.48)

En fait nous allons améliorer significativement cette estimation en montrant le
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Théorème 4.9 Etant donné un ouvert SI borné et régulier du plan et une fonction
u ç. ^(îîîJR3) H Z°°(f2;2R3) dont la trace sur 9SÎ est notée 7, on a l'estimation
suivante

i i* fï îî
/ Ç(u).—— A ——dx < 2\H\L^)(2^2\Vu\^ + \f\L^Wi^)p. (4.49)

\JSÏ OX\ C/«t/2

où Q est défini en (4-3).

Démonstration. Nous allons utiliser la formule de la co-aire dans l'esprit de la
preuve du Théorème 2.1. Pour commencer nous montrons une inégalité similaire à
(4.49).

Proposition 4.10 Soient u ç. H^(tt} H L°°{Q.) et v,w, ç H^fl). On a l'estimation

( [ H^v,w)d(7{v,w} dx <4v^|ff|^^JVîA|^(n)|Vî;|^(n)|Vw|^(n).(4.50)
</n JQ

Preuve de la Proposition 4-10. Quitte à changer u en \u^ nous pouvons supposer
que f^ [Vîi|2 dx ^ 1. Nous pouvons aussi supposer que u^v et w sont des fonctions
régulières dans Q. On introduit alors

W(ô,, 6^) = {x C Î2, 6, < u(x) < ̂ },

V(6) = {x e îï, u(x) = 6},

Wn = W(n 7, (n + 1)7), Wn = W(7n, 7n+i)

où 7 > 0 est arbitraire et 7^ 6]7î7) (n+l)7[ est à choisir ultérieurement (on imposera
que Wn est régulier). On écrit alors

1 = 1 1 H(a,v,w)da{v,w}dx=^ ^In (4.51)
Jfî Jo

où

In = / / HÇa^v^w) da{v^w} dx.
JWn Jo

Soit 7^ = (7» + 7n+i))/2, nous avons 7^ = J^ + Kn où

y r^n
Kn= I I HÇcT^v^w) d(j{v^w} dx

JWn JO

et

Jn = / H ( a ^ v ^ w ) da{v,w} dx.
JWn An

La deuxième intégrale s'estime par
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\Jn\ ^ |" - 7nL~(,vJ.ff|Loo(fi3) / |Vv||Vw| dx,
JWn,

et par le choix de 7^,

|Jn| < 27|Jî^3) / |V^||Vw|Ar.
JWn

(4.55)

Pour estimer Jfyi, on remarque que

y7n r /•t; /•7n ^
/ H(cr^v^w) da{v^w} = { \ ïKa^a^w) dcr^ da^ 'w\ (4.56)

Jo Uo Jo )

et donc, à condition que Wn ne rencontre pas 9ÎÎ,

f ÇV f^n r[^

K^ = / / / H^^ w) dai da2)-T~ ds. (4.57)
^^(7n)UV(7n+l)^0 JO 05

Les considérations d'orientations sur V(7n) permettent alors d'établir que

^NçZ K^ ^ ^nçZ^ (4.58)

ou

r i i /*'" i dwdw
dsLn = / / / ^(^i a^ w) ̂ i ^2 -T- ds.

^(Tn) VO J7n-l / ds

(4.59)

Décomposons alors V{^n) Gn composantes connexes fermées c^i et soit v, =
r^-T f v d^. Nous avons
\U>i\ J^i .

[ [v />7n dw
Ln = S, / / / ^(0-1, ^2 W) da^ d(T^ -T-ds,

J^i JY. An-1 ds

et donc

\Ln\ < S,|7n - 7n-l| \H\L<»(^) f \V - ̂ 1 -^ .̂

Ainsi

|£J < 27|Jï|^oo(^) / |Vt;| ds f |Vw| ds.
Jv(^ Jv(^'}^(7n) ^(7n)

(4.60)

En fait seul ÏV,i rencontre ôîi, par conséquent il faut réécrire (4.58) sous la
forme

^ne^ = ^-1 + ̂ €^{-1,0} + iî
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ou

R = / / F H(a^ 02, w) dairf^ ^ds- (4.62)
Jv('vo)Jo Jo ds v /

/• />v
 /•^-1 ^

- / / / -ff^iî ^2î ^) àa^àa^ —ds.
^V(7-i)JO JO 05

En répétant la technique qui conduit à (4.60), on obtient

|A| ̂  27|^oo(^)E^ / |Vw| ds. (4.63)
Jv(^)

Choix de 7,1. Par la formule de la co-aire,

f f(n+l)7 / f \
/ (|V^;|2+|Vw|2) l/2|V^|^= / / (IVî^+IVwl2)1/2^ dÀ.

</ïyn ^n7 V^(Â) y

Ainsi, quelque soit £• > 0, il existe 7^ ç]^7, (n + 1)7[ tel que V(7n) soit régulier
et

/ (|Vî;|2 + |Vw|2)1/2 ds < 1-^-5 / (|Vî;|2 + |Vw|2)l/2|V^| dx. (4.64)
Jv^n) 7 ^n

En revenant à (4.51) et en utilisant (4.61),

1 = J_i + ̂ nçZ^-1,0}^ +R+ ̂ nçS^-l}^

et alors par (4.55), (4.60), (4.63) et

\I-i\ ̂  ïl-^k00^3) / |Vî;||Vw| dx,
Jw-i

on obtient avec (4.64) que

1^1 < 2|^|^oo(^) / (7|Vt;||Vw| + tl-t^dV^I2 + |Vw|2)) dx.
j\î 1

Puisque e > 0 est arbitraire, on peut faire e —^ 0 et donc

\I\ ̂  2|^|^oo^3) / [7|Vî;||Vw| + ̂ (|Vî;|2 + |Vw|2)] dx. (4.65)
^fi 7

II est clair que pour montrer (4.50), on peut aussi supposer que

/ jVî;)2^ < 1 et / IVwpcte ^ 1 et alors (4.65) devient
Jsî Jsî

\I\^2\H\^^)^+r)

et (4.50) s'obtient par le choix du 7 optimal. •
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Afin de montrer (4.49), nous généralisons la Proposition 4.10 au cas où u €
-ff^îî) n z°°(îî).
Proposition 4.11 Soit u € H1^) D £°°(fî) et v,w ç ̂ (fi). On a l'estimation

\f f H(<r,v,w)da{v,w}dx < 2\H\^(^)^V2\Vu\L^) + \u\^(sn))-
\Jsî Jo

•|Vî;|^(n)|Vw|^(n). (4.66)

La démonstration de ce résultat suit celle de la Proposition 4.10, c'est pourquoi
nou l'omettons. Enfin l'inégalité (4.49) est une conséquence immédiate de (4.66).

5 Compacité faible de Pensemble des solutions des équa-
tions d^Euler stationnaires

Etant donné un ouvert simplement connexe, borné et régulier 0 dans le plan et une
force / ç .^(ii, JR2) on dit u ç. 1^(0; 2R2) vérifie les équations d'Euler stationnaires
incompressibles avec force / (au sens faible) dans îî si

divu == 0 au sens des distributions dans îî, (5.1)

UM = 0 au sens des distributions sur ôfî, (5.2)

/ {u ® u : VV1^ + /.V-^) dx == 0, Vî? 6 25(îî), (5.3)
Jfï

où V1?? ̂  (i^S —^") 5 v désigne la normale unitaire extérieure sur 9SI et (n®^)^ =
Ui U j .

Remarque 5.1 Si u 6 ^(O) vérifie (5.10) alors UM peut être défini dans ̂ '"^(ôfî)
et (5.2) prend sens. •

On suppose que l'on dispose d'une famille (^/^x) de fonctions régulières sur
Ù telle que î^ vérifie les équations d'Euler stationnaires incompressibles avec force
fet

fe converge vers / dans -^(fî), (5.4)

[ (, ,., 9u\ 9u\ \ ,
sup / ^ 2 + —— - —— } dx < ooE>O Jfi \ dxi ox-t ) (5.5)

Notre objet est de montrer le résultat suivant.
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Théorème 5.2 Soit u appartenant à la fermeture faible dans ^(îî) de (î^)e>o.
Alors u vérifie les équations d'Euler stationnaires incompressibles avec force f.

Ce résultat est prouvé dans Bethuel-Ghidaglia [3]. Le cas 0 = JR2 a été traité
par Di Perna et Majda [13] et Alinhac [l], voir aussi Evans [14]. La preuve que nous
donnons ici utilise la formule de la co-aire (cette preuve est aussi valable pour le
cas îï == JR2) ce qui nous permet de préciser (quantifier) la mesure de défaut de
convergence (dans la terminologie de [13]).

Nous allons indiquer de quelle manière la formule de la co-aire intervient dans la
preuve du Théorème 5.2. Tout d'abord puisque îî est simplement connexe, écrivons

^ = V-1-^ dans 0, C" = 0 sur 9(1.
n résulte de (5.5) que ^ est borné dans ZT^ÎÎ) et que A^ est borné dans

^(Q). Si u est valeur d'adhérence de la suite (u^^o dans ^(îî) - faible, alors
u = V-^, C ^ ff^W et C est valeur d'adhérence de ^ dans H^((î) - faible. Bien
que (^€ soit régulière, rien ne garantie que ( le soit, on construit alors une famille
(C^>ode fonctions régulières qui s'annulent sur 9(1 et telles que

^ converge vers Ç dans H^{(1) — fort et A^ est bornée dans ^(fï).

Une telle famille peut être obtenue en considérant la solution du problème de
minimisation

min / { |V^|2+^"" f l2 l dx
^H^)J y 1 } |C'-CI^(n)J

où la famille Ç6 converge faiblement vers Ç dans Jî^(iî).

Si (C)e>o convergait fortement vers Ç dans ffj(û), le Théorème 5.2 serait évident.
n s'agit donc d'estimer la fonction ̂ (x) — u(x)\'2 et c'est pourquoi nous introduisons
les ensembles de niveau de 0e "• 0 : P0111* 7 ^ 0 nous notons

^(7)={^eîî,lC(^)-C(a l)|>7}.
la surface de cet ensemble tend vers zéro lorsque e et 6 tendent vers zéro puisque

Aire(TyK7))<^r-^li.(n), (5.6)

et nous savons que (e converge fortement vers C dans ^(îî) lorsque e tend vers zéro
(dorénavant nous notons aussi ̂  la suite extraite qui converge vers C).

Ainsi, au sens de la mesure de Lebesgue, WJ(7)0 = îî\ÏVj(7) et un "gros"
ensemble et nous allons estimer |̂  — Us\ sur cet ensemble (voir (5.9). A cet effet
notons

Co= sup /"(IVCr+IVC^+IACl+lAC,))^. (5.7)
f>0,c>OJft
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Proposition 5.3 H existe une constante C^ qui ne dépend que de Co telle que pour
tous e,6 et 7 positifs, il existe 7| ç [7,27] tel que W7(7|) ait pour frontière une
réunion finie de courbes régulières dont la somme des longueurs, notée I e , vérifie

j e ^ < !̂ (/-e .- iS ^ '̂ i'K ~^|L3(n). (5.8)

De plus,

j (^ -us\2 dx^C^, (5.9)
•'w^w

Aire (W^)} < '^^^(îî). (5.10)

Démonstration. Appliquons la formule de la co-aire (1.1) avec ff = l,/ = (C — C<1
et X = W7(27)W(7).

Il vient

f |V |C E -C<11^= F Wda,
J X J'y

où l^Çcr) est la longueur de la frontière de Ï4^(a).

Nous avons donc

Fwda^ [ |Vr^ll^
A -/^(7)

et par (5.6) et (5.7) :

/27 ^.C1^

l^da^———^^Ç^w.
7

D'après le Lemme de Sard et la formule de la moyenne, il existe 7! ç [7^7] tel
que W^(7|) est régulier et

0^1/2

^^^IX-^K'-C.l^n). (5.11)

Nous avons obtenu (5.8), alors que (5.10) résulte de (5.6). Reste donc à montrer
(5.9). Pour l'instant nous n'avons pas utilisé l'estimée L1 sur A<^. L'inégalité (5.9)
va en résulter.

Nous notons

^={a;€ÎÎ,C^)-^(^)>7},
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w.={xçfl, CO^-C^X^},

V^.=ôW+etV.=ôW,.
Par la formule de Green

- ! W-^W-Çs)•t - û) dx =
JW(iY>W^Y

1 |V(C - C<)|2 ̂  - / (C - Q9^——^- ds. (5.12)•/^•(•y)' ^(^(7)') 9n ' '

D'autre part

-/ A(C-(.).„/ "K——^,
Jtv± Jv± on

et donc d'après (5.7)

| / 9^ - Ç,)
/ ——^——— ̂  ^ 2Co.|jv± (/n

Ainsi revenant à (5.12) nous obtenons en utilisant à nouveau (5.7) que

/ [A^ - C,)|2 dx < 4Co7
JW^Y

et (5.9) est prouvé.

La proposition 5.3 est la première étape de la preuve du Théorème 5.2. Suivent
alors deux autres étapes, la suivante "traite'5 des effets du bord : contrairement aux
apparences, le Théorème 5.2 n'est pas un résultat local et ceci est du aux termes
de pression qui sont cachés dans la formulation (5.3). La dernière étape utilise les
deux précédentes et la technique de Di Perna - Majda [13]. On renvoie a [3] pour la
démonstration complète.
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