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SINGULARITÉS D^ARÊTES POUR LES PROBLÈMES

AUX LIMITES ELLIPTIQUES

Martin Costabel et Monique Dauge

Résumé. Les singularités d'arêtes sont reliées aux singularités de coin sur des
secteurs plans. Les singularités de coin se caractérisent par certains exposants sin-
guliers qui dépendent de l'ouverture du secteur. Quand l'ouverture du secteur varie,
les exposants peuvent avoir des points de croisement ou de branchement. Nous con-
struisons des asymptotiques d'arêtes qui tiennent compte de ces phénomènes.

Abstract. Edge singularities are closely linked with corner singularities in plane
sectors. Corner singularities are characterized by certain singular exponents which
dépend on thé opening of thé sector. When thé opening of thé sector is varying, thé
exponents can hâve crossing or branching points. We construct edge asymptotics
which take thèse phenomena into account.

Motivations

Les solutions de problèmes aux limites elliptiques ont des singularités près des points
et variétés singuliers du bord du domaine (coins, arêtes). La détermination de ces
singularités joue un rôle très important dans les calculs numériques des problèmes
aux limites. Ce rôle est double : d'une part, on utilise la connaissance de la forme des
singularités pour améliorer l'efficacité des méthodes numériques ; d'autre part, les
coefficients des singularités ayant une signification physique directe ("stress intensity
factors"), on construit des algorithmes pour calculer ces coefficients. Un exemple de
calcul à très grande échelle pour des structures mécaniques est donné dans [2].

Ces applications motivent une description mathématique des singularités selon
les deux directions suivantes :

1. Description de la solution module une régularité finie et estimations dans des
normes d'espaces de Sobolev.

2. Construction explicite d'une base (ou d'un ensemble générateur) de fonctions
singulières ne dépendant que de la géométrie du domaine et des coefficients de
l'opérateur différentiel.

IV-1



Bien qu'il existe dans la littérature mathématique des résultats assez généraux
sur les problèmes aux limites elliptiques dans des domaines avec arêtes [18], [17],
[2l], [14], [8], des résultats suffisamment précis pour répondre aux motivations men-
tionnées ci-dessus n'existaient (jusqu'en 88) que dans des cas particuliers (essentielle-
ment des coefficients constants et des arêtes droites) [13], [19], [15], [8]. Récemment,
plusieurs auteurs ont commencé à étudier les effets de "croisement" et de "branche-
ment" des singularités aux arêtes : [7, 3, 4, 5] et [16] pour les croisements et [20]
pour les branchements. Nous allons décrire ici les singularités d'arêtes pour des
problèmes aux limites généraux.

Buts

On regarde des domaines îî C R71, (n > 3), C°° par morceaux avec des arêtes
(7°°. On suppose qu'il existe une sous-variété E de codimension n' dans IR71, C°° et
contenue dans le bord 9fî vérifiant : 90, \ E est C°° et pour tout point VQ de l'arête
E, l'intersection de l'espace normal Ny^ avec Q est un cône Fyg de IR71' à section
régulière sur la sphère S71'"1, Pour fixer les idées, on va considérer ici le cas n' = 2.
On a alors :

r3/0

9fl
{(r.O) | r>0, 0<ô<u{yo)}

U¥^ 9jfl des variétés C00

E = 9îî\|j^n.

Un exemple simple est le cylindre oblique.

9-ifl. : base du cylindre
9^fî : haut du cylindre
Ô3ÎÎ : tour du cylindre

On utilise des coordonnées cylindriques locales (y, r, 0), où y € R71"71' paramétrise
l'arête E et (r, 6} sont des coordonnées polaires de z € R^.

Comme problèmes aux limites, on traite le cas général des systèmes elliptiques
au sens de Agmon-Douglis-Nirenberg avec des conditions aux limites satisfaisant la
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condition de Shapiro-Lopatinski :

Lu = / dans fî
BÎA = g sur 9SÎ\E.

On exige de plus que (^,B) est "injectivement elliptique le long de £"', cf [4].

Pour des raisons de brièveté, on regarde ici le cas scalaire. L est un opérateur
proprement elliptique d'ordre 2m:

Lu= ^ a^x)9au^f(x), a^6C°°(îî).
|a|^2m

Les conditions aux limites sont :

BjkU = ^ ^(a0 ̂  = 9jk{x), (x € 9,0; A; = 1,..., m), h^x} ç C00^).
l^l<m,fc

Le problème est alors:

Etant données

f e ̂ -^(îî); ^ e ̂ -^î-^n); n e ̂ ^(n); o < 50 < 5,
décrire la solution u modulo lî7"'4'̂ ^).

Le but idéal serait donc un développement asymptotique de la forme

U = ^sing+^reg

î^eg 6 JT14"^), plat en E
^sing = ^ ^(y)'v{y,r,0),

vç^

où l'ensemble fini Y est un ensemble générateur de fonctions singulières construit
le plus explicitement possible, et les coefficients Cy admettent des estimations dans
des espaces de Sobolev sur E.

Problèmes sur des secteurs plans

Comme d'habitude, on introduit une famille de problèmes aux limites en dimension
n1 (= 2 ici), indexée par y ç. E. On définit les parties principales conormales

My(r9r,9e) := r^L^.OiO,^)

C^y(r9^9e) := r^B^Çy^O^^

La transformation de Mellin remplace r9r par A e C, et on obtient le problème de
Sturm-Liouville généralisé sur [0,o;(y)] décrit par (My(A,^),C^y(A,^)).
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Ses valeurs propres A =: ^(y) avec Rez/^(y) > m - 1 sont indexées par K e N*,
et on ajoute ^o = 0 (pour inclure le développement de Taylor en y ç. E dans ^sing)-

On rappelle les résultats classiques de Kondrat'ev [12] et Grisvard [11] sur les
singularités en dimension 2 : Soit îî = 1̂  = {(^) | r > 0, 0 < 0 < u} et
u e Jr1-^0^) solution de

Lu = / 6 ^-^(îî)
B,jkît = 5^ 6 ^--^-î n) (.7=1,2).

Alors on a, dans un voisinage de l'origine E de fî, le résultat suivant.

Si 0 < SQ < s et si V/î : Re ̂  / m — 1 + 5, ator5 on a u = 'Using + îAreg a^ec :

^eg 6 H^W, r-^u^ e L\SÎ)

^ing = E E^'^Wr-^iW
m-l+so<Rei/^-{-î<m-l+s q=0

/c,JeN

^,KZ € C'°°[0,a;], indépendant de (/,pjfc),

e^ /e5 estimations naturelles associées pour ^reg ^^ <*g,̂  pur (/, ̂ jfc) e^ ̂  ûîan^ JT^^.

Exemples, (n7 = 2) :

1. Le problème mixte Dirichlet-Neumann pour le laplacien. On regarde la régula-
rité H2 et on prend s = 1 + e, e < 0. On a les 3 cas :

U} < j : U £ H2, ^sing = 0
/3

o; > j : ^sing = Ci • r^ • sin — + P, P polynôme

u == j- : ^sing == ci - (r log r * sin <? + r • cos 0) + P.

2. Le problème de Dirichlet pour le bilaplacien : les fonctions singulières ont la
forme

( ^1 ̂ -y^); ^7^0, ̂ i,...
^^-^ r^)(logr.^(a;^)+^)); a; e {a;o,a;i,...}

où A = v(u) est racine de l'équation caractéristique

sin2(A~l)a;=(A-l)2sin2a;

et où les a;o,ci;i,... correspondent à des racines doubles (u^ c^ 0.8137r). La
fonction u »--> î/{(jj) n'y est pas différentiable.

IV-4



Croisement et branchement

Revenant au problème en dimension n > 2, où c^ dépend régulièrement de y, le seul
examen des exemples ci-dessus fait apparaître les difficultés suivantes.

1. Au voisinage d'un point yo 6 E avec Re^(yo) == m - 1 + 5, on peut avoir des
points y avec Re^(y) < m — 1 + 5, où la fonction singulière correspondante
contribue à ^smg, et des points y avec Re i/(y) > m — 1 + 5, où la fonction "sin-
gulière" fait partie de î^reg. Comme le montre l'exemple du cylindre oblique,
on va avoir de tels points VQ pour tout s suffisamment grand. Pour les traiter,
il faut localiser les fonctions singulières et accepter une perte de régularité : s
doit être remplacé par s — e < s.

2. La multiplicité de l'exposant ^ +1 peut changer :

(a) deux branches régulières peuvent coïncider, en particulier si ^c(yo) == l €
N : on parie d'un croisement des exposants ;

(b) la fonction continue y »-> v^y} peut avoir une singularité algébrique : on
parie d'un branchement des exposants.

Ces phénonomènes sont typiques pour les développements asymptotiques de
fonctions dépendant régulièrement de y, comme le montrent les exemples sim-
ples suivants.

(a) y ̂  ̂  ~ ̂

(b) y ̂  —r^ - —r~v^ et y ̂  r^ + r~^3'.

Ces trois fonctions sont C°° par rapport à y en yo = 0 pour tout r > 0, mais
elles sont la somme de deux termes non réguliers en yo == 0.

Asymptotique simple

Si l'on fait des hypothèses afin d'éviter ces problèmes, on obtient comme dans les
travaux [13], [19], [15], Vasymptotique simple^ i. e. l'asymptotique comme en dimen-
sion 2, mais avec paramètre.

Sous les hypothèses :

1. V^c, Vy € E : Re^(y) ̂  m - 1 + s
2. (a) V/t, ̂ /, l, V : soit ^(y) + / s ̂ {y) + V

soit Vy € E, ̂ (y) +1 ̂  ̂ '{y) +1' : pas de croisement
(b) Multiplicité de ̂  constante : pas de branchement,
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alors on a u= Using + u^g avec :

u^g 6 H^-^^î), r-^+^g e L2^) V £ > 0

^ = E E^^^-^^^log^.^,^,^)
m-l+ao<Rei/,,+(<TO-l+< o=0

K,tëN

yw(î^) •• analytique en 0, C°° en y, indépendant de (/,?,<;),

c^(y) e ff^"1-1——^) V£>0,

avec estimations. L'extension régulière c(y,r) rfu coefficient c(y) est définie par

^r,c(y,r) = $(|î?|. r)^^c(^)

avec une fonction $ <= J (̂R) te^e çye $(0) = 1 et ^$(0) = 0 pour k=0 N
(N assez grand). Si f et g,k ont la régularité 2s + m en y au lieu de s, on veut
remplacer c^i{y, r) par c^{y}.

Le résultat principal

Voici notre théorème pour le cas général, formulé ici pour n' = 2 et un opérateur
scalaire.

Théorème. Soit 0 ̂  SQ < s ; yo e E ; EQ > 0 ; on suppose que u € ^"^«(m est
solution de

Lu = f e H-^ifÏ)
SjkU = g,k G ^-"^-î+^-îî) (.7=1,2).

Alors il existe un voisinage ̂  de yo et un ensemble fini de fonctions v(y r 0) ana-
lytiques en 0, C00 en y, indépendantes de u, f, g^ tels que dans ce voisinage on a
la décomposition u = Msing + u^g avec :

u^g e H^^m, r-"1-^6^ € L\^ V £ > 0
^sing = Y,Cv(y,r)-v(y,r,0)

VÇ.^

c^y) € H^-^-^^nE) V£>0,

L'ensemble générateur Y des fonctions singulières consiste de fonctions v de la
forme

^r,0) = -[r>^-^dX
ÎIV J^ p^y, \)

= ^S\p^y),qk;r}^k{y,0).
k

Ici, les fonctions y et ̂  forment deux ensembles finis de fonctions analytiques en
0, C°° en y, les y holomorphes en X. p^ est un polynôme en X, C00 en y, dont on

IV- 6



va décrire la construction. Les çjk(A) sont des polynômes dans Pd-i où d = degp-/.
Les racines de p^ sont à l'intérieur int^ du contour 7 et

P.V '•= sup{ReA | A € int'y; p-,(\) = 0}

S^r}:=— 1 r ^ ^ d X ." J 2î7rA p(\)7 PW

Les exemples donnés à la fin du § "croisement et branchement" sont des fonctions
de type S\p, q; r] :

^ - ^ = S\p, q; r] avec p{y, A) = A(A - y) ; g = 1
y y

Ty^'^'^ = ^b.?;7'] avec P(!^A) == A2 - y ; ç = 2

r^ + r~^ = <i?[p, ç; r] avec p(y, A) = A2 ~ y ; ç = 2A.

On va maintenant décrire quelques lemmes utilisés pour la démonstration du
théorème.

Formule de Leibniz

Le premier est une formule de Leibniz généralisée : cette formule permet d'écrire la
fonction singulière î;(y,r,0) comme somme de produits des fonctions S\p^{y)^qk\r}
des variables y et r et des fonctions ^k(y^ 0} des variables y et Q et aussi de séparer
les fonctions génératrices v{y^r^0) des coefficients Cy(y),

Soit p € C[A] un polynôme de degré d > 1 dont les racines sont contenues dans
l'ouvert borné D c C. Le bord orienté de D est le contour 7.

Dans le travail classique [l], on trouve l'observation que la forme bilinéaire

(/,s)-K/,^=^/ fWsW „
———7-T—— dA2nr J^ p(\)

est non-dégénérée sur P^-i.

Lemme 1. Soient {qk}^Q ... ^{îî}fc=o d-i deux bases de^d-i, biorthogonales
par rapport à la forme bilinéaire b. Alors pour tout f, g € ff{D} :

_L / AA)ff(A) _ ^.J_ / /(A)g,(A) . ̂  [ gWqlW ^
2î7r^ p(A) ^2wJ^ p(A) )^J^ p(A) >'•

Exemples.
1. L'exemple décrit dans [1]:

QkW = A^ ; ql = E^iP^'1 =: PÏ+iW.

où p^(A) = p(A) (les p{ sont les polynômes décalés de p).
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2. La formule de Leibniz classique :

^(A-Ao) ' ; ^(A-Ao)^ î; = (A - Ao)^-1.

3. La formule de Leibniz pour les différences divisées (cf [5]) :

p = n?=i(A - /^) ; qk = nti(A - w) ; ^ = nt^Â - ̂ ).
4. Formules de type Rouché (comparer avec les fonctions singulières de [20]) :

Çfc(A) = ^"^(A) ; q^ convenable.

L'exemple 3) montre que le comportement en r des fonctions singulières, décrit
par 5'[p,ç;r], est pour y ç. E fixe, une combinaison linéaire de r^ log^r, où les ̂
sont les racines de p. Si on choisit q tel que q / p = II?==i(A — /^), alors

5[p,ç;r]=5[^,...,^;r]=^r^n^^—-
j i^j P'1 ^j

Ce sont les différences divisées de la fonction A i~> r^ utilisées dans [4, 5] pour
traiter le problème de croisement déposants. Dans ce travail, on a traité le cas
d'opérateurs d'ordre 2m == 2. Les valeurs propres sont toujours simples dans ce cas
et le problème de branchement ne se posait donc pas.

Formule de Rouché

Pour le problème des branchements, on utilise des résultats sur les fonctions holo-
morphes à valeurs Fredholm, basés sur des travaux de Gohberg at al. [10, 9].

Soit A ^ M(A) € JS?(X,Y) holomorphe dans ~D 6 C, 7 = 9D, X et Y des
espaces de Hilbert. On suppose que M(A) est Fredholm pour A € D et inversible
pour A € 7. On sait alors qu'il existe un nombre fini de points spectraux v ç. D où
M(A) n'est pas inversible, et on peut définir une multiplicité totale m(î/) de v pour
M.

Définition. On appelle polynôme caractéristique de M dans D :

P,{\)=-[[(\-^.
i/çD

On a alors : A ̂  P^(A) - M(A)~1 est holomorphe dans Z). De la "formule de Rouché
à valeurs opérateurs" de Gohberg-Sigal [10], on déduit :

Lemme 2. On a la représentation pour P-y(^) lorsque ^ ̂  D :

P^} == exp{tr — I M'(A) M(A)-1 log(/^ - A) d\}.
2î7C <A"y '
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Cette formule montre immédiatement la stabilité de P^ par rapport à un paramètre.
Elle entraîne en particulier les deux corollaires suivants, dont le premier a été énoncé
par Schmutzier [20] :

Corollaire 1. Si y ^ My(-) est dans C^ (m ç {0,1,... ;oo;o/}^ alors y \-> P^
est dans C'"1', i. e. les coefficients du polynôme P^ (pas les racines !) sont continus,
resp. différentiables, analytiques, etc.

Corollaire 2. Si ^ 3 y ̂  My(-) est dans C171^), alors la collection des espaces
de dimension finie

^ == ̂ )/M, . ffÇD}

est un fibre sur ^ de classe C^ et de dimension dimâSy = degP-y == Si/ç^m^).
(ff{D} désigne successivement l'espace des fonctions holomorphes dans D à valeurs
dans Y, resp. X.)

Comme application^ on prend la famille des problèmes de Sturm-Liouville généralisés

M,{\}=(My{\9e},Cy{\9e)

comme opérateurs entre des espaces de Sobolev convenables.

Soit pour yo 6 E, {^(A) | j = 1,... ,degP-y} une base de Sê^ C ^([O.^yo)]).
Alors

^{y^ô) =^f r^w-^Wb^e) d\
définit localement un ensemble générateur pour les singularités "primaires", i. e.
pour des seconds membres plats.

Représentation en variable complexe

Alors que les corollaires précédents s'appliquent au cas d'une codimension n' quel-
conque et permettent de décrire les exposants v^ et les fonctions angulaires y? en
termes d'un problème aux valeurs propres généralisé, c'est pour le cas n' = 2 qu'on
peut donner des constructions encore plus explicites. On obtient en effet des for-
mules de nature algébrique qui permettent de calculer un ensemble générateur de
fonctions singulières par des intégrales de contour sur deux niveaux symboliques
différents.

Comme motivation, on a l'exemple du laplacien, où les fonctions singulières de
la forme r^y^A, 0) sont toujours des combinaisons de rÀ cos \9 et de rx sin A(?, ou
aussi, de <^ et de ^À, où C = r e10 est l'écriture complexe de la variable z. Les termes
logarithmiques s'obtiennent comme dérivées en A de ces fonctions.

Pour le cas général, on regarde d'abord l'espace

2Hy(A) := ^w{\,r,0) [ My(X)w = 0; w homogène de degré A en r}.
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On trouve des éléments de 2IÎ,(A) de la façon suivante : par transformation de
Cayley du symbole de l'opérateur My{9,,, 9^ ), on définit

<r^(a) := My(a+l,i(a-l))

ffy(a) := My(l+a,i(l-a)).

On a : si <^(Q+) = 0, alors (a+< +0^ ç 2!îy(A) ;
si <ç(û!-) = 0, alors « + Q-C)^ ç ̂ (A).

Le problème est le branchement des racines de af. On le résout encore une fois par
une intégrale de contour : maintenant le contour est 71 le cercle unité qui, grâce à
l'ellipticité de My, ne contient pas de racines de a^. On définit ainsi

^(A)={^^(A.C,C,a)^da|çeP^}.

avecZ+(A,C,C,a)=(a<+<*)A
^-(A^C^^C+QC^.

Une définition similaire est possible (avec des matrices Z^ pour le cas des systèmes
elliptiques au sens de ADN (cf [6]).

Proposition. La dimension de 23îy(A) est égale à 2m pour tout A e C et

VA € C \ N : 23Î,(A) = 23^(A) © 2^-(A).

De façon plus générale, on peut décrire maintenant un ensemble générateur de
fonctions singulières :
On définit d'abord

^(A,2/,C,C) := / ^(A.C^û) -j^ da.
• î aka^{a)t

Ici k, t e N (bornés) et les q(y,a) sont des polynômes en a (en nombre fini). On
obtient ensuite les fonctions v sous la forme

v(y,r,0)= /w(A,y,C,C)^4 dx-J^ p^\ y )
Ici les ç(A,y) sont des polynômes en A quelconques (en nombre fini), et ^(A,y) est
le polynôme en A construit à partir du polynôme caractéristique P,(A) de ML (A)
relatif à int 7 par

p,(A) = P,(A). (P,_i(A - l))2... (P,_,(A - L))^ . po(A)

où L € N, 7 -j est le contour décalé par ;, et po est un polynôme à racines entières.
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