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PHASE DE DIFFUSION POUR DES PERTURBATIONS CAPTIVES

VESSELIN M. PETKOV

Institut de Mathématiques, Université de Nantes

44072 Nantes, Cedex 03

1. Introduction.

Soit L = c2(x) zj.k axi(ajk(x) axk) un opérateur dans R™, n impair,

n > 3. On suppose que

ajk(x), c(x) € C* (RM),
ajk(x) =akj(x) pour 1<k<n, 1<j<n
2
(Hp) c(x) >cq >0, Zj'k aj,k(X) §j &, 28 1&l

pour toutx € RD et tout & € RM avec ¢y >0 et 8, > 0.

De plus, on suppose qu'il existe po>0 tel que
c(x) = letajk(x) = Sjk’ 1¢jgn 1gkgn

(Hj) pour [x| >p,

Soit Hp(RM) le complété de C:(Rn) par rapport a 1a norme



2 1/2
(o 1vul ax)

et soit H = HD( Rn)eLz( R™) . On considére dans H deux groupes

Uo(t) = eltGo et U(t) = eltG associés respectivement aux problémes de Cauchy

pour des opérateurs att- A et att-L (cf. [1]).
L'opérateur de diffusion 1ié aux groupes U(t) et Uo(t) est un opérateur unitaire

s@): L3(s™ Y - L2, aeRr

qui admet un prolongement meromorphe sur Cavec des poles zj dans le démi- plan

Im z >0 (cf. [5]). On introduit la phase de diffusion s(A) € C(R) par
s(d) = -ilogdet S), s(0) € [0, 2n).
Dans cet exposé, on se propose d’examiner 1a liason entre le comportement de la

dérivée de la phase de diffusion et I'existence d’une suite de pt;les {zj} ,j€EN
de S(0) telle que Im zj -0 quand j — oo,

Dans la suite on suppose que L satisfait les hypothéses (Hl) et (Hz).

2. Existence des poles Z qui convergent vers l'axe réel.
On commence par un exemple d0 a Ralston [ 9 ]. Soit n = 3 et soit

L= cz(r)A avec r = [x|. Supposons qu’il existe r 0< 1 <r <p, tels que

o t
c(rl)r0< c(ro)rl. De plus, on suppose que dans le domaine
_ n.
QO_{xe R : |x| ;ro}

on a une décroissance uniforme de I'énergie locale des solutions du probléme de

Cauchy pour 8“— L. Plus précisement, on suppose que pour tout R > O il existe une
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fonction C(t, R) telle que C(t,R) — O pout t — oo et telle que
Ul R S C(t,R) lIfll R

pour toute fonction f € C:(QR) X C:: (QR), ou |. IIR désigne la norme énergétique
locale sur Qp = {xe€ Q. IxI ¢ R}.Dans ce cas il existe ¢ > O
tel que les grands cercles de la sphére Sa ={x € R1: [x| = 6 } soient des pro-

jections des trajectoires périodiques du flot Hamiltonien associé a I'opérateur

cz(r)A. Le nombre ¢ est déterminé par 1a condition
d
4. c(r)/r)e) = O. |
Dans le cas partiel décrit ci- dessus, Ralston [ 9 ] a démontré qu’il existe une

suite {zk} KeN de p(;les de S(X) et deux constantes C > O, Y > O telles que

(1) 0 <Imz < Cexp (—lekl) pour tout k € N.

On se propose d'examiner I'existence d'une suite {zx}ke N de poles pour
laquelleon a

(2) 0 <Im z, < Cl lzkl—p pour toutk € N,

ou p est un entier fixé.

Tout d'abord on a le résultat suivant.

Théoréme 1. Supposons qu’il existe une suite {zk}k cN qui satisfait (1).

Alors il existe Cp >0 et m € N tels que

ds
(3) |47 (Re zk)l > C, exp(YIzkI ) pour toutk > m.
Si la suite { zk} keN satisfait (2) avec p > n+1, on obtient I'estimation
(4) 15 (Rez,)l»C, lz|P pourtoutk > m
‘ da k"' 727k z

avec C2 >0etm € N.



Remarques. 1). La formule (3) rappelle le résultat de Gérard - Martinez-

Robert [ 2 ] concernant 1a phase de diffusion pour I'opérateur de Schrodinger

P, - “h2A + V(x).

2). Les physiciens appellent (3) formule de type Breit-Wigner.

Pour formuler des résultats qui impliquent I'existence de poles zj

convergeant vers I'axe réel, nous allons introduire quelques notations. Soit
2
le symbole principal de L et soit | s(x. £€) le symbole sous - principal de L. On introduit

2 ={(x,¢§) ¢ T*(Rn):l(x,E.,) =11},

et on considére le flot <I>t du champ Hamiltonien H1 du symbole 1(x,&).Siv € =

est tel que <I>T(v) = v,ondit quev est T-périodique. On note HT 'ensemble de

points T-périodiques et on poseIl = Ut>oHt' Soit

8(v) = {(x(o:v),E(0:v)) € R2D, 0 < 6 < T(v)}

la trajectoire de H1 passant par v € II, o T(v) est la période primitive de &(v).
On pose qs(v) = LT( v) ls( x(o; v), €(o; v)) do et on note qc(v) I'indice de

Maslov de 8(v) (cf. [5]). On dit que le pointv € II est T-absolument périodique
sile graphe de <I>T et le graphe de I'identité sont tangent a I'ordre infini en

(v, <I>T(v)). On note ]]a.[. C HT 'ensemble de points T-absolument périodiques et
on pose m% = u m?, .

t>o0 t

Etant donnéA € R, on note [A ]2,t le résidu de A modulo 2=,

-n < [l]zjtgu et [1.]2’t = A + 2kn, k € Z. On introduit la fonction

QQ) = (2r)~ " _[Ha [n—lT(v)—q(v)]znT—l(v) dv,
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ou q(v) = qc(v) - qs(v). La fonction Q(A) a été introduite par Safarov [12 ]

(cf.aussi [31]).

La fonction Q(1) est continue a gauche et a droite et de plus
Q@ + 0) - Q@ - 0) = (1) | T7w) av,
A
ou Q = {v e T®:2T(v) + q(v) = 0 (mod 2r) }. On renvoiea [31], [121,

[ 13 ] pour les propriété de Q).
On dit que Q(v) est asymptotiquement continue par rapport a la suite

{lk}keN si pour toute > 0 il existe 8 > 0 et m € N tels que
IQ(lk)— Q)] <€ si k>m et Ilk—ll < 8.

Dans le théoréme suivant on suppose que Q(A) n’est pas asymptotiquement

continue par rapport a une suite {lk}keN , )'k — 00,
Théoréme 2. Soit p € N. Supposons qu’il existe une suite {lk}k N’

A, = oo, unesuite {sk}keN,sk | 0, et une constante 6 > 0 telles que

(5) 1Q(a, +e,/2.P")-Q(a, - /2P )50

pour tout k € N. Alors pout tout ¢ > 0 il y 2 un nombre infini de poles zj dans

le domaine Qp c -{zeC:0<Imz<clz| P}

Corollaire 3. Supposons qu’il existe une suite {lk}k eN’ lk - 00

et une constante 8 > 0 telles que

|Q(7Lk +0)-Q@, -0) >0 pourtout k € N.
Alors pourtout ¢ > 0ettoutp € N, il yaunnombre infini de poles z-i dans

chaque domaine Q

Remarques. 1) La continuité asymptotique de la fonction Q(1) joue un role
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important dans I'étude de 1a concentration ("clastering") de valeurs propres

(cf.[31.[121, [131]).

2) On peut obtenir des résultats du meme type pour les poles de I'opérateur
de diffusion associé a 'équation des ondes a I'extérieur d’un obstacle borné Q
ayant une frontiére C™ notée 3Q. D'autre part, il y a une différence importante

puisque pour des obstacles génériques ona p(II) = 0, o0 p désigne la mesure

n-1

sur QxS et II désigne 'ensemble de points périodiques du flot généralisé

associé a 'opérateur des ondes dans R x (R™\ Q). On rénvoie a [ 8 ] pour les
détails.
En contraste de 1a remarque précedente on va considérer un exemple ou

les conditions du Corollaire 3 soient satisfaites.

Exemple. Soit n =3 . Supposons qu'il existe ¢ > 0 et 0<r < £<P, tels

1

que ajk(x) = sjk ,c(x) = alx| pourr, < Ixl . Alors les grands cercles des

1

<O <T, sont des projections de trajectoires périodiques de <I>t. Soit

1\ N

spheéres Sc, r

2o = tx8 eZr <IxXl<ry 2 o x.& =0}

o

Soit Iy la mesure induite sur 2 par la mesure de Lebesgue sur T*( Rn). Alors

uE(H) =uz(IIa) > uz(Z ) > k, > 0. De plus, pour tout ve 20' ona T(v) =

o,1 1

n/o, qs(v) = 0, qc(v) = B = const. Posons
)'k = -ap/n + 2ka, kK € N.

Alors pour tout lk on obtient 20 cQ et

1 k

v- 6



IQ(lk +0) - Q()"k -0)| ?,[z l(oc/n)duz >0 > 0.

o,

Notons que dans cet exemple on n'impose pas des restrictions sur les coéfficients de

L pour x| > r, ou Ix| < r.

3. Idée de la démonstration du Théoréme 2.

Soit ¢(t) € C, (R) une fonction telle que {(t)=1pourltl < 2, {(t)=0

pour [t| > 3. En suivant Melrose [ 7], on introduit
—g—:l @) = 2. t(lz.l/a) Im z, [(Re z, —l)z + Im 2.2]_l
J J J J J
et on pose sz(l) =s@d) - sl(l).
Soit N(R) = #{ 2 | zjl < R}, ou on calcule le nombre de pdles avec leur

multiplicité. Récemment, G. Vodev [ 15 ] a obtenu I'estimation

(6) N(R) < CR*!+ C, pour toutR >0
avec des constantes Cl >0, C2 >0 indépendantes de R. Dans le cas d’une

perturbation liée avec un potentiel ou dans le cas d’'un obstacle on a des résultats

plus précis avec R™ ala place de RH (cf.[141]).

En utilisant (6) et les arguments de [ 7 ], on conclut que sz(l) est un symbole

n+i

delaclasseS ' (R). Alors les estimations (3) et (4) decoulent du comportement de

d
@)

La démonstration du Théoréme 2 est longue. On commence par observer que,
si tous les poles zj satisfont 4 I'estimation Imz > C l zj I”P  on a I'inégalité

n+1+p

(1) 5@l C(1+la]) pour tout & € R.

Soit p(t) € S(R) telle que p(0) =1, supp p(t) (—eo, eo), ou



p(z) estla transformée de Fourier de p(t) et €, est suffisament petit. Pour

0 < 8 < 1on pose ps(‘t) = (1/8) p(1/8). Le point crucial est I’étude de

_ p+2y B p+2
Is,k—(psxs) ("k+2€k”k ) (95*5)% 2e, /&y ).

En tenant compte de (7), on trouve que

n-1
(8) |18’k|<C0€k(l+|lkl)
avec une constante C0 >0 indépendante de 3, €y et )'k'

. . d -
Afin de trouver la convolution dep 8 et 3%. on utilise une formule de trace.

Soit E(t,x,y) la solution du probléme :
(9) (att - Lx) E(t,x,y) = 0 dans Rtx R,
E(O,x,y) = 0, atE(o,x.y) = 8(x - y),

et soit Eo(t,x,y) l1a solution de (9) avec A alaplacedeL.. Alorsona(cf.[1],[6])
iAt - |
(10) o fan e pet) B,E(txx) - 2 E_(tx3)] dt dx
- (4m) ™! [ o) 22 () ap.

L’intégration sur R™ par rapport 4 x dans (10) engendre des difficultés quand on
veut appliquer l1a formule de trace (10) avec 8§ — 0 puisque le support de p(5t) est

inclus dans (—80/6, 30/8). Pour cela on obtient une formule de trace pour des
fonctions ¢(t) ayant support dans RT ou R". SoitQ = L - A et soit ho(t.x,y) la
solution du probléme:

A )h (txy) = E (t,xy),

(att_ vy’ o 0

supp h0 c{(txy): t>0}

Théoréme 4. Pour chaque ¢(t) € C:(R"') ona

(11) jR dt JRGS jB .[B o(t) atE(t— $,X,2) QzQxho(s,z,x) dxdz
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= J fnq;(t) atE(t,x,x) dtdx,
R R

ou B ={x e RI; legpo}.

Maintenant on écrit p(8t) = 0,(t) + 0_4(t) + 04(t), ot supp o (t)
c (-g.. &), supp 05(t) ¢ (e /2,¢ /8). supp ¢ _(t) c (-¢ /8, -¢ ). On

construit une paramétrix globale de (3) donnée par un opérateur intégral de Fourier
et on calcule le terme principal en utilisant les techniques dévellopées dans [12 ] et

le fait que les transformées de Fourier de Eo(t.x,y) et ho(t,x,y) par rapport at sont

des noyaux d’opérateurs pseudo-différentiels. L'intégration dans (11) par rapport a
X et z est sur un domaine compact et cela permet d'appliquer les formules usuelles
pour des opérateurs pseudo-différentiels. Finalement on prouve la

Proposition 5. Pour toute > 0, tout 8 > 0O et toutd > 0O on a

(12) (pgxs)d +e) 3¢ A+e)®+c@+e)
+[Q( +¢€/2) - C3s_18 - C4e] ).n"l - o(z,n‘l), A — +o0o,
(13) (pgxs) -8 gc A-e)+c-¢)t

n-1

+[Q@ - €/2) + css“s +C el hy oY) 2 = oo,

ou Co Sp C3, C 4 sont des constantes indépendantes de A, € et 8.

p+1 p+2/28

On applique (12) et (13) avec A = A€ =28 /0, 8= X4

k k’

ou X > 0 est suffisament petit. En tenant compte de (5), on obtient

I C. 01+, )"

8§k = 5

avec C5 > 0 indépendante de 8, € et lk‘ Cela implique une contradiction avec (8).

Remarque. Afin d’obtenir des résultats plus précis qui entrainent une

convergence des poles zj vers lj € R, on a besoin d’une formule de Weyl pour

I'asymptotique de la phase de diffusion avec seconde terme oscillant comme dans les
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travaux de Safarov [12 ], [ 13 ] et Gurejev et Safarov [ 3 ]. Récemment, Robert

[ 1] a obtenu une formule de Weyl avec un terme principal et un reste du type

n—l)

oQ pour la phase de diffusion relative a des perturbations captives (cf. aussi

[ 10 ]). Il semble que, pour qu’on puisse obtenir une formule de Weyl avec un

seconde terme oscillant, on doit ameliorer I'estimation (6).
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