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Impuretés dans une structure périodique.

par F.KIopp

Université de Paris-Sud

Département de Mathématiques Bat. 425

91405 Orsay

et U.R.A 760 CNRS.

Le problème qui nous intéresse ici est l'étude du spectre d'opérateurs du
type suivant:

(1) P^-h^+V+t&V

où VeC^dR.^IR.) et est L-périodique, L étant un réseau de R",

O^&VeCg^R^R) et t est un paramètre mesurant la taille de 1a

perturbation.

Du point de vue de la physique, P^ est un hamiltonien semi-classique

associé à une structure cristalline (représentée par V) dans laquelle a été

introduite une perturbation (représentée par &V).

Cet opérateur a déjà été largement étudié, tant par les physiciens (tC],

[LL],...) que parles mathématiciens ( [ADH], [DH], [GS], [Ski, tB], ...).

Dans le cas de la limite semi-classique, dans IS2], Simon a étudié 1a

largeur de la première bande spectrale de PQ. Ses résultats ont été

également obtenus par Outassourt qui, dans [O], a aussi démontré des

résultats sur l'existence de valeurs propres pour P^ dans un gap de PQ ceci

pour des perturbations pas trop petites.

Ce travail va surtout s'intéresser à l'existence de valeurs propres pour

P^ dans un gap de Pc dans le cas de très petites perturbations.

Soit L un réseau c'est-à-dire ̂ ©^j^2^ où ^Pjetl.n] est une

base de R". On définit: L*={o('€(R11)*; V <X€L o(-o('€2TrZ } et
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T=(R")*/L*.

On considère l'opérateur de Schrôdi'nger suivant agissant sur L^R"):

(2) P=-h2A+V

avec V satisfaisant:

(H.1): VeC^R'^lO.+ooD telle que: V(x)=O^X€L et V périodique sur le

réseau L c'est-à-dire telle que pour tout x dans R" et tout o<

dans L: V(x+cO=V(x). On suppose de plus que Hess(V)(0) est

définie et positive, où Hess(V) désigne la matrice hessienne de V.

Par périodicité, pour tout O(€L, |W(oOI =0 et Hess(V)(o<) est définie et

positive. Par continuité de V, il existe €.Q>O te1 (1ue P0111" &€[O,£Q[, on a:

(3) {X€R"; V(x)-&2:<0}=UQ<e|_U^s

où ^oi. &:=UO &+^) et la famille de compacts (UQ( ^) vérifie que si o^o^

alors Uo(^nuo(',&=^•

Pour O(€L, on définit -t^: L2(R")—> L^R") par (To(^p)(x)=^p(x-o(). Par

l'hypothèse (H.1), on a, pour tout o< dans L:

(4) T_O(<P«T:O(=P.

On notera, pour O(€L, UQ(=UQ( 0=^); on appellera les ((o<})o(€L» 1es

puits de potentiel. On notera d(-,-), la distance associée à la métrique

d'Agmon V(x)dx2. On définit: SQ=mf^^Q(d(oi,0)).

Pour chaque o( dans L, on construit un opérateur de référence. Pour £.

suffisament petit, on prend ÔQ une fonction positive dans Cg^Uo ç) telle

que, pourx€Uo^e/2>

(5) eo(x)=&2/4.

Si on note Q^^o^o) a1()rs»

(6) V+SQ(çl_eo<se2/4.
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On définit, pour «€L:

(7)P^=P+^^9^

Pour tout o( dans L, on sait que P^ est symétrique, borné

intérieurement, essentiellement auto-adjoint sur Cg^lR"). Notons

également PQ(, son extension auto-adjointe qui a pour domaine H ÎR.") .

Par un théorème de Persson [P], le spectre de Pç^ est discret en dessous de

&2/4.

Par construction, on a, pour tout O(€L:

(8)Po(=T:o<°Po^-oc

donc tous les P^ ont le même spectre noté O'(P()).

Des résultats classiques ([HSj], [SI]), nous disent que la première valeur

propre de PQ est simple. De plus, si on 1a note JJL, on sait qu'il existe ho>0,

a>0 etjJlo>0 tels que, pour h€]0,ho[:

(9) o'(Po)nl)Jl-2a-h,jJl+2a-h]={jJl}

oùjJL=jJloh+0(h2).

On notera ^PQ un vecteur propre normalisé associé à JJL.

Notons FCL^R11), l'espace spectral associé è P et à IjJl-a-h.jJl+a-h] et

ÏÏF la projection orthogonale sur F. On obtient alors

Proposition 1 : Supposons (H.1) vérifiée. Alors, il existe ho>0 tel que

pour tout h€]0,ho[, P|F Gst unitairement équivalent à î2, un opérateur de

L2(T) dans L^T) défini pour U€L2(T), par ft(u)=u)-u où:

(i) a) est analytique réelle sur T et analytique dans W(h), un voisinage

complexe de T de 1a forme T+iB(0,1/Ch) où C est une constante

positive ne dépendant pas de h et B(x,r) désigne la boule de centre x

de rayon r dans R".
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De plus, (^)o<h<ho es^ bornée dans l'ensemble des fonctions

holomorphes sur W(h).

(ii) 1im suph—^othlogîsupeçTl^9)"^!^"^

(iii) u) est paire et si yeL* alors y/2 est un point critique de a).

(iv) a)(9) est la valeur propre de Roquet du problème périodique.

Esquisse de la preuve: Grâce à un travail de Carisson [Ça], qui étend

au cas d'une infinité de puits les constructions de Heiffer et Sjôstrand [HSj],

on construit une base orthonormale de F notée (Vo<)o<€i_' en projetant •vpo et

ses translatées sur F. Or l'invariance de P par translation (4) nous dit que

la matrice de P dans (Vo()o<eL es^ une •T18^1'^® de convolution, donc en

conjugant par la transformée de Fourier, on obtient l'équivalence unitaire

annoncée.

L'analyticité de a) sur un voisinage de T découle de la décroissance

exponentielle de VQ( hors du puit (o(). Cette décroissance exponentielle

donne aussi l'estimée (ii).

On remarque que la base des (VQ^ÇL n'est autre que la base des

fonctions de Wannier, ce qui nous dit que oJ est la valeur propre de Floquet.

La parité de a) est alors un résultat connu.

D

Remarque: Ce résultat a déjà été démontré d'autre manière

séparément par Outassourt [0] et Simon [S21.

Nous allons maintenant nous intéresser è l'opérateur suivant:

(10) Pt=-h2A+V+t&V=P+t&V

où l'on suppose que &V vérifie:

(H.2): O^&V€C§°(ÛO^Q), &V(0)>Oet ||&Vlloo=1.
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On note: S^v=inf^ ^o^^PP^7)»0^^0-

Définissons F^CL^R") l'espace spectral associé à P^ et

[jJL-a-h.jJl+a-h], et TT?^ la projection spectrale sur F^. On démontre

Théorème 2; Supposons (H.l) et (H.2) vérifiées. Alors, pour tout

y>0, il existe hy>0 tel que pour tout h€]0,hyl et pour tout

t€]-a-h/8,a-h/8[:

Pt|Ft est unitairement équivalent à ft^: L2(T)—>L2(T) défini par

fttr=a»-f+b(t)TTof+K(t)f
avec:

(i) o)=a)(ô) la valeur propre de Floquet définie par P dans [jJl-a-h.^Jl+a-hl.

(ii) TTQ: L2(T)—>L2(T) défini par: TTof=(Vo^(T))~1J>•^[•î'dQ où d9 est la

mesure de Lebesgue.

(iii) K(t) est un opérateur de L^T) dans L^T) de noyau k(t,h,e,e')

analytique sur D(0,a-h/8)xW(h)xW(h), où W(h) est défini dans la

Proposition 1 . Alors:

k(t,h,9,e')=E(o(^)çi_xL(ko(,^(t,h)e-^-©-^-ô'))

avec l<o(ft(t,h) vérifiant pour tout h€]0,hy[: k^ ft(0,h)=0 pour tout

(o<,3)eLxL et uniformément pour tout |t| <a-h/8:

lô^k^ «(t.hîl^e-^-y^^^PP^^.^+^^PPW).1^)!711 si

(o<,3)71((0,0) et 13^0,0(1,h) l^e-2(1-y)s&v/h.

(iv) L'application b(t) réalise une bijection analytique de D(0,a-h/8) dans

un voisinage complexe ouvert de 0.

Esquisse de la preuve: On va étudier P^ de la même manière que P.

Pour cela on construit des opérateurs de référence Pf o; à partir des P^ de
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1a façon suivante:

( 1 1 ) si « ̂ 0 alors Pt,o(=Pcx et pt o=PO' l-t&v

c'est-è-dire que:

(12)P^=Pt+S:|_^^ô^où 9^=e^s i3^0e t 9o=eo-tSV

Une étude de P^Q, nous montre que, pour h assez petit et |t| <a-h/2,

^(P^o^^'a'^^+Q'^O^ ou J^t est une valeur propre simple de P^ Q.

Puis grâce à ces opérateurs de référence, en projetant les fonctions de

Wannier sur F^, on construit (Vt^)o<ç|_, une base orthonormale de F^. On

écrit alors la matrice de P^ dans cette base. Celle-ci est analytique en t

pour | t |<a-h/4. La dérivée de cette matrice s'écrit comme une

perturbation compacte exponentiellement petite (pour h assez petit) d'une

matrice de rang 1 . On obtient ainsi l'équivalence unitaire annoncée en

conjugant par la transformée de Fourier.

Les propriétés du noyau de K proviennent de la décroissance

exponentielle de v^ ^ hors du puit {o<}.

D

Remarque; Pour t réel, K(t,h) est auto-adjoint et analytique en t. De

plus, K(t,h) est compact et si on note:

l lKl l^suPa.ô.e'îeDÇO.a-h/SîxTxTl^1»"'9»9 ' ) ! a10rs:

(13) mog(||K|loo)^-S^+o(1) quand h-»0.

Par le théorème de Weyl, on sait:

(14) ^ess^t^^-B-^+a'^^W^éfiLsL

On va s'intéresser au spectre de P^ contenu dans

[jJl-a-h,jJl+a-h]\o)(T), ceci pour t€]0,a-h/8[, une étude tout à fait

symétrique pouvant être menée pour t€]-a-h/8,0[ . D'après (14), le spectre
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de P[ dans [;Jl-a-h,i[u]s,jJL+a-h] est discret. On démontre la

Proposition 3; Pour h suffisament petit et t€]0,a-h/8[, on a

o'(P^)n[jJi-a-h,i[= 0.

Pour poursuivre cette étude, nous avons besoin d'hypothèses

supplémentaires sur a), à savoir

(H.3): (i) a) n'admet que les éléments de (0/2)L*)/L* comme points

critiques et de plus, ceux-ci sont non dégénérés.

(ii) Si fd^supeçT^9^"1"^']!'^0^5"'1 a1()rs:

h1og(f(h))=-So+o(1) quand h—»0 .

(iii) Soit d)(e)=(a)(e)-jJl)/f(h). Il existe ho>0 et 00 tel que,

pour 0<h<ho, on ait:

(*) a) n'atteint son maximum ? qu'en un seul point noté 9g.

(**) maxiod^supeç-iria^aKeîIssC et |det[Hess(S»(9s))]| > 1 / C .

(*»») pour tout &>0, il existe &(c)>0 tel que:

|a)(9)- s'|>&(&) si ldist(9,es)|>&.

Remarque: On peut montrer que de telles hypothèses sur a) découlent

naturellement d'hypothèses de symétrie sur le réseau L.

Notons Ds(o))= |dét(Hess(o)(ôs)))| "1/z et Ç>=W^>Q\^>Q).

On obtient alors les deux théorèmes suivants:

Théorème 4; Supposons (H.1)-(H.3) vérifiées et n=1 ou 2. Alors, il

existe ho>0 tel que pour h€]0,ho[, il existe \(t) une fonction croissante

analytique réelle sur ]0,a-h/8[ dans ]s,jJl+a-h] qui est valeur propre simple
XX-7
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de P^ et qui vérifie:

(1) si t/f(h)—»0+:

(i) si n=1: (\(t)-s)/f(h)=(1+o(1))-Ci(h,t)-(pt/f(h))2,

(ii) si n=2: (\(t)-s)/f(h)=exp(-(1+o(1))-C2(h,t)-(f(h)/(pt))),

(2) pour tout 01, il existe C'>0 tel que pour t€]f(h)/C,a-h/8[, on a:

1/C'^ôt\( t )^1.

(3) si t/f(h)-»+oo et t/h->0: \(t)=s+(1+o(1))-(pt).

De plus, Cn(h,t) vérifient que, pour tout 00, il existe h^>0 tel que pour

h€]0,h^[ et pour tout t€]0,a-h/8[,

œc^h.O^^-TrDsCoO/Vonn^O+OCe-^v-^")),

(ii)C2(h,t)=(Vo^T7(2-^rDs(uJ)))•(1+0(e-(s&v-&)/h)).

De plus, pour tout &>0, il existe h^>0 tel que pour he]0,h^[ et pour

t€]0,a-h/8[, \W est 1a seule valeur propre de P^ dans

]s+0(e-(s&v-£)/h)(\(t)-s),>JL+a•hl.

Remarque: En dimension 1 ou 2, quand t—» 0, B. Simon ([S3]) a déjà

obtenu, pour les valeurs propres négatives de -A+t&V pour &V négatif et è

courte portée, des asymptotiques similaires à celles données en (1).

On définit lœ^VonD^jT^-aKe))"^ pour ^e]s,+oo[ si n=1 ou 2

et pour \€[s,+oo[ si ns3.

Théorème 5: Supposons (H.1)-(H.3) vérifiées et ns3. Alors, il existe

ho>0 tel que, pour h€]0,ho[, il existe une constante T^>0 et 'X(t), une

fonction croissante analytique réelle sur ]T^,a-h/8[ dans ]s,jJL+a-h] qui

est valeur propre simple de P^; elles vérifient:
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(1) si u=(t-Tsv)/Kh)->0+:

si n=3; (\(t)-s)/f(h)=(1+o(1)).C3(h,t)-(pu)2,

si n=4: a(t)-s)/f(h)=-0+oO))-C4(h,t)-(pu/1og(pu)),

si ns5: (^(t)-s)/f(h)=(1+o(1))-Cn(h,t)-pu,

(2) pour tout 01, il existe C'>0 tel que pour t€]T^+f(h)/C,a-h/8[, on a:

1/C'^a^(t)^1,

(3) si (t-T^)/f(h)-»+oo et t/h-»0: \(t)=s+(1+o(1))-(pt).

De plus, T^v et C^M) vérifient que, pour tout £>0, il existe hç_>0 tel que

pour he]0,h^[ pour tout t€]0,a-h/8[,

(i)Tsv=p(I(s))~1•0+0(e~(s&v-&) /h)),

(ii) ns5: Cn(h,t)=(-^^(I)|^=g)-1.I(s)2•0+0(e-(s&v-£) /h)),

(iii)C4(h,t)=(Vo^T(I(s)r(h))2/(4TT2D3(a))))•(1+0(e-(s&v-£) /h)),

(iv)C3(h,t)=(Vo^T(I(s)r(h))2/(25/2•Tr2Ds(aJ)))2•(1+0(e-(s&v-£) /h)).

Pour t€]0,T^l> on a, o'(Pt)n]s,jJl+a-h]=^. Si ns5, \(J^)=s est une

valeur propre de P-r&v

De plus, pour tout 00, il existe h^>0 tel que, pour tout he]0,h^[, il

existe une constante positive x^\/ vérifiant: T^>:l'(h)•e(s6v~£)/h, telle

que, pour telT^.T^], \(t) est la seule valeur propre de P^ dans

]s,jJl+a-h], et pour t€]-c'^,a-h/8[, \(t) est la seule valeur propre de P^

dans Is+OCe-^&v-^^K^O-s^+a-h].

Remarque: En dimension 3 ou plus, quand t—>0, M. Klaus et B. Simon

([KS]) ont obtenus, pour les valeurs propres négatives de -A+t&V dans le

cas où &V est négatif et à courte portée, des asymptotiques similaires à

celles données en (1).
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Esquisse de la preuve: Pour prouver les Théorèmes 4 et 5, on utilise

d'abord la réduction donnée par le Théorème 3 pour se ramener à l'étude du

spectre d'un opérateur f^: L^T)—»!-2^!') défini par, pour feL^T),

(15)î2^=^-î '+t(TTor+K(t)r) .

Pour étudier cr( ^)n]s,jJL+a-h], on applique le principe de

Birman-Schwinger è f2^ c'est-à-dire;

(16) (\€cr(î2^)n]s,jJl+a-h] et \ est de multiplicité m) si et seulement si

(l€o'(r\ ^) et 1 est de multiplicité m)

où r-^^L^T)-»!-^!') défini par, pour^L^T),

(nîr^^t-ax-uKeïr^^TTo+Ka^a-aKô))-172^.
On est alors essentiellement amener è étudier les valeurs propres d'une

perturbation compacte exponentiellement petite d'un opérateur de rang 1 .

D
Remarque; II convient également de faire remarquer que, 'X(t) étant

simple, si on note -^ un vecteur propre unitaire associé à 'X(t) alors

(18) at^^V^I^).

Alors les Théorèmes 4 et 5 (et leurs démonstrations), nous disent que -^

est localisée au voisinage de supp(SV) quand (t-T^)/f(h) est grand. Par

contre, quand (t-T^)/f(h)—>0, ̂  est localisée au voisinage de supp(SV)

en dimension plus grande que 5 alors que dans les dimensions 1 à 4, "vp^ se

^délocalise".

Remerciements: Je tiens è remercier J. Sjôstrand pour l'aide qu'il m'a

apportée durant tout ce travail.
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