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OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS ET CAPACITES SYMPLECTIQUES

Nicolas LERNER

Les résultats de rigidité symplectique établis par Gromov [4], Ekeland et
Hofer[1], Sikorav[8], sont liés au principe d'incertitude d'Heisenberg. En effet ,
I'impossibilité du plongement symplectique de la boule unité de R2" dans un
ensemble du type

(Ix 1,181 <€ 5 Ix'1,1E1 < €' ),

reflete 1'obstruction a une localisation trop fine sur des axes conjugués. Le
principe d'incertitude a été reformulé par Fefferman et Phong [2] , [3]
I'importance d'un ensemble { (x,£) € RZD , a(x,§) <A } (e.g.pour un symbole
classique a d'ordre deux) se jauge au nombre d'images canoniques disjointes
du cube unité qu'il peut contenir. Dans [6] , on s'inspirait de cette
reformulation pour établir des résultats sur la borne inférieure d'opérateurs de
Schrodinger avec champ magnétique et d'opérateurs pseudo-différentiels.
Cette approche conduit a considérer des quantités du type

inf J] ax®) dxdt
xe D X(Qo)

ou @ est une famille de transformations canoniques et Qo le cube unité de R2",
On peut remarquer que l'infimum ci-dessus a des propriétés fonctionnelles
analogues a celles de l'inverse d'une capacité symplectique(cf.[1], [9] ) ainsi
que

inf {max a(x,f;)} .
xe®  x(Q,)
Toutefois, les questions liées aux opérateurs pseudo-différentiels n'ameénent
pas a considérer toutes les transformations canoniques, mais des plongements
symplectiques dont on contrdle les dérivées.
Je suis trés reconnaissant a Jean-Claude Sikorav d'avoir eu la patience
de m'expliquer quelques résultats de rigidité symplectique. I a fournit
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également , avec C. Viterbo , I'exemple exposé au paragraphe 3 , a la limite de
la rigidité et la flexibilité symplectique .

1. Quelques faits de géomeétrie symplectique

1.1 Un peu d'algebre
Soit (E,0) un espace vectoriel muni d'une forme bilinéaire alternée non

dégénérée. Alors, la dimension de E est paire ( 2n ), et il existe une base de E
-1

dans laquelle la matrice de ¢ est [In On] .On peut identifier cette forme a

o :E —» E*, inversible vérifiant 6* = - 5. Le groupe symplectique est constitué

par les isomorphismes de E tels que 6(AX,AY) = o(X,Y), i.e. tels que

A*c A = ¢. Rappelons que les générateurs du groupe symplectique sont

(x,E) - (Lx,tLle) ,Le Gln,R) ,
(x;, &.j) - ( &j » X ) et les autres coordonnées fixées,
(x,8) - (x,&+Sx) avec S=8" ,

ou CRIN= IR; X IRE1 avec o((x8),ymn))=<&y>-<n,x>.

1.2 Rappels de géométrie symplectique

Soit (M, ® ) une variété symplectique, i.e. la donnée d'une variété C= M
et d'une 2-forme w non dégénérée, fermée . Les exemples classiques sont
( R20 , 0 ) (vu plus haut), le fibré cotangent ( T*X), d\) ot X est une variété
C® et Ala 1-forme canonique, les surfaces orientables, les variétés

kdlhériennes . Etant donnée une fonction f € C*°(M) , on définit son champ

hamiltonien H¢ par l'identité

(1.1) o 1 He = -df ,ou | désigne le produit intérieur.

Par ailleurs , pour fet g dans C®°(M), on définit leur crochet de Poisson par

(1.2) {f,g)= <(o,HfAHg>

La condition dw =0 est équivalente a 1'identité de Jacobi,
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1.3 He ,H =H
(1.3) [ He , Hyl (f, g)

Notons également que , si X est un champ de vecteurs sur M,

(14) E’X(m)=dco_JX +dlodX) = dlodX)
Par suite .‘t’X( w)=0 équivauta -l X exacte et, en particulier si
ol X =-daie X= H, ,onobtient que le flot de H, conserve o (c'est encore

vrai dans le cas non autonome ou la fonction hamiltonienne a dépend de t ) .
X
Un difféomorphisme C* X ( M;,0) 5 (My,0,) est dit symplectique

si X*( ®y ) = @ . On dira que X est un symplectomorphisme (ou une

transformation canonique). Le théoréme fondamental de la géométrie
symplectique locale est le

Théoréme 1.1( Darboux, voir [10] )
Une variété symplectique ( M, ® ) de dimension 2n est localement

symplectomorphe &  ( ]R2n, ).

Notons également qu'un symplectomorphisme est un difféomorphisme C*°
préservant les crochets de Poisson : X*(f, g} = (X*¢f), x¥ @)

1.3 Rigidité symplectique

Les obstructions au plongement symplectique autres que celles qui
tiennent a la topologie ou au volume (un plongement symplectique préserve o)
constituent la rigidité symplectique. Un théoréeme de Gromov [4] fournit un
exemple, lié par ailleurs a une question de Fefferman et Phong ( § 7.2 de [3] ).

Théoréme 1.2 (Gromov [4], voir aussi Ekeland-Hofer [1] )

n
Si 1a boule an(r) = { (x1 , &1 e X &n ) e ]R2n , 'Zl xJ2+ &?‘ <r’ } se plonge

symplectiquement dans le cylindre d'équation x%+ F,% < s ,alors r<s.

Notons que , mis a part le cas trivial n=1, il ne s'agit pas d'une obstruction due
au volume et que, d'autre part, il n'y a pas de restriction pour le cylindre
"horizontal" :
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B2'(r) <, ((x,8)e R ; x*+x2 < € ) par

€ r € r " "
(x’a)—)(—x ,_g 1—x ’_g sx )g )'
rolg Py Y2 %

En utilisant le théoréme précédent et l'invariant de volume , on obtient le

Corollaire 1.3
Les produits B2(r1) X B2(r2) ={(x;,§;,%,,8))e R* ; x%+ é’;f < r% , x§+ &% < r% )

dans (IR ,0),avec r;<r,,sont symplectiquement distincts .

Ces résultats sont liés , au moins heuristiquement , au principe d'incertitude
abondamment décrit et reformulé par Fefferman[2].En effet, le plongement
canonique de la boule unité de R?" dans un ensemble du type du cylindre
"vertical" { x%+ E,% < 82} induirait une localisation trop fine sur des axes

conjugués x,, &; et violerait le principe d'incertitude. La preuve d'Ekeland et

Hofer repose sur la construction d'une capacité symplectique i.e. d'une
fonction croissante ¢ définie sur les parties de IR2 telle que, pour tout
symplectomorphisme X ,et toute partie S de IR2n ,onait ¢(X(S))=c(S)

ainsi que c ( B2M(1) ) = ¢ ( Bxl 3 Mx R, § ) La construction de telles

fonctions est non triviale , et notre motivation ici est de montrer que l'analyse
pseudo-différentielle fournit des expressions analogues a des capacités
symplectiques.

2. Opérateurs pseudo-difféerentiels

2.1 Généralités
On considére une fonction a(x,f) € C°°(]R2n) telle que

@.1) IDZDE a(x,f)| < CaB(1+|§|)2—IaI.

w
On lui associe un opérateur a par la quantification de Weyl :

(2.2) @" u) (x) = H l<xy > (%X , &) u(y) dy d§
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Diverses microlocalisations aménent & considérer des classes plus générales
de symboles , associées a des métriques sur l'espace des phases : pour tout
2n . e .- .
(x,6) e R“", on se donne g e une forme quadratique définie positive. On dit
. X

que a e Su(g) si

@3 - 1290 (1., T s G g @' g (T
avec X= (x,8), Tj e R*" ,

(0)

% (T)
2.4) AMX) =inf X , M= sup ofT, U

gx (T) X g4 (U) =1

1t12 . I712
0(x8)?  D(x,5)?

En particulier, si g é( t,t)= , ae Su(g) signifie que

o« B p-18 p-lal
ID&DX a(x,&) I < CaB ¢(X’é) (D (X’é) 4

c
avec en outre g
x,E

Les résultats de Hormander ( [5] , ch.18 ) montrent qu' on dispose d'un calcul

1) = OxE 1612 + oIt et A=00 .

pseudo-différentiel et de continuité si la métrique satisfait les trois propriétés
suivantes .
(2.5) 1l existe C > 0 telle que , pour X ,Y dans 1R2n ,

gy X-Y)<C! implique g, <Cg, .

(2.6) Pour tout X de ]Rzn, gx < g)(:

(2.7) 11 existe C > 0 et N tels que ,pour X, Y dans ]R2n ,
g <C gy [1+ g2V 1N,

La condition (2.6) est évidemment liée au principe d'incertitude , et garantit
que les axes conjugués de localisation ont un produit borné inférieurement ;
pour X fixé dans ]R2n, on peut trouver une base symplectique telle que

n

gX(t )= Zl lj'l(tjzﬂ-%) . La condition (2.6) signifie que inf 7Lj >1 . La fonction
J:

A (2.4) est importante pour le calcul symbolique : elle représente le "gain" du

calcul et assure par exemple que le commutateur de deux opérateurs d'ordre 1
(1i.e. dont les symboles sont dans Sl(g)(2.3)) est un opérateur d'ordre 1.
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2.2 Classe propre d'un symbole

Si a est un symbole d'ordre p pour une métrique G (cf(2.3)) satisfaisant
(2.5-2.6-2.7), on peut construire une métrique g, conforme a G, telle que G< g
et satisfaisant les propriétés (2.5-2.6-2.7) telle que 1'une des dérivées d'ordre <
de a soit elliptique dans ce nouveau calcul. Cette construction, introduite par
Fefferman et Phong , a fourni une preuve d'une inégalité de Garding avec
gain de deux dérivées ( [3] et th.18.6.8 dans [5] ). La nouvelle classe, obtenue

par un découpage de Calderon-Zygmund , dépend du symbole a de départ . Si
- U= 2, on peut construire g de la maniére suivante : on pose

-2k

4 2k
(2.8) AX?= max (1, [aDOIE A0 )
0<k<3 X

ou AG est donnée par (2.4) pour la métrique de départ G et avec

2.9) 1Mol - S a®x) T |
X Uy =

On définit alors la nouvelle métrique g, par

(2.10) g, = AG(X) k(X)'1 Gy

On vérifie alors la proposition suivante ( proposition 3.3 dans [6] ), en supposant
que la métrique de départ G satisfait les conditions (2.5-2.6-2.7).

Proposition 2.1
La métrique g définie par (2.10) vérifie (2.5-2.6-2.7) et la formule (2.4) donne

lg(X) = MX), ou A est donné par (2.8). Le symbole a appartient a Sz(g) .

L'intérét d'une telle microlocalisation réside dans le fait que , dans cette
nouvelle classe, le symbole a, ou 1'une de ses trois premieres dérivées, est

elliptique ,i.e. est un symbole de sH équivalent a AH pour U convenable .

2.3 Borne inférieure d'opérateurs pseudo-différentiels
En utilisant la proposition 2.1 et des hypotheéses de non-négativité du
symbole ou des moyennes du symbole , on obtient des inégalités de Garding
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précisées (cf. [3] , [6] ). On se bornera a citer ici le théoréeme 1.1 de [6] . On
considere l'opérateur de Schrodinger avec champ magnétique,

n
(2.11) P= _Zl (ij~ Aj(x) ? 4 V) )
J:

o | pd

ou Dx_=. 5?{— , et A1 ,..., Ap ,V sont des polynomes réels de
J ]

degré < m . Le symbole de Weyl de 1'opérateur est
- 2
(2.12) p(x,E) = Zl (é}. - AT+ V)
J:

On note @ le groupe de transformations canoniques de R2" suivant : x e® si
(2.13) 1 (&8 =X+ Ax , V1E+ Vo)

o xo€eR™, A>0 et ¢ estun polyndme réel de degré <m . On a alors le
Théoreme 2.2 ( th. 1.1 de[6])

Pour tout entier m, il existe d,, > 0 vérifiant la propriété suivante . Si le

symbole p , donné par (2.12) ci-dessus , est tel que ,pour tout x de P,

(2.14) J.(pox)(y,n) dydn =0
max(lyl,mN< dy,

alors 1'opérateur P, donné par (2.11) , est non-négatif .

La condition ci-dessus signifie que , pour obtenir la positivité de 1'opérateur P,
il est suffisant de requérir la positivité de moyennes du symbole sur des images
canoniques du cube unité. L'infimum des quantités (2.14) pour ) décrivant @
apparait comme équivalent a la borne inférieure du spectre de 1'opérateur P.
En d'autres termes, pour que la quantification de p soit positive, il n'est pas
nécéssaire que p ne prenne que des valeurs positives , mais il suffit qu'une
certaine capacité de I'ensemble de négativité de p soit "petite". En effet , pour
ae C°°(1R2n ), la quantité
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(2.15) inf || ax.) dxde
xe D X(Qo)

ou Qo est le cube unité de R2" , et ® une famille de transformations canoniques,

apparait comme l'inverse d'une capacité symplectique de 1'ensemble
{ (x,6);a(x,£) < 1 }. Lorsqu'on considére des transformations canoniques ne

préservant pas la classe du symbole a, il est préférable d'utiliser

(2.16) inf {max a(x,i)} .

xe® x(Q,)
Les quantités (2.15) et (2.16) fournissent des capacités pseudo-différentielles
liées a la famille @ considérée, et par conséquent au groupe d'invariance
associé. L'exemple du paragraphe suivant , di a Jean-Claude Sikorav et a

Claude Viterbo [7], constitue un exemple frappant de l'incidence de la famille
@ sur la quantité (2.15).

3. L'exemple de Sikorav et Viterbo

3.1 Enoncé

Théoréme 3.1
Soit n entier = 2 . Pour tout £ > 0,il existe un symplectomorphisme X
de (R , 0) tel que

2 2
(3.1 x7+E) " < e ,
JX(Q) 1 1

ot Q=[0,17°" .

Soient N un entier>1 etde]0,1/2[.OnaQ = auA Q, ,ou A est I'ensemble
€

des multi-indices a coordonnées entiéres ( a,,a,,.., o, ) tels que 0< o, < N

et

. .
(3.2) Q=11 [§ —x !



On pose
2n (x+8 o +1-9

(3.3) Q = H[ 5

On construit dans le paragraphe suivant une isotopie hamiltonienne
Xi € Symp(]Rzn) , 0st<1 X, =id, telleque

(3.4) pour tout te [0,1] , supp % 10,12 xR*™2=¢C, ,
' 2 2n-2
(3.5) pour tout ae A, X;(Qy)c 10, UN[” xR =Cin -

Dans ces conditions, on a , avec Q' = au Qg sX1=% »

2 2 2 2 2 2
E I o o
b+ &0 | b 8 ¢+ L™ *®

<2N24+21XQ\Q)! < 2(N %25 (2n+1))

qui peut étre rendu arbitrairement petit .

3.2 Construction de X

Pour tout multi-indice o de A , on considére la translation de len, Ta, ¢
définie par

(3.6) T =X V@

avec

3.7) v(‘l") =a v(‘;)z o v(‘;) =-Ra , v(‘:) =-R o,

avec , en ordonnant A lexicographiquement ,

3.8) R =N@) "o | M=#(BeA B<a)

On peut remarquer que

(3.9) R >N 25 ', B<a implique Ry <R, et RB <BR_

On vérifie alors que
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b

(3.10) pour tout e A Ta,oz id , Ta,l(Qa ) C Cl/N

bl

(3.11) pour tout ae A et toutte[0,1] , Toc . (Q('x )C C1

(3.12) pour tout ae A et toutt e[0,1] ’Toz,t Qy) N v (Qb U TB’l(Qb Ny=0 .

B

On prolonge alors ’ra . a l'extérieur de Q; en une isotopie hamiltonienne ¢ ot

telle que

(3.13) pour tout € A et toutte[0,1], supp ¢ at c Cl\ Bk<)0c (QB U Tﬁ,l
2] (M]

_N2n (1] [ _ o
Ona,avecM=N“"",a" "<a'"<..<« etonposeCDM,t—(1)m[u]’t ainsi

Qg)).

que
(3.14) Xt = ®M,t o (DM-I,t O ceenee o (Dl t

C'est une isotopie hamiltonienne a support dans C1 .En outre les propriétés

(3.12) et (3.13) impliquent , par récurrence sur o, que

(3.15) pour tout ace A , x1Qgy) =T (Qy)

o,1
ce qui prouve (3.5) .
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