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A. Introduction.

Les problémes de la dynamique des gaz font apparaitre des lois de conservation pour
des grandeurs telles que la densité, I'impulsion ou ’énergie, dont 1’expression locale est
un systeme d’équations aux dérivées partielles. Selon qu’on prend en compte, ou non, la
viscosité du gaz, ce systeme est parabolique (Equations de Navier Stokes) ou hyperbolique
(Equations d’Euler). Dans les deux cas, les équations présentent une non-linéarité tres
forte. L’étude de ces systémes entreprise de maniére intensive depuis les années 50 a fourni
une somme considérable de notions et de résultats dans des situations unidimensionnelles.
I1 a fallu attendre 1982 pour que les outils d’analyse microlocale, mis en oeuvre pour I’étude
du probléme mixte hyperbolique linéaire par H.O. Kreiss [9], soient utilisés avec succés par
A. Majda [11] [12] pour construire des solutions, discontinues le long d’hypersurfaces,
aux équations d’Euler, généralisant la notion d’onde de choc en dimension quelconque.
L’utilisation du calcul paradifférentiel de J.M. Bony [4] par G. Métivier ‘et A. Mokrane
[16] a permis de préciser nettement la régularité des données, nécessaire pour traiter le
probleme de 'apparition d’'un choc dans le probleme de Cauchy, modulo des conditions de
comptabilité. Par ailleurs, on doit a S. Alinhac [1] la premiére étude multidimensionnelle
du probleme de Cauchy dans le cas ou des conditions de comptabilité sur les données
initiales assurent que seule une onde de raréfaction peut apparaitre. La situation est
sensiblement compliquée par le fait que, bien que l'idée de base soit de se ramener a
un probleme mixte hyperbolique, comme dans le cas de 'onde de choc, la frontiere de
I'onde de raréfaction est caractéristique, et la possibilité de résoudre le probleme par une
méthode itérative classique est enlevée a cause de la structure du probleme linéarisé qui
fait apparaitre une pathologie bien connue de géomeétres et de dynamiciens : la solution du
probléme linéarisé est de toute maniere moins réguliere que les coefficients du probleme.
C’est cette particularité qui avait conduit a I'adoption d’un schéma de type Nash-Moser,
dans la version améliorée par Hérmander [7] [8]. Rappelons enfin que la théorie classique
unidimensionnelle permet 'apparition d’un autre type de singularités dans les solutions du
systeme d’Euler : il s’agit des discontinuités de contact. La théorie multidimensionnelle
les évite soigneusement pour le moment, car si I'idée de traiter ce probleme comme un
probléme mixte hyperbolique est reprise, un calcul suivant la théorie linéaire classique de
Majda et Osher [13] permet de voir que la condition de Lopatinski dont on sait qu’elle
est nécessaire dans le cas a coefficients constants, n’est jamais vérifiée : une méthode
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nouvelle est alors nécessaire ; Si dans un tel systéme de lois de conservation, les données
initiales sont discontinues le long d’une hypersurface, on s’attend & voir apparaitre les
différents types de singularités si aucune condition de comptabilité n’est imposée. Dans
le cadre analytique, le travail de E. Harabetian [6] a montré qu’il en est bien ainsi. On
s’intéressera ici au cadre peu régulier, et on évitera avec autant de soin que les auteurs
précédents, I'apparition d’ondes de discontinuité de contact dans le probleme posé. Le
plan de l’exposé est le suivant : dans un premier temps, on présente les hypotheses de
base sur le systéme multidimensionnel considéré, en méme temps qu’on rappelle quelques
éléments de la théorie unidimensionnelle de Lax [10]. Dans un second temps on présente
le probléeme reformulé dans un cadre géométrique fixe, et les équations ainsi obtenues,
ainsi que les linéarisations. Rappelant les estimations d’énergies usuelles sur les problemes
mixte-hyperbolique, on montre alors comment elles se traduisent dans le cas d’un systeme
singulier en temps, et pourquoi elles nécessitent la construction d’une solution approchée
a un ordre élevé. Enfin on présente la chaine d’espaces et le schéma de Nash-Moser utilisé
pour résoudre le probléme. Les preuves ne seront évidemment qu’a peine esquissées et le
lecteur téméraire pourra trouver les détails dans I’article complet [3].

B. Présentation des résultats.

Considérons dans R" le systéme de lois de conservation O;u + X;<n0;F;(u) = 0, ou
u = u(t,z) € RN ; et les F; : RY — RY sont des fonctions C*® en leur argument u.

On fait sur ce systéme ’hypothése de stricte hyperbolicité suivante : Si Zj(u) désigne la

. dF;
matrice N x N i

Hi) Vu , V€ € R™ \ 0 I’équation det(r idy — E_';___l fjx:fj(u)) = 0 admet N valeurs
propres réelles et distinctes notées A\;(u,€) < --- < An(u,§). '

Remarquons que sous cette hypothése, le systéme précédent est symétrisable microlo-
calement.

Hiz) 3Ao(u)C > symétrique définie positive, Yy Ao(u)zzj(u) = Aj(u) est symétrique.

Afin de suivre la propagation suivant les différents modes on choisit un vecteur pro-
pre rx(u,€) non nul dans Ker (Ag(u,&)id — £;€;A;(u)), et pour éviter 'intervention des
discontinuités de contact on fait I’hypothese

Hiii) Vu, VEER"\0 V(&) re(u, &) #0

c’est-a-dire que tous les modes de propagation sont vraiment non linéaires au sens de Lax ;
on peut alors normaliser r¢(u, ) suivant V,Ag - 7 = 1. On se donne maintenant une
hypersurface ¥ de R™ et une donnée initiale uq, fonction discontinue a travers X ; on
suppose ¥ de classe C! pour pouvoir définir sa normale, et en chaque y point de ¥ il est
associé de maniére naturelle un systéme de lois de conservation unidimensionnel qui est la
projection sur la normale. Disposant de deux états u_(y) et u4(y) de part et d’autre de &
en y, la théorie de Lax nous apprend que si |uy(y) —u—(y)| < €0, ot €9 ne dépend que des
F; et de u_jx, le probléme normal se résoud en une succession d’états constants séparés
par des ondes de choc et des ondes de raréfaction.
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On fait dans la suite ’hypothése géométrique suivante

Hiv) Pour tout y € X, le probléme normal posséde une solution & exactement N
motifs (i.e. pas de dégénérescence), et 'ordre des motifs est indépendant de y (i.e. pas de
croisement).

Evidemment pour que la théorie de Lax soit applicable on impose
|ug —u_|Leo(x) < €0 et T est donnée par I’équation z, = ¢(y) y € R™™!, |Vg(y)| # 0 Vy.

Pour appliquer la théorie de Majda, on va imposer

Hv) Les chocs pour le probléme normal sont stables au sens de Majda, uniformément
eny € .

On rappelle au passage que la condition de stabilité de Majda est tres voisine de la
condition de Lopatinski uniforme.

Précisons les deux hypothéses précédentes : si O;u + O, f(u) = 0 est un systéme
unidimensionnel strictement hyperbolique, et si nous voulons résoudre le probleme de
Riemann associé & deux données (u_,u;) € RN x RV suffisamment proches 'une de
Pautre, la théorie classique de Lax nous apprend qu'’il existe, au voisinage de u_, N courbes,
paramétrées par € €] — €g, o[, tangentes a 'ordre deux aux courbes intégrales solutions
de 2 = ry(u) ott r¢(u) est le vecteur propre suivant la k*™¢ valeur propre i, normalisé
par V,\r.rp =1 et une fonction C? T :]eg,&0[V— RV qui est un difféomorphisme local
vérifiant : uy est 1ié & u_ par un k-choc si et seulement si ex <O et V; #k ¢; =0.

Ainsi & tout point y € ¥ on peut associer un Ty :] — €9,€0[Y— R difféomorphisme
local au voisinage de u_(y) de sorte que si |uy — u_|L~ < 0 assez petit, on peut trouver
€1(y)---en(y) tels que uy(y) = Ty(e1(y), -+ ,en(y)). Suivant cette description, I’hypo-
thése Hiv) prend la forme précisée suivante :

Hiv') 361,62 >0, ¥y €S,V & > |ej(y)] > 61,

Sous cette hypothése, les €; ne changent jamais de signe et donc les coeflicients ¢; ont la
méme régularité tangentielle que les uy et ¥, car I' est C™ en dehors des points ou un ¢;
s’annule. Soit k le nombre d’indices pour lesquels €; > 0 : le probleme normal présente
donc k chocs et N — k raréfactions.

Le probléme consiste alors & trouver 2N —k+1 fonctions u;(t, z,y) et 2N —k équations
de surfaces libres données par = = ¢*(t,y) vérifiant

$'(0,y) = ¢(y)
qSi(t,y) < ¢i+l(t,y).( en fait ¢i+](t,y) - ¢i(t,y) =tri(t,y) avec r;>0)

Opu’ + ZBJ(Ui)gZ_ =0. sur w;={¢'<z<¢™}
J

i<n

si z = ¢' est une surface de choc

Augilu — w1 + 3 0,8 (') — Fy(ui™)] — [Fa(u) = Fa(u'™)] =0

i<n
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si £ = ¢! est une surface de raréfaction.
ui(z, y,t) = ui_l(m,j,t)

Suivant une stratégie bien connue maintenant (cf. Métivier [14], Alinhac [1], Tougeron
[18]), on reformule le probléeme dans une géométrie fixe et on va chercher, sur chacun des
domaines §2; définis ci-dessous, une fonction ¢;(t,y, #) pour faire un changement de variable
2; —» wj. On imposera en outre que

¢;(0,y,6) = ¢(y)
ae‘faj(t’yae) =t Tj(ta y’e)’ rj(t7y76) >0

Qo =] — 00,0[xR™ ! x Ry

Q; =]7 - 1,j[xR"7" x Ry
j=1---2N—kg—1

Qan—_k, =]2N — ko — 1,00[xR*™ ! x Ry

Le systéme se réécrit alors :

( i i id_e_f au,‘ ‘ au,: 3 aLp' a(.Pz (i 8gui _
‘C(u ) P )u - ot + ZB](ut)a_xJ +(Bn(u - —ét— - : a.’l,‘]B](u ))aOLPi =0
I1<n <n
sur §2;
si 1€C
i-1 i i dgfa_‘Pi i-1_ i
(*) < Bc(u ’us(to)_‘ 8t u u)
a ' p — 7 1— ?
+ 3 S (FE ™) = Fi(u) = (Fa(u'™) = Fu(u) =0
j<n 77
sur #=:1-1
si 1ER
{ Br(ui_l,ui) i~ 1=0 sur §=i—1

Rappelons que suivant Alinhac on dit qu’il y a une onde de rarefaction dans le domaine
Q; si |Ogu?| > Cte > 0.

Théoréme.— Donnons nous la surface ¥ et deux fonctions u_ et uy sur ¥ comme
précédemment. Il existe un so > 0 tel que pour tout couple de fonctions u_(y,z),us(y, )
de régularité £, s > 0 admettant uy et u_ comme traces sur =, le probléme (*) admet une
unique solution &, en temps petit.

Remarque : La chaine £, est présentée au paragraphe D.

Idée générale de la preuve : les données u(y) et u_(y) étant connues, il est aisé
de construire une solution approchée d’ordre 0, suivant le probleme normal. Cette solu-
tion d’ordre 0 fait apparaitre des chocs plans dont on suppose qu'’ils sont stables au sens
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de Majda, ceci fournit alors une inégalité d’énergie a priori qui permet de fixer I'ordre
d’annulation dont on aura besoin pour faire fonctionner un schéma iétératif. Connaissant
cet ordre d’annulation v (généralement plus grand que celui nécessaire aux estimations
d’énergie pour I'onde de raréfaction) on construit une solution approchée au méme ordre,
c’est & dire une collection de fonctions u* et &* vérifiant :

L(U;,@)u' = O0@"%) 6;=0 si 1=0,2N —ko,6; =—1 si 1#0,2N — ko
i€C B(u',u,3;) = 0@
i €R B(i W) = O(t™), 0,5 — Ao (@, —VF) = O(#7)

ou m(¢) est le “mode” suivant lequel il y a une onde de raréfaction. On peut alors examiner

le linéarisé au voisinage de cette solution approchée et envisager un schéma itératif autour
de ce point, pour un voisinage formé de fonctions plates.

Lemme.— Dans chaque domaine ;,5 # 0,2N — kg le linéarisé a la forme :

dL(u, 0)(i, ) = L(u, )V + Cl, )V + 2—p(L(u, p)a)

Opp
ou )
. . (’9
V=u-—
u 69996911
C(u )——1—(v B —Zaiv B;)dgu+ Y  VuB; 9
y P _8999 ufon j<n8xj uDj; )08 £ u ].axj

Ce linéarisé fait tout de suite comprendre qu’il va y avoir une perte sur les dérivées normales
Oy a chaque pas, ce qui conduit & adopter le schéma de type Nash-Moser.

Remarque : Le linéarisé que nous utilisons méme dans les zones de choc est différent de
celui utilisé dans le cas de deux chocs par Métivier, ce qui interdit I'utilisation directe de
ses estimations.

C. Estimations d’énergie.
Les probléemes qui apparaissent dans la solution du linéarisé sont de natures différentes.
1) Les surfaces de I'onde de raréfaction sont caractéristiques

ii) Les systémes posés dans ; 7=1---2N — ko — 1 sont singuliers en temps

iii) Les estimations d’énergie pour les zones de choc et pour les zones de raréfaction sont
sensiblement différentes, ce qui oblige & un controle tres précis des troncatures utilisées.
1) Au voisinage d’une surface de choc, le systéme prend la forme.

toV +tY B;jO;V+ B0V +CV=F ou VeR?W
i<n
1) M est une matrice N x 2N

MV +bVed=G ou ‘
b est une matrice N X n
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les B; ont une structure diagonale par blocs, ainsi que M.

Si V=t et ¢ =t"T on obtient

B (10, — iv) + ) B;td; U + Oeld + B 'CU = F

(2) N

t81+7 \II_
()

L &Y

La construction du symétriseur de Kreiss assure, sous I'hypothese de stabilité des chocs
plans, I'existence d’une matrice R(¢,z,y ;7,n;7) vérifiant :
e R est N x N définie positive.

o €
trices hermitiennes définies positives homogenes de degrés respectifs 0 et 1 en (7, 7;7).

o —R+ Cte@*é définie positive.

o Im[RB; (t —iy + Y i<aBini)l = _F-1 | hy o] T ou T € O(N), €,k sont des ma-

ot @& =5 (T‘”), fi.-C%s o Go(1-TM.
n ||

de plus 7’5, /A{, T vérifient des estimées usuelles pour des symboles (1,0) a parameétres

de sorte que € et h vérifient des estimées semblables.

Si le systéme n’était pas singulier en temps, ces symboles seraient immédiatement
utilisables, avec la qllantiﬁcation usuelle. Le terme singulier ¢9; conduit a utiliser
R(t,z,y;7,m;7v) = R(t,z,y;tr,tn;y) , 7(t,x,y;7,m;7) = --- qui sont dans des classes de
symboles pour lesquels il faut adopter une quantification proche de celle de Métivier [15]
pour les ondes soniques, et montrer I’existence de lemmes de calcul symbolique, conduisant
a 'inégalité suivante.

Lemme.— Si les coeflicients Bj, B,, C sont dans &, si F € & et G € &, alors le
probléme linéaire (2) admet une solution unique qui vérifie, pour 7 assez grand :

v 1 -
YVl + 115 lls < C‘e{:yllflls +11G11s}

ou C* = C*(|coeff|;) ne dépend pas de v

2) Au voisinage d’une surface de raréfaction, on utilise les estimations L? du travail
d’Alinhac et I'existence d’un symétriseur Ay. L’utilisation de cette estimation impose un
ordre d’annulation en ¢ = 0 fixé minimal ;

Lemme.— Si U vérifie : AotOd +t3 ., A;0;U + BOgU + CU = F dans
[0, T5[x]0, 1[xR™~! ou Ty petit, avec des conditions aux limites homogénes en 6 = 0 ou 1,
siF=t"F, U=tV onasi('y—%)Ao—%agB—i-%(C—{-tC)—)O.

VL2 < C*|F|Le
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Le point important pour les estimations suivantes est de décomposer U suivant les
différents modes de propagation. En particulier 'estimation de la composante suivant le
J¢ mode, dans une onde de raréfaction suivant ce méme mode, se fait de maniére séparée,
a cause des surfaces caractéristiques. De plus l'estimation des dérivées normales se fait
elle aussi de maniére spécifique, suivant la preuve de Alinhac. Tous ces points permettent
I'obtention d’une inégalité “Tame” dans les zones de raréfaction

Lemme.— Si U vérifie : Aot U+t . ., A;jO;U+ BOU + CU = F avec des conditions

j<n
aux limites homogénes,

n+1
2

) 1 )
51 (7’%)A0—%503+§(C+tC)>>0 onasi §> 8= +1.

lled

g, S ClIFlls + [1Fllso (1 + [ Coeft]ls)

3) Une fois obtenues les estimations d’énergie précédentes, il reste a prouver I’existence
d’une solution pour le probleme linéarisé. Pour cela, on combine les résultats usuels sur le
probléme mixte utilisant la condition de stabilité (Majda, Métivier, Mokrane) et la théorie
du probléme mixte caractéristique de Rauch [17]. Comme lors de I’obtention d’une solution
approchée a un ordre quelconque, I'hypothése de chocs faibles est tout a fait capitale pour
pouvoir résoudre le probleme linéaire.

D. Schéma de Nash-Moser

Négligeant les difficultés dans les zones § < 0 ou 8 > 2N — ko — 1, pour lesquelles
le probléme est non singulier en temps, on peut écrire, avec le formalisme usuel (cf.
Hérmander [7] [8]) le schéma itératif :

Equations dans les domaines :
sit,+ 1€ R, mode (i) = mode (¢ + 1) intérieur d’une onde de raréfaction.

‘ : : N . y

t(L(upygys Pha1)upr — Lluy, 0 )0;) = A F, + Aye,
€, =€, tey, +e,t+e,

b — aO(Suuf,) . def

V= P(S,ul, ~VS, )X}

30(Suet) " =
Fi =L (S,u},5,¢})X}
.. t —1 . )
= A o N v : ,_V v :/ Fu
Fu ae(SyCP:,)(AO P)(S uu S (P )
eb, =t [0(ul, b )(al, o) — 6(Suul, Suih )i, )]

' ¢ ; : ] i iy,  inged i
by = o [L(ubprs @b Jibgs — Dby oh )l — A ub, 0d)(id 1)
v

L i : i _295_:,__—
eho = D(L(Sos, S1)S) e
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t
v 09(S,p%)
ol dim(iy = Xdm(i)(i — 1,4, 1) + (1 = X)dm(iy (7, 9, 1)
avec x € C°(R),
x>0 sur Ry
Xx=0 presde -1

_i
€

(A5 P)(Syul, —VS,0}) [a"X{) e >] dm(o (S}, =V S,0,)

X =1 presde :
(ég,u)m(i) =0

—1 1 t -1 ] _ 1
(63,11) - 60(5”99:/)(140 P)(Suuu’ VSVSOV)
{x(D'(S,ul, =V S,0l) — D' (S,ul™, =V S,0u™))e=iz1
+(1 = x)(D'(Svu}, —=VSup}) — D' (Svupt!, =V St ) )o=i )
(° )
—1 0 . _ .
D: dm(i) — dm(i) + D + (1 - X)[D'(S,,uf,“ VSVQOZ-*-I
0
\ 0/

~D'(Syu,, =V 5,0, )]jo=i
+x [D(Suul ™, =V S, ™) = D'(Syul, =V Suil)] fgmiy

LX =05(S,0)) |P 1 40POX + Y PT1A;PO;X | + DX +CX
j<n
Les termes d’erreur sont choisis de sorte que

v—1

AVF; = ‘—ZAICF’: - Syfi - S,,E:,
0
P vérifie :
PecO(N) et P 'Ay(v)(Bn (v)—z B( ) — d)P D
i<n

ot D diagonale est telle que d,,(;) s’annule en méme temps que Ap(;)(v, =Vep) — %% les
autres parties du schéma dans les domaines sont du méme type.

On notera que le schéma ci-dessus différe de celui utilisé par Alinhac pour une seule
onde de raréfaction, en particulier a cause du terme €3,,.

Condition aux limites :
si 7 € C le linéarisé du schéma au bord fournit par exemple pour un choc :
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P},

dB.(S,vi 1, 8,08, 8,8 )(wi™ Wi ¥i) = (s” S,vih)

o 2 [Fy(S.01) - Fy(Suvi)]

i<n
- 9 : 89S, 4 e
=1\ _ Ty v i—1
" (Bn<suv, B (59 = 2 T By(Suw ) v,
65,,(19 as, ¢ -
—| B AN v v 1
n(SVvV) at . a B (SV u) Vu
<n
as ¢, Z s, ¢, 89S, v s

j<n

: 35S, ¢ 0S5, ¢ 09 S, v’
— | Ba(Syv,) — 4 “B; S,,,, —
( ( v ) ot Z 8(13] ( )) 395;/(%
Le schéma de Nash-Moser associé sera alors :
B (”u+l’ xl/+1,¢j,+1) ~Bc(v,’;_1,vi, ¢L) = Avbf/ +Av7'zi
=T+ T
11, = (dB(vyt vl 6L) — dB.(S,vi7t, S,vlh, Syt )) (0571, 0, 61)

z'_LBi—li i - i=1 i 4iy A dB (il vidi) - (i) g g
T2,V_A C(vu+17vu+1a¢u+l) Bc(vu aqusu) v C(vu ’vu¢u) (vu ’vu’¢u)

b, vérifiant b:, = dB.(S,vi"!, S,vi, S, ¢! )(vi7, ',,,qﬁ') et choisi de sorte que
Zk@A b, + S, (Zk(uA 7,) =0.

Le schéma au bord d’une raréfaction est similaire & celui d’Alinhac.

Il reste a préciser les espaces utilisés et les régularisations : donnons un exemple dans
le domaine Ji,1 + {[xR% x R"™! en supposant que 6 = 1 est une surface de raréfaction,
6 = ¢ + 1 une surface de choc.

s pair & = {u /(t8,)™ 822852 ((6 — i)09)" 3 (t7u) € L

si 2a3+ 26 +a; + B + |6] < s}

Il se trouve que ces espaces £, ont une caractérisation en théorie de Littlewood Paley :
E = {u/t Tu € &}
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Introduisons ¢ € C5°(R") et 3 € CG°(R™) avec supp ¥ C {1 < [¢] < 3} telles que
P+ 2782776 = 1.

Alors &, peut étre défini par : {u/|(14+2P|0—i—1|+29+2P/2427/2 4 2rt)ou, . < Cepqy
et €pgr € £2} Ol Upg, = (277 Dy)p(279Dy )9h(27" Dy)

On introduit alors des régularisations

Mu =" $(27"Dg)ih(279Dy)ih(27" Dy)

p,q,7

29 4 2P/9 414 2P0 —5— 1| +27/2 4 ...
o Upgr

S

ot ¢ est & support dans {3 < €] < 4} et S(279€) = 1. Les M, vérifient alors les
conditions usuelles de régularisations (cf. Hoérmander). Les régularisations sur £ sont
obtenues par conjugaison : ~

Mo =t"M,(b""u)
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