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1 . Introduction.

On s'intéresse 1c1 à l'équation de Schrôdinger en dimension 2, avec
potentiel et champ magnétique périodiques et invariants par une rotation
d'angle TT'/3, dans 1e cas où 1e potentiel n'atteint son minimun qu'une fois
par cellule de périodicité. Le but de cet exposé est de montrer comment
on ramène l'étude de la partie inférieure de spectre de ces opérateurs à
celle d'opérateurs pseudo-différentiels; dans un travail à paraftre, nous
montrons que les mêmes techniques permettent de traiter ces opérateurs
pseudo-différentiels.

Ce travail a été inspiré par les articles des physiciens M.Wilkinson
(10]-H3], F.H,C1aro et 6.H Wannier [2], et surtout de 'a série d'articles
de B.Heiffer et S.Sjôstrand [4]-[9], en particulier (7]-[9i qui traitent ie
cas d'un réseau carré.

Plus précisément, nous nous intéressons è l'opérateur
P^(h)=(hD^-Ap2+(hD^,-A9)2+V(:•<:) défini sur L2^2), avec D^.==-1ô^.
Le champ magnétique B est donné par B d^ A 0^9 =d(A^d^ 4^90^9), soit"'
B=9^A9-cîy..Ai. Nous appelons K la rotation de centre 0 et d'angle •n7.3,
nous supposons que V et B sont analytiques, invariants par K, et
périodiques selon un réseau 2-^ ©2^5 9, avec t)^0, ^9=:>-;(\^). Nous
aurons également besoin de prendre i B i < & Q pour un &^ assez petit mais
indépendant de h€30,h,-,L
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Nous traiterons le cas où le potentiel V atteint son minimum (que
l'on suppose égal è 0) une seule fois par cellule de périodicité, ce qui,
compte tenu des symétries que l'on s'est imposé, revient à supposer que
V s'annule aux points de Z'^©2^, et en ces points seulement. On
suppose aussi que ce minimum est non dégénéré, c'est-à-dire que V"(05
est définie positive.

2. Opérateurs commutant avec P.

Nous allons maintenant traduire les invariances de V et B par
l'existence d'opérateurs commutant avec P=P^(hï.

L'hypothèse de périodicité de B par translation selon le réseau
Z'^©Z'»)7 entraîne l'existence de deux fonctions réelles -^ et -^ telles

que A-t,A=d^,, où T, est défini sur L ÎR.2) par T:,u(x)=u(x-t),). On
montre alors que les "translations magnétiques" T^e11^1 '^ et
T^e1'^2^'^ commutent avec P; elles ne commutent pas forcément
entre elles et on a la relation: T^T^e^^T^Tp où ql désigne le flux de
B à travers une cellule de périodicité: ^-sj^Bdx^dx^.

De même, l'invariance par rotation de B entrafne l'existence d'une
fonction f réelle vérifiant df=A-X*A, et donc d'une "rotation
magnétique" Vse1^ X* commutant avec P.

Quitte è ajouter une constante à f, on peut supposer y^Id. De
même, en ajoutant des constantes à ̂  et ̂ , on peut avoir:
yT^=T^y
ap^TfW^y2

Avec ce choix de TpT^ et y on a les égalités:
T^T3=e i^ /hT3T^=e i ' î ' /2hT^, où T-ç est la rotation magnétique

T^y-^y.
Ceci nous conduit à introduire h', plus petit réel strictement positif

congru à -<î»/h module 27T. Alors e^1 ^sie"1^1 '211, et quitte à changer
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tous les T^ en leurs opposés dans le cas où on a 1e signe -, on a les
relations:
T^e-^T^e-ih'/2^
T^e1^.

Nous utiliserons donc ce,s translations sous la forme suivante:
pour o<€22, on pose •r^e11'1'0^^2 T^i T^2.

Ces opérateurs vérifient:
(T^-i^T^T-^
T^T^e1"'0^'^2'^"1'^, où 0- est la 2-forme canonique
cr( c<, ̂ )= «^ -o<i32
yT0^-^"^00^, où r est la "rotation" rW={-^,^+^).

Nous allons maintenant montrer comment on ramène l'étude de 1a
partie inférieure du spectre de P à celle d'un opérateur
pseudo-différentiel q^n'D).

3. Renormglisation.

On commence par se ramener à un problème plus simple (problème à
un puits) en bouchant tous les puits sauf un.

Soit donc w une fonction positive, radiale, à support dans la boule
de centre 0 et de rayon TI, 'H>0 étant choisi assez petit, et telle que
w(0)>0. On considère l'opérateur à un puits
^^^c^VO. 0)^-3^1 -^z^-

Pour ce type d'opérateurs, Heiffer et Sjôstrand ont montré (voir [6])
que la première valeur propre 'X(h) est simple et qu'il existe deux
constantes C^ et C^, CXC^C? telles que \(h)=Cih + ®(h2) et
Sp(Po5n]-oo,C2h3={\(h)L

Soit ^Q un vecteur propre normalisé de PQ associé à \(h). L'idée
est d'utiliser •9^ et ses translatés '^^T^-PQ pour construire une base de
F, espace spectral de P associé à l'intervalle ]-&o,C^h].
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On a des inégalités d'Agmon sur^:

i^Po^^A'^o1 =0^(exp(-dy(0,x)0-£)/h + £./h)) dans L^R2)
où 7^o=((8^-iA^)-9o,(a^-iA^Q)
et dy est la distance d'Agmon, c'est-à-dire la distance associée à la
métrique Vdx^.

On pose ^P.^T^Q pour «eS2 et bien sûr:

^^o^+!VA^oJ=o^eKP^~dV^'^l^l+^2s)2v1~cvh + £/h^ dans

L2(R2).

Soit TTj: 1e projecteur orthogonal sur F, alors on montre que
v^=TTp"^p^ est une base hilbertienne de F.

Les propriétés de décroissance des fonctions ^p^y permettent de
montrer que la matrice V définie par V^ R^^oJ^Ê^ s/ ecnt

V=I+0(^(15).
On a repris la notation de Heiffer et Sjôstrand suivante:
on dit que A=0(<©^) si pour tout & il existe h(£.5 tel que
^«..Bl^^oi.Ê^^1"^ pour "^"^^ al•/ec

/ 1 \ - , - ^ ' ^ ' . A / S /s Ado;,3- i n^ l dv ( c < '^1 ) + dv (y1'y2 ) +•••+ dv ( 'y1^1'3) i•
l1:l,yi...y^l€Z2

û;^^...^^^^

où, pourrez2, y==y^^+y^^^^

On introduit alors 13 base orthonormalisée des v^,:
eo(=S3V3(V-à)^^.

Le résultat de Carisson, généralisé à B petit, mais nori nul, permet
de se ramener à l'étude d'une matrice infinie agissant sur L^R2):
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Théorème:
La matrice de P^hîlp dans la base des e^ est donnée par:

PA^ ^(h)Id+w= î.(h)Id+w+ 0(JS»<2)).
avec ̂ .^P- ̂ i6^1-;^,^

^,3=^-^3!^)^-^^).
IXdiî-'Mh)!^^).

(& est le symbole de Kronecker.)

On peut lire sur W les invariances de P:
T^e^. donc w^^e^i^-c^i)/^ w^.^o.

ëQ est vecteur propre de y, donc w^/^ r^B)^^ £•
On introduit alors 1a fonction j'(oO=W^ Q. La dernière propriété

écrite donne: f^r=f.
Comme de plus w est hermitienne, J est réelle. D'autre part, les

inégalités d'Agmon permettent de montrer que f est à décroissance
exponentielle: ir(c<)l ae~ lo<l /c pour un certain 00.

On a donc montré:
II existe une fonction f définie sur 22\0, réelle, à décroissance
exponentielle, invariante par 1a rotation r, telle que
w^^e^^i^-o^i)/^^..^

On veut maintenant ramener l'étude de la matrice W à celle d' un
opérateur pseudo-différentiel dont le symbole possède des symétries
traduisant celles de W.

Remarquons tout d'abord que W est unitairement équivalente à la
matrice w définie par: w^ ose^'^^s-o^o^)^ y.̂

Cette matrice définit un opérateur sur L2^^):
wu^Soe-^i^i^-^/S ̂ _^ ̂

y

C' est un opérateur de convù1ut1on en la deuxième vâriauïe, qui par
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transformée de Fourier est unitairement semblable à l'opérateur w défini
sur L^ZxîO.ZTTÎ) par:

wu(c^ ,©)= 2 e-ih'(o<i+^i)^2/2 e132©j-(^ -^ ,3^)u(3pô)
=^.f(3) e-1^20^^^7^1^ u(o(i-^,e)

=2^ e1^^'2 f05 e-1^01'0^-^ u(^-3i,9)

Cet opérateur B 1e même spectre que sa restriction à 2x[0,h'[ et si
on identifie 2xî0,h'[ à R par x=h'c<^-9, on trouve que w a le même

spectre que l'opérateur w' agissant sur L^R) par:

w'u(K)=23 f(^) e111'^^2 e-^2X u(x-h^p

w' est le h'-quantifié de Weyl du symbole q, réel et 2TT-périodique en x
et Ç donné par:

(15 ^^^^î^e-^^
c'est-à-dire:
w'u(x)=(2TTh'5-1 [Je i (><-y )Ç /h 'q((ï<+y)/2,Ç)u(y)dydÇ

La propriété d'invariance de f par r se traduit par:
q(x,Ç)=q(ç,Ç-x)=q . p-1^^),
où p est 1a rotation de TT/3 dans le repère (0,\^,\)3=K^(^)).

Sous l'hypothèse que, entre deux puits voisins, il existe une "unique
'""̂

géodésique minimale pour 1a métrique d'Agmon 'v'{x')ûî<~, tes résultats de
[6] permettent de minorer l'effet tunnel entre les puits les plus proches:

V&>0, i1 existe C^>0 tel que:

si Kc^-^i+^-^Z'^^' ^'o'^1^ e-1^4-^^'1 ,
si l (c^-^)^+(o(2-^25^2 l > l^1 ! ' Iw^,^^8"04'^0^^' Pûur un certain

^o-
D, qui dépend de V et B vérifie, pour sup(iBi) assez petit;
D>d./0,^), D=dy(0,<ôp+©(iBi2).
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On obtient donc pour q, en séparant dans la somme (1) les termes
correspondant aux interactions entre puits les plus proches, c'est-à-dire
les termes en c<=(±1,0), (0,±1), ( 1 , - 1 ) et ( -1 ,1 ) ;

q(x,Ê)=2 f(1,0) [qo(x,Ç)+q(x,t:)j,
avec: qQ(x,Ç)=cos x +cos Ç +, cos(x-Ç),

IcKx.Çîl^e"^0^ pour |I'm(x,Ç)| a^o/h pour un certain &Q>O.

On a donc montré:
Théorème:
II existe des constantes hQ>0, 00, C^ , C^ avec 0<C^<C^ telles que,
pour 0<h^hQ:
Sp(P^(h))nl-&o,C2h]=Sp[\(h)Id+op^q5
où ^(h)=C^h+©(h2), q=e~a / h [qo+q], avec 1 /C<a<C,
qQ(x,Ç)=cosx +cosÇ +cos(x-Ç)
q est un symbole analytique, défini sur le domaine complexe
|Im(x,Ç)|^1/Ch, vérifiant | q(x,Ç)| ̂ e"170" sur ce domaine.
De plus, q (et donc q) est réel sur le réel, Zir-périodique en x et Ç, et
invariant par la rotation p(x,Ç)=(x-Ç,x).

Ces invariances du symbole q sont très importantes, car elles se
traduisent par l'existence d'opérateurs commutant avec op^'/q, et de
traiter certaines zones de spectre de cet opérateur comme nous venons
de 1e faire pour l'équation de Schrodmger.
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