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CLASSES D'OPERATEURS FAIBLEMENT HYPERBOLIQUES NON LINEAIRES.

par
Daniel GOURDIN

I - INTRODUCTION.

Dés que 1'on se place dans les classes de Gevrey d'indice élevé,
dans les espaces de Sobolev ou dans C~, il est bien connu que le prd-
bleme de Cauchy non caractéristique méme local, pour les équations et
systémes linéaires hyperboliques non stricts, n'est pas bien posé sans
hypotheése supplémentaire sur 1'indice maximum de la classe de Gevrey ou

sur le type d'hyperbolicité faible de 1'opérateur.

C'est ce qui apparait aussi en non linéaire dans les travaux

suivants.

1) J. Leray et Y. Ohya ont résolu en 1967 le probléme de Cauchy sur des
bandes, pour des équations et des systeémes diagonaux quasi-linéaires
faiblement hyperboliques, dont la partie principale est un produit
de facteurs strictement hyperboliques dans des espaces de Gevrey d'indice
majoré en fonction de 1'ordre de multiplicité des facteurs ([1{]).

Les équations et systeémes étudiés se retrouvent dans des
problémes de Géométrie différentielle et de Physique des fluides rela-

tivistes.

2) Dans 1'article "Ondes asymptotiques et approchées pour des systémes
d'équations aux dérivées partielles non linéaires" ([1]), Madame Y. Choquet-

Bruhat, en 1969, a construit des développements asymptotiques de la forme

+o
un ¥ wPu

x,ww) au voisinage d'une solution uo(x) de ce systeéme
p=0

o
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en utilisant une phase ¢ attachée au linéarisé en U, s SOus une

------

double pour le linéarisé en Ug- Elle généralise ainsi au non linéaire
des résultats et techniques dus a J. Leray ([16]) et a J. Vaillant ([13],
[18]) pour les systemes linéaires et elle donne des applications a la

magnétohydrodynamique relativiste.

3) Dans 1'article intitulé "Effectively hyperbolic equationé",

N. Iwasaki ([9]) a obtenu en 1985 des résultats de résolubilité locale
C” en prolongeant aux opérateurs non linéaires la notion d'hyperbolicité
effective introduite'par Madame Olenik en 1970 pour les opérateurs
linéaires d'ordre 2, Ivrii-Petkov en 1974 et L. Hormander en 1977 pour
les opérateurs linéaires faiblement hyperbolique d'odre quelconque a
caractéristiques de multiplicité variable au plus deux ; N. Iwasaki
applique ses résultats aux équations d'Euler, aux équations hyperboliques

de Monge-Ampére et a certaines équations des ondes non linéaires.

Dans ce travail ([5], [6], [17]), nous décrivons d'autres
classes d'opérateurs non linéaires faiblement hyperboliques dont les
linéaires sont a caractéristiques de multiplicité constante et pour
lesquels les problémes de Cauchy C® 1local est bien posé. Nous utilisons

pour cela la théorie de Nash-Moser et la méthode de N. Iwasaki.

Dans un autre travail, nous aborderons le cas des systemes

et nous donnerons des applications ([15]).



IT - HYPOTHESES ET RESULTATS.

r+1

X =(x.,x) e =q(a,e) ouvert de R ', contenant 0,

0
d'équation

Q(a,e) = {X e R™! 3 - ae <Xy < s(a-lxlz)}

ou Xo eR, x-= (x1,...,xr) eR', et e>0, a > 0 donnés.

$ X

o ®
RN

YA N,

-€a

¢ = (£,,6) est la variable duale de X, ol £ e R, €= (&,...,6.) eR™ .«

1 =(1,0) = (1,0,...,0).

On considére 1'opérateur aux dérivées partielles ¢ non linéaire d'ordre
m

(1) o : C;(Q) > C;(Q)

défini par o(y)(X) = p(X,7y(X)), Yy ¢ CE(SZ), YV Xean

~

ou



f

m _ aay _ a . ©
vy = {—;3-- 3y 3 Ja] sm}, ye Ce(g)
3 :

o N . . _
(2) ¢ pe CR(Q x R') fonction des variables X et Y = {yu}lalsm

N = Card{a eNrH 3 Ja] s m}.

N

On suppose ¢ faiblement (resp. strictement) hyperbolique dans
relativement a Eo (<=> a 1) et a un ouvert U de ]RN contenant

0, c'est-a-dire

3 gy, = 1 2Ry
ll=m 2y,

admet m racines (zéros) réelles en £y Y £ eIRr, VXe Q, VyYeu
éventuellement égales en certains points £ =0, X, Y (resp. distinctes

222, Yeto,Vx, VY.

Nous allons considérer deux classes particuliéres de tels

opérateurs ¢ non linéaires et faiblement hyperboliques.

C'est 1a classe des opérateurs ¢ vérifiant (1) (2) pour
lesquels = U ouvert 30 dans RV tel que (3) soit réalisé ainsi que

(H1)  Supp p(X,0)c 2* = a N (0,4 xR")
(H2)  Inflq (X,0,I)] >0
XeQ

20
[Ho(X.Y,2))® 1 H(X,Y,z)

(H3) (X,Y,z)
A 4 o

' " S
H(X,YaE) = HLOKY)LHIOGYS )
. ' )

" o S _ . 0
HS est C en X et Y = {ya}laISps et polynomial de d pg en t.



) ag
(H8)  R(X,Y,z) = I H (X,Y,c) est strictement hyperbolique dans ¢
s=0

relativement a 50 et a U.

(H5)  HZ(X,Y,z) = HI(X,2) (V's) sinon m = 2.

CL 3P a
(H6)  qn_4 Id;m1aﬁx(XJ);
r 2 2 a-1
-% P2+ 1 2Ry fe e
A=0 |ax, 8y | 8| <sm-1 9,3, A

vérifie : i1 existe K[X,Y,z], C” en X et Y, polynomial en ¢
tel que q' , = HO(X,Y,c)K(X,Y,c) ou 1, = (0y000,1,...,0) (1 a1la

m-1
Aéme colonne).

Ce sont les opérateurs de la forme :

(C)  ely)(X) = p(X,7"y(X)) =

dy d du
= g(X,(h) (hz) ce e (hu) Y(X)s

d=1  d,-2 d -1
. (hu) y(X)

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo



(c,)

(Cy)

(c,)

(Co)

(Cg)
(c,)

(cg)

d = sup{d, ; 1:s k:s ul s (dp-3), = sup(d,-j,0).

les hj (resp. ej) sont des opérateurs aux dérivées partielles
linéaires, a coefficients CE(Q), d'ordre °; (resp.

i
6, = m-j- pk(dk-j)+) et x_ =0 n'est pas caractéristique pour

J k=1 0
les hj.

g d,p, = m

k=1 k" k

w, N
g(X,Vm,Vm_1,.co,vm_d+1’{wa}|alsm_d) € CR(Q£ )

N' = d + card{a e N™*'; [a]| < m-d}

Supp g(X,0,...,0,{0}) c ¥

inf | 29 (x,0,...,0,{0})] > 0
XeQ BVm

h1 cee hu strictement hyperbolique dans @ relativement a £o

Définissons :

ci(a) = {y e CE(Q) s supp yC Q).

Théoreme ([5], [6]).

Soit ¢ e H 2(Q) UcC .(Q). Alons poun toute f e C:(Q),
9

m,d

i existe @ = a(a e ) avec 2,C @ = a(ae) et ye C:(ﬁo) unique

el que o(y)

0°%o
p(X,vMy) = f dans ﬁo.
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Exemples :
2 ) ) 3 2
Q :R , m = 2, —_= 3 s =— = 3 R —_— = 3 .
3X ) 0 3y X 3X 13X 0,X
2 2,2
(E)) o4(y) =35y +yayy 2ya§,xy - (35y)(a,y) + y(axy)2 + b(X,y)

o, e, chz) si supp b(X,0)c R x R.

2

2 4
0, xY¥oyy) + x(35y=3,y)" + b(X,y)

(Ez) ¢2(y) = sin(agy-Za

¢, € C, 2CIRZ) si supp b(X,0)< R* xR.

IIT - ESQUISSE DE LA DEMONSTRATION.

Le théoreme classique d'inversion locale "F: E > E (E de

Banach) est inversible au voisinage de e_ si F'(eo) est inversible

0
dans L(E,E)" n'est plus vrai lorsque E est de Fréchet, cependant

de semi-normes et des opérateurs de régularisation (ou

I,
de lissage) Sg : E~E linéaires vérifiant :

-(n-k
|(1-Se)(x)|k:sCe(n )l"'n’C‘Ck,n' 65 1
(i)
]Sexln:s C en'klxlk , O:s k:s n, xetE
¢ : U-> E opérateur non linéaire dans un voisinage U

de e0 dans E.



(15) ol < €1+ fxlp, g ) Vxeu
(ii1)  ¢'(x)v = lim~% (o(x+tv) - ¢(x)) dérivée de Gateaux, vérifie
t->0

l(b'(x)vln:S C(len+d2|v|£ + lvln"'dz) s Y x e U, VveeE
d1 >0 et d, > 0 indépendants de n.

(iv)  ¢'(x) admet un inverse L(x) vérifiant : Vxeu, y e E

00Ty € OlIxguglylg *+ [¥]gug)-

d > 0 indépendant de n ; les constantes C peuvent dépendre
de n mais sont indépendantes de y e E, ve E et x e U (on dit que

¢, ¢', L sont réguligres).

Conclusion : Alors il existe V¥ wunique réguliére définie dans

un voisinage V de ¢(e0) telle que ¢(¥(y)) =y, Vy e V.

On utilise ce théoreme dans E = C:(ﬁo) gradué par la chaine
des espaces de Sobolev sur 2, (ou a partir de la chaine des classes
holdériennes sur ﬁo de facon équivalente). Les opérateurs de lissage

S6 ont été construits par Nash-Moser.

Par la formule de Taylor et 1'hypotheése supp p(X,0)c Q+,

on a :

(4) o1 C(R) — ()

et les inégalités (ii) et (iii) sont usuelles pour les opérateurs aux

dérivées partielles non linéaires sous la forme :



(5)  lety)lg < €00 + Iyl p)

(6) 16" Wyl s Gl + ulgunl¥ly):

Montrons 1'inégalité (iv).

2) Eléments de la preuve du théoreme.

- - " - > = e

Soit N_ = Card{a ¢ m”*’, |a| < m+¢s} ; montrons la

Proposition 1 ([5]; [6]).

Soit ¢ e H r(g) (resp. C_ ,(2)). 12 existe 2 = Qla_,e ),

m,d 0’0
G C ala,e) =2 et U, voisinage bownd de 0 dans R, U C U zel que

Le probléme de Cauchy (@ données nulles)
(7) o'(u)y = f

)s

sS04t bien posé dans Ci(ﬁo

- ©rs . a p
Vuev, =1{zeCl@) ;i 2003y 1am € Yo X € B -

De plus pour tout So € N, fecut US ) voLsinage borné de 0
)

N
s _+¢
0 : =
dans R avec p)‘wleN USO+£— Uy » &t VaeN, 3 uﬁ@ constante
cso+2a > 0 4ndépendante de y e C+(Qo) et de
- ol . a p=
U € vso+£ - {Z € C+(QO) ) {3 Z(X)}lalsm+so+£ € Uo [y X € QO}

vénigiant :

(8) 113115 szuumr, © s szal 1811 gt a0l e 118" (], )

o alu) désigne Les coefficients de ¢'(u), Ia(u)lS est La nonme
higdénienne d'ondre s de a(u) sur @, [1z] |4 est La norme de Sobofev

de ws’z(no) et £ =2 (resp. d).
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Preuve : Elle est trés longue ; donnons en quelques apercus

(9) e (uly = T =& (x,7"u)a%y.

a[sm a

Si ¢ € Ho 2( Q), alors 1'hypothese (H6) signifie que le polyndme

sous caractéristique de ¢'(u) est divisible par le facteur double

2

g
Hy(X,Y,2) du polynéme caractéristique de ¢'(u) : a4y (X,Y52) = Hy T H(X,Y,z).

s=1

Si ¢ e Cm,d(n)’ on a :

(10)  o'(X,v™u) =

_d-t (dy-3), (d -3), . (dy=k)
k " -Vj%— (X,. ..,ej(h1) ...(hu) u Useoosd U}la]sm-d)ekﬁﬁ) +

(d k),
(h) ¥ e Y

laJsm-

(X,...,{3 U}lﬁl )au

d aw <m-d

qui a pour polyndme caractéristique :

(d1'j)+ (d 'j) d o

29 (X,...,e;(h) (b)) T LR D) ()

q =
m BVm J H H

Donc ¢(u) est faiblement hyperbolique, a caractéristiques de
multiplicités constantes et bien décomposables au sens de De Paris ([2]).
on sait ([3], [4]), par conséquent, que le probleme de Cauchy est bien posé
pour ¢'(u) dans les Sobolev sur des bandes [U,V] xR" de R"™'. Ppour
assez petit, les portions de i cone de dépendance de la solution

2
par rapport aux données et au second membre, T(E) ou E = (eo,e) se

)

trouvent dans Q(ao,eo) lorsque E ¢ ﬂ(ao,eo) = 9,

Ax
o

T oE N
[k )
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Par conséquent, dans de tels domaines 2, , ona des problemes

de Cauchy bien posés dans C:(ﬁo) pour &'(u) et on obtient des inégalités

d'énergie du type

(11) 12l | gupeg € Csllo* (2l lg Vzecia)

ol CS > 0 est indépendant de z et de u pourvu que u € VS =

el X e ﬁo} ou U, est un voisinage borné

0, = . a
{y € C+(Qo) ; {9 y}lalsm+s

N
de 0 dans RS avec £ =2 (resp. d) (cette indépendance se démontre
au prix de nombreux Temmes en tenant compte du fait que u intervient a
1'ordre m dans ¢'. Il s'agit d'améliorer cette inégalité pour démontrer

(8) en vue de (iv). On utilise pour cela la proposition suivante :

Proposition 2 ([5], [6]).

Pour YV o e Hm,Z(Q) (resp. Cm,d(Q))’ on a :

(12) <Dx>2a¢'(x,vmu)y = B(X,Vm+£u)<Dx>2“ y + L(u)y

20 ot L'opérateun de symbole (1 + lalz)a,

o £ =2 (resp. d), <D >
m(X,vm+£u) est un opénrateur composé d'un opérateur aux dérivées parntielles
Lindaires en X a coefficients dépendant de X et des dénivées v

de u avec <Dx>-2“, §aiblement hyperbolique, de méme symbolLe principal
que o' et vérnigiant Les mémes hypothdses que o' (c'est-a-dire bien
décomposable), L(u)y est une nelation bilinéaire des dénivées des
coefficients (notés a(X,v'u)) de ¢'(X,7u) et des dérnivées de y
[£'ondre de dénivation de a est 2a, celul de y est 2u+m-3 -

(resp. 2o+m-d-1), £'ondre total est 2a+m].

V-1



20 ., _ m 20 -2a 20
< o' = Y <Dx> KJ.<DX> (<Dx> h

- 12 -

Preuve :

Si ¢eH 2(Q), on peut écrire en posant q = o(%')

2a -2a

"
X <Dx> avec

<D >
X

¢' =

2 2a

2; = <DS> a ¢'<Dx>-
N 2
o(w) =

B

8(1+(¢]%)°
(1+]]%)°

Q

1 B
(o)

Il o~

La proposition 2 est démontrée en prenant :

2 4 4 a§(1+|g|2)“
1'opérateur de symbole o(%) = § (D

— (D, q
8]0 8! X (1+]¢[2)®

2 4.8\ .8 2\a
L(u) 1'opérateur de symbole o (L) = |B|Z3 ET'(DxQ) 85(1+|€| )™,

Si ¢eC d(a), en écrivant ¢' bien décomposable de manigre simplifiée,

(d,-9),

m (d1'j)+
o' = jZO £j(X,Vmu,DX)(h1) coo(h)

(d,-3) (d -3)
-2a 1 + 20 =20y u v+
it 1<Dx> ) ...(<Dx> hu<Dx> )

on a
2a -20 _ N _
<Dx> £j<DX> =95+ kj ou, en posant Aj = o(tj),
d | a§(1+|512)“
U(QJ) = 2 BT (DXAj) .
|8]=0 ** (1+]€])
o %g oo a§(1+|g|2)“
ag k- = : =T DA- .
377 g|2as1 BT XN (a9

V-12
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La proposition 2 est démontrée avec :

m - (d "j) (d ‘j)
) 95(<D,> %y D >72%) T T L (s R 57E) T
et

3 -2a,(d473) g (d -3
L = jzo kj(fDX>2ah1<Dx> 20) L ces (<DX>zahu<Dx> 2“) u +<Dx>2a°

Montrons alors la proposition 1 ; d'aprés la proposition 2
en remplacant dans (11) o' par w(X, Vm+2 ) (cas £ =2), ona

20, 20
(13) <D > yl| o < CL (<D > a'y[| . + [|Ly]] )
X so+m 2 s0 X so so

. . L . _
ol CSO > 0 est indépendant de wu, si ue VS £ (ici

5 = o(X,7™2y) alors que o' = o'(X,7™u)). Et en dérivant (7) par
rapport & x, , 2a fois, on obtient a 1'aide de (13) :

(18) 19115 szwmez < G (18115 g + LIl )

ou C; est indépendant de u e V
0

d'inégalités de convexité propres aux normes holdériennes ([8]) et de

s +2 (indépendant de 2a). A 1'aide

nombreux lemmes techniques, on obtient :
llLYIlSO S +zala(U)ls w20l 19" (u)yII

ou C!

S, +20 est indépendant de u e VS w2

On a une démonstration analogue pour £ =d ; d'ou la propo-

sition 1. En utilisant le lemme de Sobolev, on obtient alors 1'inégalité

V-13
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(iv) permettant d'utiliser les conclusions du théoréme de Nash-Moser. Un
raisonnement analogue 3 celui de N. Iwasaki ([9]) acheve la preuve du

théoréme.

Remarque : ona C_ .(2)c H_ ,(Q) car en multiplicité 2, 1la
_ m,2 2 m,2

disibilité du sous-caractéristique par Ho équivaut a Ta bonne décompo-

sition de De Paris. En particulier pour 1'exemple (E1), on a :
' 2 - - - - -
0, (X,v%y)z = (3,-y3,)(3 -y )z - (3,y)(3,-y3 )z

+ ool - 2022 ) + (a,0)° L2 (xy)]z -

donc bien décomposable.

Remarquons aussi que ¢, e H, 2(]Rz) mais ¢, ¢ C 2(]RZ).

V-14
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