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CLASSES D^PERATEURS FAIBLEMENT HYPERBOLIQUES NON LINEAIRES.

par
Daniel GOURDIN

1 - INTRODUCTION,

Dès que Ton se place dans les classes de Gevrey d'indice élevé,

dans les espaces de Sobolev ou dans C°°, il est bien connu que le pro-

blème de Cauchy non caractéristique même local, pour les équations et

systèmes linéaires hyperboliques non stricts, n'est pas bien posé sans

hypothèse supplémentaire sur l'indice maximum de la classe de Gevrey ou

sur le type d'hyperbolicite faible de l'opérateur.

C'est ce qui apparaît aussi en non linéaire dans les travaux

suivants.

1 ) J. Leray et Y. Ohya ont résolu en 1967 le problème de Cauchy sur des

bandes, pour des équations et des systèmes diagonaux quasi-linéaires

faiblement hyperboliques, dont la partie principale est un produit

de facteurs strictement hyperboliques dans des espaces de Gevrey d'indice

majoré en fonction de l'ordre de multiplicité des facteurs ( [11] ) .

Les équations et systèmes étudiés se retrouvent dans des

problèmes de Géométrie différentielle et de Physique des fluides rela-

tivistes.

2) Dans l'article "Ondes asymptotiques et approchées pour des systèmes

d'équations aux dérivées partielles non linéaires" (QJ)» Madame Y. Choquet-

Bruhat, en 1969, a construit des développements asymptotiques de la forme
+00

u ^ ^ CD'PU (x.oort) au voisinage d'une solution u (x) de ce système
p=0 •
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en utilisant une phase ^ attachée au linéarisé en u , sous une

hypothèse de divisibilité du polynôme sous caractéristique par le facteur

double pour le linéarisé en u . Elle généralise ainsi au non linéaire

des résultats et techniques dus à J. Leray ([16]) et à J. Vaillant ( [13]»

[18]) pour les systèmes linéaires et elle donne des applications à la

magnétohydrodynamique relativiste.

3) Dans 1'article intitulé "Effectively hyperbolic équations",

N. Iwasaki ([9]) a obtenu en 1985 des résultats de résolubilité locale

C00 en prolongeant aux opérateurs non linéaires la notion d'hyperbolicité

effective introduite par Madame Olenik en 1970 pour les opérateurs

linéaires d'ordre 2, Ivrii-Petkov en 1974 et L. Hormander en 1977 pour

les opérateurs linéaires faiblement hyperbolique d'odre quelconque à

caractéristiques de multiplicité variable au plus deux ; N. Iwasaki

applique ses résultats aux équations d'Euler, aux équations hyperboliques

de Monge-Ampère et à certaines équations des ondes non linéaires.

Dans ce travail ([5], [6] . [17]), nous décrivons d'autres

classes d'opérateurs non linéaires faiblement hyperboliques dont les

linéaires sont àcaractéristiques de multiplicité constante et pour

lesquels les problèmes de Cauchy C00 local est bien posé. Nous utilisons

pour cela la théorie de Nash-Moser et la méthode de N. Iwasaki.

Dans un autre travail, nous aborderons le cas des systèmes

et nous donnerons desapplications (D^O).
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II - HYPOTHESES ET RESULTATS.
r+1X = (x ,x) e î2 = î2(a,e) ouvert de IR , contenant 0,

d'équation

Sî(a ,£) = {X eIR^1 ; - a c < X Q < e(a- |x | 2 ) }

où x e IR, x = (x.,...,x ) elR^ et c > 0, a > 0 donnés.

ç = (ÇQ,Ç) est la variable duale de X, où ç^ e R, ç = (ç.,...,ç ) e IR1^ ^

î = ( 1 , 0 ) = ( 1 , 0 , . . . . 0 ) .

©
o

On considère l'opérateur aux dérivées partielles $ non linéaire d'ordre
m
( 1 ) $ : C^(îi) -^ C^(ft)

défini par $(y)(X) = p(X,A(X)), Vy e C^(n), V X e n

ou
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^y = { ^y= a»y ; |^| ,^ y ,Çîî)
3X :

p e €"(0 x IR ) fonction des variables X et Y = {y }, iK a [a|$m

N = Card{a e H^1 ; |a| $ m}.

On suppose <(> faiblement (resp. strictement) hyperbolique dans

relativement à ç^ ( <==> à I) et à un ouvert U de TR^ contenant

0, c'est-à-dire

(3) VX.Y, ) = I -^(X.Y)^
W^ ^a

admet m racines (zéros) réelles en ç^, V ç e B^, V X e iî, V Y e U

éventuellement égales en certains points ç = 0, X, Y (resp. distinctes

2 à 2, V ç / 0, V x , V Y ) .

Nous allons considérer deux classes particulières de tels

opérateurs $ non linéaires et faiblement hyperboliques.

1 ) Çêflïîiî^ïLde^a^çlasse H .(n).— — — — — — — l î l^fc

C'est la classe des opérateurs <r vérifiant ( 1 ) (2) pour

lesquels 3 u ouvert 30 dans B^ tel que (3) soit réalisé ainsi que

(m) supp p(x,o)c ^ = si n (lo.+^xiR1')
(H2) In f |q(X, 0 . 1 ) 1 > 0

XeSÎ

(H3) q^(X,Y,ç) = [H^X.Y.ç)]2 S H^(X,Y,ç)

H^(X,Y,ç) = H^X.YLH^X.Y^ç)

où H^ e CJ^îî x U)

H^ est C" en X et Y8 = ̂ [^p et polynomial de d°p^ en ç.
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(H4) R ( X , Y , ç ) = n H ( X , Y , ç ) est strictement hyperbolique dans î2
s=0

relativement à Çp et à U.

(H5) H^(X,Y,ç) = H^(X,ç) (V s) sinon m = 2.

(H6) ^-1 - , ,1 1 ̂  (XJka
|a|=m-1 "a

^ î'2 L
À=0

-1-P- (x,Y) + y. -À- ( X , Y ) y -
Lax^ |e |^i-l ay^y^ e 'x

^x
^ ç

vérifie : il existe K[X,Y,ç], C" en X et Y, polynomial en ç

tel que q^ = HQ(X,Y,Ç)K(X,Y,Ç) où 1^ = (0,....1,...,0) (1 à la

xème colonne).

2) Çêflîiîlçîî-^ç-lÊ-çlâ55® c ^(n)*— ̂  • • • — r ̂ k ̂  — ̂  — ̂  ̂  k — ̂ ^ ̂ ^^ ̂  ïî] 5 U

Ce sont les opérateurs de "la forme :

( C ^ ) $ (y ) (X) = ptX.vVx)) =
d. dy d

= g(X,(h) '(h^) ' ... (h^) ^y tX ) ,

d,-1 dy-2 d -1
e^h^) ' (h^) ' ... (h^) u y (X) .

(di-j). (^"J)* ( A i\
e^) 1 -(h,) 2 + ... (h^^p-^.y^).

(d,-d+1), (d .d+1) . (dp-d+1),
^d-W ^ -^ ^^^lal^-d)
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ou

(C^) d = sup{d^ ; 1 $ k ^ p} ; (d^-j)^ = sup(d^j,0).

(CJ les h. (resp. e.) sont des opérateurs aux dérivées partielles^ j j
linéaires, à coefficients C,°(î2), d'ordre p. (resp.

e , = m-j- ^ ^^k"3^ et ^o = ° nlest Pas caractéristique pour
K"~ 1

les h...
J

(CJ î d.p. = m
• k=1 K K

^ 9 ( x ïvm t vm-1"• t l vm-d+1* { t l )a } |a|$m-d ) e C?^N1)

N 1 = d + card{a eIN1''1'1; |a| $ m-d}

(Cg) Supp g(X,0,...,0,{0}) c ̂

(C,) inf -^ (X,0,...,0,{0}) > 0
Xeiï 3v

(Co) h, ... h strictement hyperbolique dans a relativement à ç .

Définissons :

C^(t2) = {y e C^(n) ; supp yc Î2'1'}.

3) QD-Qbt^ent^e :

Théorème ( [5] , [6]).

SoU $ e H^ ^( î2) U C^ ^(î2). A£o/t6 poa .̂ <oute f e C^(n),

^£ &x^&^ ^ = t2(aQ,eQ) au&c n^c î2 = î2(a,e) &< y e C^(^) un<.qu£

-te^ que. $(y) = ptX.v^) = f don4 5 .
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Exemples :

, = ] R 2 , , = 2 , ^^o' D^x* ^-^x-

(E^) ^(y) = a^y + y^y - 2ya^y - (^(a^y) + y(3^y)2 + b(X,y)

$^ eH^ ^(R2) si supp b(X,0)c R'1' x R.

(E^) $^(y) = sinîa^y-Za2 xy-'-Sxy) + x(^oy-^xy)4 + b(x'y)

$^ e Cp J3R2) si supp b(X,0)c R'1' x]R.

III - ESQUISSE DE LA DEMONSTRATION.

Le théorème classique d'inversion locale "F : E •> E (E de

Banach) est inversible au voisinage de e si F'(e ) est inversible

dans L(E,E)" n'est plus vrai lorsque E est de Fréchet, cependant

^ ) Lç-îb^ï'ê'îê-^ç-yâStizyçSêC-^SDê-yî-^Syltat d'inversion

l^cale-£^ur-les-esBaçes-de_Fréçhet_gradués_régu^ers ( [7] , [8] , [9] ,

D2], [14] ) :

Hypothèse : E est un espace de Fréchet avec une famille croissante

de semi-normes | | et des opérateurs de régularisation (ou

de lissage) $„ : E -*• E linéaires vérifiant :o

(i)
| (1 -Sg ) ( x ) | ^ $ C e'^'^lxl^ , C = C^ , e ï 1

|SgX|^ $ C e""^^ , 0 $ k $ n , x e E

$ : U -> E opérateur non linéaire dans un voisinage U

de e dans E.
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(ii) l ^ ( x ) | ^ $ C ( 1 + |x|^ ) V x € U

(iii) < j> ' (x )v = lim- (<<»(x+tv) - <))(x)) dérivée de Gâteaux, vérifie
t^O t

l 4 > ' ( x ) v | ^ ,C(|x|^|v|^+ |v|^) . V x c U . V v c E

d- î 0 et d? ï 0 indépendants de n.

(iv) ( j» ' (x) admet un inverse L(x) vérifiant : V x e U, y e E

|L(x)y|,,C(|x|^|y|^ |y|^).

d ^ 0 indépendant de n ; les constantes C peuvent dépendre

de n mais sont indépendantes de y e E, v e E et x e U (on dit que

<)), < ( > 1 , L sont régulières).

Çonçlusjon : Alors il existe ^ unique régulière définie dans

un voisinage V de ())(e ) telle que <()(^(y)) = y, V y e V.

On utilise ce théorème dans E = C^(î2 ) gradué par la chaîne

des espaces de Sobolev sur ^ (ou à partir de la chaîne des classes

holdériennes sur ^ de façon équivalente). Les opérateurs de l issage

S, ont été construits par Nash-Moser.o

Par la formule de Taylor et l'hypothèse supp p(X,0)c ^+,

on a :

(4) 4) : C^) —. C°;(^)

et les inégalités (ii) et (iii) sont usuelles pour les opérateurs aux

dérivées partielles non linéaires sous la forme :
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(5) | 0 ( y ) | ^ ? C ^ ( 1 + jy!^)

(6) l^(")yis^(|yi^,. luisjy!^

Montrons l'inégalité (iv).

2) Eléments^de la preuve du théorème.

Soit N^ = Card{a c IN^ , |a| $ m+s} ; montrons 1a

Proposition 1 ( [5] » [6] ).

So^t $ c H -,( î î ) (resp. C^ .(^)). U cx^ô-te îî = î î (a^»^)»rn ^ r m^u u u u
— N —
n C ^(a,e) = ^ at U vo^u^inage, bo^ni de, 0 dan^ IR , U C U tat qu.^

te, p^obiwt da Cau.cky (à donnèu nuJULu}

(7) <^(u)y = f

^o^t b^ê.n po^i dayu> ^+(^0^

V u c V , = { Z e C : ( ^ ) ^a^îX)}^,^ e U,, X c ^ .

Pc p^c^s poo/L ^oot s c IN , -toot U ^ o vo^ô^nage bo^né de 0
N °"s +£

don4 IR avec p^oy| .. U „ = U , et V a c IN , ̂  ane co^zô^an^e

C - > 0 -cndependa^e de y e C^(?2 ) et de
o

u e YS^ = {z £ W ' ^^^.S^ e "0 • x € V

\}i^L^ant :

(s) llylls^za^s ̂ (llt't^lls^ la(")ls^-ll*'(")ylls^
où. a(u) duègne, tu c.oe.^^icÀ.wU, de. $ ' (u), |a(u)| u>t ia. nofwe.

hëtdè^iwne. d'o^.dfm. s de a(u) 4UA. t î , | | z | | &A^ -êa. no^me, de. Sobote-v

de, WS ' 2 ( t2Q) e^ i = 2 (resp. d).
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Preuve : Elle est très longue ; donnons en quelques aperçus

(9) $ ' (u)y = y. -^(x.v'Wy.
|a|$m ^a

Si $ e H^ ^(t2), alors l'hypothèse (H6) signifie que le polynôme

sous caractéristique de <)) ' (u) est divisible par le facteur double

Ho(X,Y,ç) du polynôme caractéristique de $'(u) : q (X ,Y ,ç ) = H2 n H (X,Y,ç) .
c-1 -s=1

Si $ e C ,(îî), on a :

(10) $'(x,A) =
d;1 ^ (di-J')+ (d -j),

"^'^^"^ '"^ ' "——^Iakm-d)^
-J')+ . ^r^

^ • i i .f'^.il ^/. Yl. ^ ' +

^^^l.llm-d^^-^l.l-^90

qui a pour polynôme caractéristique :

q^^(X,...,ej(h^) 1 J '...(h^)^ +". .• . . {^a} ] , l^.d)(H1)d 1 . . . (H^C

Donc $(u) est faiblement hyperbolique, à caractéristiques de

multiplicités constantes et bien décomposables au sens de De Paris ([2]).

On sait ([3], [4]), par conséquent, que le problème de Cauchy est bien posé

pour $ ' (u) dans les Sobolev sur des bandes [l),V] x K1" de JR^. Pour

e^ assez petit, les portions de j cône de dépendance de ta solution

par rapport aux données et au second membre, r(E) où E = (e ,e) se

trouvent dans sî(a , e ) lorsque E e n(a ,e ) = n

,______0 AË_____T^^rr-
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Par conséquent, dans de tels domaines îî , on a des problèmes

de Cauchy bien posés dans C° ° (Q) pour $ ' (u ) et on obtient des inégalités

d'énergie du type

( 1 1 ) ll^lls^^sll*''"'2^ - ^W

où C > 0 est indépendant de z et de u pourvu que u e V -

{y e C^(^) ; ^y^J^n+s € "s ' x e ^V où ^ est un voisina9e borné

N
de 0 dans IR s avec i = 2 (resp. d) (cette indépendance se démontre

au prix de nombreux lemmes en tenant compte du fait que u intervient à

l'ordre m dans <(> ' . Il s'agit d'améliorer cette inégalité pour démontrer

(8) en vue de (iv). On utilise pour cela la proposition suivante :

Proposition 2 ( [5] , [6] ).

Pou/i V $ e H- -(îî) (resp. C ^ ( î î ) ) , on a :m ) L. m y a

( 1 2 ) <D>2 a$•(X,vmu)y = (^.V^U^D^ y + L(u)y
X A

0 /)
oui t = 2 (resp. d), <D > ut Vopi^tu^ de ^ymboU ( 1 + |ç | î^x
^(X^V"1 u) ut un op&^atiu/i compo-ôé d'un op&^atiu/L aux dc^cvéê^ paA^tieJULu

jLinèaÂAU m X a coe^cxen^ dépendait de X ^t du dc^cvce^ V"1'4' u
r\

de u auzc <D >" , ^cu.biwwt hyp^iboJUqu^, de même symbole, p^inc^paij\
çae $ 1 e-t vi^i^ant tu mwiu hypotk^u que, $' (c'eA^-a-d^Ae b^en

décompo^abit], l-(u)y eô.t âne A.e f̂ccon b^Jiinë.cuAe, du di^i\)iu du

d.o^JLçJLw^ (notu aîX^u)) de ^'(X^u) ;̂ de4 di^i\jiu de y

[^'o^d^e de dévotion de a eô-t 2a, ce£uzC de y eA< 2a+m-3

(resp. 2a+m-d-1), Vo^a totoJL ut 2a+rn].
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Preuve :

Si $ e H^ ^(n), on peut écrire en posant q = o ( $ ' )

<D>2 0 1 ^ = ^ < D > 2 a avecA x

2î = <D>2 0 1 4>'<D >"201
j x

^. ̂  ^ (o^,) !̂ Ï .
3=0 e - x ( 1 + | ç | 2 ) 0 1

La proposition 2 est démontrée en prenant :
2 ^(l+lel^)01

œ l'opérateur de symbole a(ïT) = V -1- (D^q) -ç______ et
Ie|=o e! x ( i+ ls l2)0 1

f\
L(u) l'opérateur de symbole o(L) = y" ^(D^q) ^8 (1+|ç|2 )o l .

|e |=3 p- x ç

Si $ e C^ ^(n), en écrivant $' bien décomposable de manière simplifiée,

.'- ! UX.A.D^h,)^^...^)^'-,j-=o J A ' y

V *• • j„<°x>2^<Dx>-2c•«°x>2I•^<°x>-2a'(d''j)t•••«•'x>2\<''x>-^°)(vj)t<^>^°

on a :

<D ̂ ^Z^D >"201 = g. + k, où, en posant A, = o(-C,),
A J A J J J j

? 1 ,n , ^C+lîl2)"

^''Kl^^-^^

2a < S^l+lçl2)01

^(k.) - ,1. - r ( D A )-L——__—— .J |e|=d+i e! x J (i+lçl7)0
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La proposition 2 est démontrée avec :

" - ^ gjt<^> t2°h,<°,>-2a) (d '"J)t...(<D>+^ah<D>-2") (d"" j ) t
j=Q I X X p X

et

L - Jo ̂ ^^^ ... ̂ VD^)^-^.

Montrons alors la proposition 1 ; d'après la proposition 2

en remplaçant dans ( 1 1 ) $' par ^(X.^^u) (cas t = 2), on a :

( 1 3 ) ii^x^iis ^1-2 '^ ^i^x^'yils ^i^iU
0 0 0 0

où C- > 0 est indépendant de u, si u e V ,, (ici
o so+<-

^ = ^(X.v1"'1" u) alors que $' = ^ '(X.^u)). Et en dérivant (7) par

rapport à x^ , 2a fois, on obtient à l'aide de ( 1 3 ) :

( 1 4 ) "yl 's^m^^s (H^HS^ l i^ l ls )
0 0 0 0

où C, est indépendant de u e V, ,. (indépendant de 2a). A l'aide
o "o

d'inégalités de convexité propres aux normes holdériennes ([8]) et de

nombreux lemmes techniques, on obtient :

^Ns^^J^^all^uîyl^

où Cg ̂  est indépendant de u e V. ?.
0 0

On a une démonstration analogue pour t = d ; d'où la propo-

sition 1 . En utilisant le lemme de Sobolev, on obtient alors l'inégalité
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(iv) permettant d'utiliser les conclusions du théorème de Nash-Moser. Un

raisonnement analogue à celui de N. Iwasaki ([9]) achève la preuve du

théorème.

Remarque : on a C ?( î î ) c H yW car en multiplicité 2, la

disibilité du sous-caractéristique par H équivaut à la bonne décompo-

sition de De Paris. En particulier pour l'exemple (E-) , on a :

^(x^yîz = (So'y^V^x^ - (v^o'y^2

+ f2y(^2y) - 2(a2 v) + ( s v ) 2 + ^ (x,y)1z .
L x ^ x Qy J

donc bien décomposable.

2 2Remarquons aussi que ^^ e Hy ?QR ) niais ^ i C^ ^OR )•
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