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Equation de Schrôdinger avec champ magnétique et équation de Haroer.

par
B.HeIffer et J.Sjôstrand

Dépt. de Mathématiques, Dépt. de Mathématiques,
Université de Nantes, Université de Paris Sud (et CNRS)

2,Chemin de la Houssinière, F-91405 Orsay, FRANCE,
F-44072 Nantes, FRANCE

On s'intéresse ici à certains phénomènes quasipériodiques qui
apparaissent en liaison avec l'équation de Schrôdinger périodique en
présence d'un champ magnétique périodique. Ces phénomènes sont bien
connus des physiciens, mais peu de résultats ont été démontrés
rigoureusement. Nous avons été beaucoup inspirés d'une part par des travaux
de M.Wilkinson [ 1 5 - 1 8 ] et moins directement par un travaux antérieur de
Azbel [2], qui tentent une approche semiclassique, d'autre part par le travail
numérique de Hofstadter [ 10]. La partie de cet exposé, qui ne se trouve pas
déjà dans l'exposé [9] correspond en gros à la section 9 dans un travail qui
existe maintenant sous forme de manuscrit.

Rappelons d'abord ce qui se passe pour l'équation de Schrôdinger
périodique sans champ magnétique:

( 1 ) Pr-h^+Vîx), VeC^R^RÎ.T^VJ^,

où x désigne translation par le vecteur v,=a.e. a.> 0, e.=(l,0), e^=(0,1).

Alors P commute avec les x et la théorie de Floquet permet d'affirmer que

le spectre de P est une réunion de bandes qui peuvent se superposer. La j:ème
o

bande est l'ensemble des X.(9,,9.J, pour 6€T , où X. désigne la j:ème valeur
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propre de Pg, qui par définition est la réalisation de P dans l'espace des
9

fonctions u, localement dans L , qui vérifient la condition de Floquet;
,û

T^ u=e j u. On peut aussi dans certains cas étudier 1a largeur des bandes qui

apparaissent dans la limite quand h->-0. Plus précisément, la largeur d'une
bande qui se trouve près du niveau d'énergie E/s peut souvent être décrite en

termes de la distance d'Agmon (-Jacobi) entre les "puits" les plus proches,

où les puits par définition sont les composantes connexes de l'ensemble des
0

X€R tels que V(x)<E/s. Ainsi B.Simon [ 1 3 ] a obtenu un équivalent du

logarithme de la largeur de la première bande (qui est exponentiel lement
petite), pendant que Outassourt [ 1 1 ] a obtenu des résultats plus précis aussi
pour des bandes supérieures.

Considérons maintenant l'opérateur de Schrôdinger magnétique,

(2) P.=-h2A.+V(x)= ] . . .(hD.. -A,(x))2 +V(x), D, ^"^/ô,
r\ r\ J- 1 ,Z A. J X. Xi

où V est périodique comme ci-dessus, et A.cC^R2,?). Le champ magnétique

associé est alors donné par B=dA, où A=A,dx<+A^dx^ , On suppose que B est

périodique avec les mêmes périodes v. que V. Cette hypothèse s'exprime

aussi par A- T A=dipo et on montre alors que P. commute avec les

opérateurs unitaires,

(3) T-e^j^ ̂ .

Cependant, T < et Tç> ne commutent pas toujours entre eux, car on a,

(4) T^e^T^ , où 4>= |̂ B , C=[0,a^]x [0,a^],

Si <t>/h=2np, p€Z, on peut appliquer la théorie de Floquet, et le spectre est
de nouveau une réunion de bandes, dont on peut (sous des hypothèses

convenables) étudier la largeur. (Plus généralement la théorie de Floquet

marche encore si 4>/h=2îîp/q, p,q€Z, car dans ce cas les opérateurs T q et



vi-3

T^ commutent, et on peut traiter P. comme un opérateur périodique avec les

périodes qv< et v^. Ce cas mène naturellement à l'étude de certaines

matrices très Intéressantes, que nous discuterons dans des exposés futurs.)
Pour traiter le cas général, on peut heureusement appliquer un travail

récent de U.CarIsson [4], qui dans 1e cas A=0 donne une généralisation
substantielle au cas d'un nombre Infini de puits des résultats de [6,7]. 1 1 se
trouve que les résultats de Carisson se généralisent très facilement au cas
magnétique et que son résultat reste valable si V vérifie tes mêmes

hypothèses que dans son travail et s1 A€C°°. Pour le voir, 1 1 suffit de
0

remarquer que 1e Théorème 1 . 1 dans [8] donne des Inégalités L à poids dans
le cas magnétique qui sont aussi bonnes que celles que Ton a dans le cas
habituel. Dans notre cas particulier les hypothèses de cette extension (de
routine) des résultats de Carisson sont très largement satisfaites, si on
fait les hypothèses supplémentaires cidessous. Pour pouvoir appliquer aussi
les résultats de [8] on remplace Px par P... avec t>0 petit, et on suppose,

(5) où bien (a) V et B sont analytiques et 0<t<6Q où &o est suffisamment

petit, mais indépendant de h, ou bien (b) V et B sont C°° et O^t^h0,
pour un 6> 1 /2.

Pour simplifier l'exposé on se concentre sur le fond du spectre et on
suppose,
(6) V?0 avec égalité exactement sur Zv,eZv^, et de plus V"(0,0) est

défini positif.
9

Les puits de potentiel sont alors U ={(a.a.,o(^J}, pour aez Soit n>0

petit, et soit O^e^eC00 à support dans la boule de rayon n, vérifiant

9Q(0)>0, et posons P^^^r VoV1' où V^^ T20(2 •et où
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nous avons écrit P à la place de P.., et 6,, =1,., „ . 0/^. Alors ([8]) la
LA ÇX (X 4 v 4 ̂  (X < V i \J

9
première valeur propre v/.=(Ut,h) de P est simple et de 1a forme C.h+0(h )

(et admet un développement asymptotique en puissances de h), avec C^>0. Si

y, désigne la deuxième valeur propre de P on sait en plus que 2a(h)= y. -y/s

est du même ordre de grandeur que h (uniformément en t). SoltijLs une

fonction propre normalisée associée à y/., et posons ip/^T^tpo, de façon à

avoir (P^-VQ)^ =0. Alors (P-^)^=^=-I^^9^=T^ (,avec

P=P^). On sait aussi que e( 1 "^^o'^tp^CKe6711) dans L^R2) pour tout

c>0 et de même pour ndip/^/i-tip/yA, Appliquant le travail de Carisson, on

trouve alors;

Théorème 1 . Pour h>0 assez petit en fonction de TI, 6^, i1 existe C>0 tel

que:
(i) Sp(P)n]-oo.VQ+a(h)] est contenu dans l'intervalle

[y^e"1 ^Uo-e"1 /ch]. Sojl îip L^R2)^ le projecteur spectral associé à

cette partie du spectre.
(ii) Les v^=T^ip^ forment une base hilbertienne dans F. Soit u^ la base

- 1 /9othonormalisée: u^= I(V~ )^ g v. ̂ où V=((vJvJ).

( 1 1 1 ) Dans la base des u^. la matrice de la restriction de P à F prend 1a

(9)forme iJl+W^I+W'+OW 'Uù V-UQ est exponentiellement petit. W'=

(( 1 -Ô^ e^^oc^B^^CK^B^721 Êjt ô des1^ne 1e "6" de Kronecker. Ici on dit que

A=(a^ p)=0*(D(1)).sipour h>0 assez petit :

la |̂=0( 1 )e(£(î1)-( ] -^^V6))/h ̂ ^ ̂ ^^Q ̂ ^ ̂ 0. ici on a

poséô^oc.B)^ min{dy(o(,y^+d^(ypy^)+,,.+d^(^,_pB); T>1,
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û^y i •^•''••••^L et (V«,(3)=d^(U^,LU désigne la distance entre U^ et U«

pour la métrique Vdx2.

On pose d. =d,XUo,U/. /sj, ̂ ^^Q'^CO 1 )) et on ̂ PP0^ ̂ e

d<<d^<d,XU/yU ) , si |(x|=|<xJ+|(xJ>2. Comme nous l'avons vu dans [8], i1

peut y avoir des annulations un peu inattendues de l'effet tunnel pour
Schrôdinger magnétique quand deux puits sont reliés par au moins deux
géodesiques minimales, Pour éviter ce phénomène (Intéressant en soi) on
suppose,

9
(7) Entre (0,0) et ( 1,0) il passe une seule géodesique minimale (pour Vdx ),

qui en plus est non-dégénérée au sens explicité dans [6]. On fait la
même hypothèse pour ((0,0),(0,1 )),

1 1 résulte alors de l'analyse dans [8] que si W=(w p), alors pour tout s>0,

on a C exp(-d.(t)/h-£/h)<|w/. Q)(O(J< C exp(-d.(t)/h+c/h) où
9

d.(t)=d.+0(t )>d,, et on a un encadrement analogue pour W/Q n /n o) • ^on a

même des développements asymptotiques pour ces quantités.) Remarquons

aussi que W^Œ^0),
Si on utilise l'invariance par les opérateurs T , on trouve avec

\A

t4>/h=2nk-h', k€Z , 0<h'<2n,

(8) w^e-^W-Mîoc-Ç),

Comme W est hermitien, on a aussi,

(9) f(-o0=e1h(x1(x2f((x)~.
Si h'=0, on a déjà observé que l'on peut travailler directement avec la
théorie de Floquet. Dans ce cas nous voyons de (8) que W est une convolution

9
sur Z et le spectre de W est alors une bande donné par les valeurs de 1a

,û/v

fonction réelle ^f(a)e . Dans cette somme, les termes avec |a|= 1
dominent, et on en déduit que la largeur de la bande est
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2(|f( 1,0)Hf(0,1 )|)( 1 +0(e -c/h)), pour un 6>0.
Supposons maintenant que h'>0. Conjugant W par la matrice unitaire;

d1ag(e 0(10(2) on obtient une nouvelle matrice que l'on notera désormais par
W (et qui à le même spectre), donnée par,

(10) w^e-^i^-^Ka-?).(x,p
qui est donc une convolutton dans les variables oc,-,. On arrive alors à

2 1 2 1l'opérateur unitairement équivalent; W':L (ZxS )-»• L (ZxS ), de la forme
( 1 1 ) W'u((Xpe)=(KQU(,,9))((X^),

où Ko est donné par le "noyau",

(12 ) k((X.,(?.,9)=g((X,(L,8-h'0(,),

où,

(13 ) g(a,,9)=7y ^oOe100^.
l (X.̂

Le spectre de W est égal à celui de sa restriction à Zx[0,h'[, et par la
substitution; x=-(6-h'0(,) on peut identifier cette restriction de W à

l'opérateur Q: L^R)-»- L^R), donné par

( 14) Q^^g^-xn^I^^k,-^"11^

A l'aide de (3.4) on trouve que Q est le h'-quantifié de Weyl du symbole réel,

(15 ) ŒW^Lfa^e-1^72^^^
c.à.d, que

( 16) Qu(x)=f| e^'^^'Qax+yV^eXXyîdyde/^n .
On suppose maintenant en plus, que V et B sont conservés par rotation

de îï/2, c.à.d, par l'appliquationic. donnée paric(x,,x^)=(x^,-x,). On obtient

alors,

( 1 7 ) noOre^i^fdcta)),
ce qui donne avec (9) que f( 1,0)=f(0,-1 )=f(-1,0)=f(0,-1 )€R, Au niveau des
symboles on trouve alors
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(18) Qoic=Q.

A l'aide des estimations qu'on a trouvées pour W, on obtient aussi,
( 19) Q(x,^)=2f( 1,0)(Qç(x,0+R(x,^)),

i / r^ k»,
où R est holomorphe et = (3(e~ o ) dans |lm(x,^)k 1 /C^h, pour un CQ>O

assez grand, et
(20) Qo(x,E,)=cos(^)+cos(x).

Le h'-quantifié de CL est alors CL= cos(h'D)+cosx, ce qui est une variante de

l'opérateur de Harper, On peut aussi remarquer que 1e symbole Q est
2n-pér1odfque en x et en ^. Les points critiques de Q coïncident avec ceux
de Q/. (grâce à ( 18)) et on a les valeurs critiques m/.= Q(TI,TT)=

•^CKe'1^), MQ= Q(0,0)= 2+0(e-1/co^), CQ= Q(n,0)= Q(0,n)=
1 /f^ K

0(e o'').Les surfaces d'énergie, Q=E dans les cas E€{mo}, ]mQ,CQ[, {c^},

]cQ,rLJ, {MQÎ, ont la même structure que celles de QQ=E' dans les cas

correspondants (obtenues, en remplaçant mQ, CQ, MQ par -2, 0, 2). En

particulier, pour E€]c/s,MJ, la surface d'énergie ; Q=E , est la réunion des

composantes connexes U =U (E), où U est une courbe de Jordan qui

entoure 2n<x si (J<MQ et U ={2n<x} si V=MQ. Pour E€[mQ,CQ[, on a une

situation analogue. Suivant WHkInson, on peut donc considérer les U

comme des puits microlocaux, et dans notre travail en préparation, déjà
mentionné, nous avons démontré qu'on peut effectivement donner un
traitement de Q , qui est analogue à celui que nous avons esquissé pour P..,

à condition que h'>0 est sufftsament petit et à condition que 1e paramètre
spectral évite un petit voisinage de CQ (Voir aussi l'exposé [9].) Dans 1e cas

où t4>/2nh est un nombre irrationnel, on obtient ainsi le
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Théorème 2. On fixe £Q>O.II existe alors CQ>O, tel que si 2nh/t<î>€R\Q

admet le développement en fractions continues: ± 1 /(q^± 1 /(q ^ ± 1 /(q^±...))),

avec. q.€N^1/h,q.>CQ,j=1,2,.,on_ai

Le plus petit intervalle fermé qui contient K^fd.O^'^SpaP-^lp) est

de ta forme J= [-2+(3(e"] ̂  + 1 /q ^ ),2+0(e'1 ̂  + 1 /q ^ )].

KHJcU^ ^NJ,, ÛÙJ^ sont des intervalles fermés de longeur ^. 0, aye^

8J.cK. J^ se trouve à droite de J. à une distance ̂  1 /g ̂ . J^ est de

longeur 2^0(1/g ̂ contenant 0 à une distance o( 1 /g ̂  de son centre.

Les autres bandes sont de largeur e~ cl ^.avec C(j)^1.Pour j?'0,soil Ki

ta fonction affine croissante. QUI transforme J. en [-2,2]. On a alors

icj(J.)nKc UjJ. ^ où lesJ. ^ ont les mêmes propriétés (avec q^ remplacé

par Q^ etc.. l£i a^b signifie que a/bej.b/a sont majorés par une

constante qui ne dépend que de &Q.
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