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1. INTRODUCTION.

L'équation de Hill s'écrit

(1) -u"(x) + (VX)-E) u(x) =0

oli la fonction V : R R (appelée potentiel) est périodique. Nous supposerons
la période égale 3 m . Les valeurs propres sont par définition les valeurs
du paramétre E pour lesquelles 1'Equation (1) admet une solution 2n-périodique
non nulle, en fait soit une solution w-périodique soit une solution
m—antipériodique non nulles.

L'équation de Hill est dite finie ou polynomiale si la fonction

V est un polyndme trigonométrique, ce que nous supposerons.

N-1 2inx
(2) V(x) = pcos2Nx + b} c e
-N+1
u>0, Ch= % % < 0.

Tout polyndme trigonométrique de période m de degré N,W(x),peut s'écrire
sous la forme W(x) = V(x-a)+b et on déduit aussitdt les valeurs propres de
1'équation de Hill associée 3 W de celles de 1'équation (l).

I1 est facile de voir, et c'est classique, qu'il y a deux valeurs
propres proches de n2 correspondant & des fonctions propres proches de
cosnx et sinnx , pour n assez grand. On les appelle E; et E; , ce sont
bien les 2n-iémes et (2n+l)-i@mes valeurs propres elles bordent le n-iéme
gap et il est connu qu'on a avec € > 0
(3) 0<vy_ = E+ -E <e 8 , > n
n n n 0
Pour N = 1, V(x) = p cos2x 1'équation (1) est 1'équation de Mathieu pour

laquelle Harrel [7] et Avron-Simon [1] ont donné

1 |
(4) y =-E (1+0 (=5 ))
((a-1)1)2 n?

Nous avions retrouvé ce résultat dans [l] oli pour un potentiel V réel
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analytique nous précisions le taux de décroissance exponentiel de Y,

Ici nous obtenons

Théoréme : Soit V de la forme (2). Pour n > n ona

N 2z (n)
(5) =2 (e & ar0@)]) (s0p)
k=1 n
avec
2 - 2
(6) AR Logcgﬁ—) +in -2 (10g2-1) + 0(n Ny

En fait dans ces expressions chacun des O a un développements en puissances
de n . On a aussi le corollaire qui montre qu'en général les gaps ne se refer-

ment pas, comme pour N =1 .

Corollaire : Si la condition générique suivante est réalisée pour N> 2 ,

N -

) " R
alors il existe ko tel que
2Rez. (n)
4n ko -2
(8) Yy =-— e (1+0(n 7))

(Pour N = 2 on a seulement c+0(n_1) au lieu de 1+0(n_2)).

Notre méthode est tout 3 fait inspirée de 1'é&tude que Voros et

Ecalle (voir [3], [10] et [8]) ont faite de 1'équation de Schrodinger semi-

classique

9) - h2u"(x) + V(x)u(x) = 0

avec un potentiel V polynomial en x . En posant E = h 2 on transforme

1'équation (1) en

(10) - vhu @)+ Y @)-DuE) = 0
et 1'étude de (1) quand E tend vers 1'infini est ramenée 3 un probléme
du type semi-classique avec toutefois un potentiel dépendant de h ce qui

complique quelque peu 1'étude. La méthode de Voros—Ecalle est bien adaptée
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aux problémes semi-classiques en dimension un dans l'analytique (voir [8]).

Les preuves détaillées du résultat exposé ici paralitront ailleurs.

Enfin nous tenons a remercier Ecalle, Helffer et SjGstrand pour

de motivantes discussions.

2. RESOLUTION DE L'EQUATION.
Nous résolvons 1'équation (1) dans des domaines bien précis de €
34 1'aide de séries de fonctions convergentes. L'introduction de ces domaines

est naturelle, voir par exemple Sibuya [9]. Pour E assez grand, la fonction

X
(1) 2(x) = | wey-g) /% ae
o

en fixant Imz'(0) > O , est définie sur 1'axe réel et s'&tend holomorphiquement

sur la surface de Riemann de la fonction (V—E)l/2

On introduit les notions
de points tournants (par définition les zé&ros de V-E) et de lignes (respectivement
autilignes) de Stokes. Celles—ci sont les courbes sur lesquelles Re z(x)
(respectivement Imz(x)) est constante et qui aboutissent & un point tournant.

Si X est un point tournant simple, on a

/2# 0

(12) z(x)—z(xo) = a(x--xo)B/2 + 0((x-xo)5/2),a #0, a= %(V'(xo))l

ce qui donne 1'allure des lignes et antilignes de Stokes prés de X,

Pour les potentiels de la forme (2) on obtient les résultats suivants.

SRR IS o R
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Les points tournants sont de la forme X, + k' et;k + k'rnk'ez ,

k=1,2,...N, avec

. m
2ik = -1/N _
N-1 N (%? ) + o 2/

)

e

=
2
=z | e
=

(13) xk(E) = o5 Log — + — -

Les lignes de Stokes sont en traits pleins, en général elles ne se raccordent
pas car les Re(z(xj)) sont distinctes. Les antilignes de Stokes sont en

pointillé et on a

(14) z(x) = - z(x)
On introduit alors les actions fondamentales :

1/2

(15) z(r) = iT(®) = inE /% (1+gE 1))

oi g est une fonction analytique, avec g(0) = O , et d'autre part

Log 35 s g2k % (Log2-1)) + o(e!/Z"1/N

(16) 1 1/2 y

z, = z(xk(E)) = -9y E )

L'action sur un lacet quelconque de T s'exprime 3 l'aide de ces quantités.

Si Q est un ouvert simplement connexe de T ne contenant pas de points
tournants, les fonctions z(x) et -z(x) sont définies sans ambiguité@ sur ¢

et on construit sous la forme (due d Ecalle [3])

(17) 6,60 = We-B) Y (5o
(o]

avec

W=l

o

+ +
(18) (oz iz)w2n+l =-H w2n
+ +

oz w2n - - H w2n—1

(19) HEz() = - 5 V' () (-5

On prend bien soin de choisir toujours la méme détermination de (V-E)l/4

sur Q et on obtient les W; en intégrant 3 partir d'un point de base

z, = z(x+) et les w; d partir d'un point z_ = z(x-).Lessériesg W:(z(x))
sont convergentes uniformément sur tout compact et si il existe un chemin
joignant z

+ a z(x) le long duquel Rez est croissante on peut développer les
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1/2

+ . - .
wn en puissance de E et montrer que ce sont des symboles analytiques.
D'autre part on a facilement

oo

(20) W) = -2y (z,2) == 23 Wy (z)

E.-l/2 si z, et z, sont bien

et ce wronskien est un symbole d'ordre O en 1 2

choisis.

Remarquons que la solution u+(x) s'étend globalement sur € puisque
1'équation (1) est seulement singuli&re & 1'infini et que u, est déterminée
par u+(x+) et ul(x+). I1 en est de méme de la fonction u_ .

3. PREUVE DU RESULTAT.

On introduit les solutions u » u -5y qui sont de la forme u,

ERR

+ . . .
le point de base pour uj étant zj = z((] —-% )-% + 1o ), Autrement dit uj

est la solution sous—dominante 3 la Sibuya dans la bande comprise entre les

lignes de Stokes partant des points tournants xj_1 et Xj et qui tendent vers

+ 1 >,

On a les formules de connexion

21 u. =a.,u, . +b.u i = 1,...,N
(1) J 3751 j o ]
i W(uj,uo) o W(u._l,u.)
j W(uj_l,uo) ] w(uj-l’uo)
d'ol on déduit aussitdt pour ug = elT(E) uo(x—ﬂ)
(22) uy = aug + b ug
~ W(uN,uo)
a=-—"0
W(uo,uo)
~ N W(u. .,u.)
- " 3 =1 J
b = W(ug,u ) ( )

-1 W(uj,uO)W(uj_l,uo)

D'autre part on sait ([5]) que E est valeur propre de 1'équation de Hill
si et seulement si *I1 est valeur propre de la matrice de la tramslation t

définie par Ttu(x) = u(x+m) dans [5] ce qui montre que Ei est solution de



(23) a= (D"t i|b] avec a = eiT(E)y L _ _ -iT(E)y
soit
(24) T(E) - arg a(E) = nmt Arctg|g(E)[

Tous les wronskiens se calculent en se ramenant 3 la formule (2V0). On voit

1
~ by (E) -5
facilement que a(E) = 7 @ est un symbole analytique d'ordre O en E de
o)
symbole principal égal & 1 . D'autre part

25 b(E) = - E) I
751 ]

ol les w (E) sont aussi des symboles du méme type. On en déduit que B(E)
est exponentlellement petit et le fait bien connu que E et E ont le méme

développement asymptotique en puissances de n -1 , 4 savoir 1a solution E(n) de
(26) T(E) = T(E)-arg a(E) = n =
D'autre part on a l'expression du splitting.

(27) mod OCE |BE)|)

n ~,
ce qui donne le théoréme, en posant ?(n) = z(E(n)).

Le corollaire découle d'un lemme technique sur les actionms zk(E). On montre
que si la condition (7) est vérifiée, 1'une des exponentielles dans (5) 1'emporte

sur les autres.

Pour N = 1 , 1'équation de Mathieu a la propriété bien connue que
tous les gaps s'ouvrent. Cette question est beaucoup plus difficile 3
étudier pour N=2 (voir [6] ). Il est bien certain que B(E) peut
étre nul et le gap se refermer pour certains potentiels V . Par exemple si

V a une période 7n/M , on a Y, = O si n n'est pas multiple de M .
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