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CONFERENCE N° 1V

PROZLEME DE CAUCHY POUR DES OPERATEURS FUCHSIENS

par A, Bove

On se propose de donner dans cet exposé certain résultats
contenus dans le travail [4] y concernant 1' existence, 1' unici-
té et la propagation des singularités pour des solution du pro-

bléme de Cauchy (pdC) associé & une classe d' opérateurs fuchsiens.

1. Le résultat principal

Soit M une varieté C* de dimension n sans bord (owu, a la fois,
M = Rn), m un entier positif et k 1,2,..,m ., On considére un

opérateur differentiel

1

k k-
(1.1)  P(t,x,D,,D) =t P (£,x,D.,D ) + ¢t P__,(t,x,D

,Dx) +.0. +

t t

+ Pm—k(t'x’Dt'Dx)'

ou
a) P . est un opérateur d' ordre m-j & coefficients C* , défini
m

sur RtXTJ
b) P est (homogéne d' ordre m) strictement hyperbolique par rapport
m

a t; on désigne par T = )\ (t,x, &) les racines en T de 1 équa-

J
tion Pm(t,x, v,£2)=0, j=1,..,m (les ;% seront appelées

les "racines hyperboliques de P"),



‘in tel P sera appelé fuchsien hyperbolique d' ordre m et polds m-l,

On associe & P le polyn8me indiciel (reduit):

%
(1.2) T,63) = 37 (IR (0,x,1,0) F(3-1) o (34 thejan)),

)‘:0

X €M, \E&C,

et on dit que P vérifie la condition de Fuchs si

(1.3) I.(x,%) # o0, Yxewu, ¥Y3e z,2{0,1,... }.

Pour un opérateur fuchsien hyperbolique de poids m-k on s' interesse

an pdC suivant

(1.4) Pu=7° , dans R x M

bgu te0 = gj , dans M, j=0,1,..,m=k=1

(11 n' y a pas des données de Cauchy si k=m),

Ie pdC (1.4) a été étudié par nombreux auteurs, soit dans le cas
analytique, soit dans le cas C*® ., En supposant que les coefficints
sont analytiques en x, Baouendi et Goulaouic [1] ont donné des
théorémes du type Cauchy-Kowalewskli et Holmgren pour des classes

plus générales d' opérateurs. Dans le cadre hyperfonctions (1.4)

a été étudié de fagon trés précise par Tahara [10] et, du point

de vue microlocal, par Kashiwara-Oshima {7] et Oaku (9] . Dans

le cadre C® , les opérateurs fuchsiens hyperboliques ont été étudié,

du point de vue microlocal, par B.L.P. [3] et par Tahara, pour ce

qui concerne le pdC (1.4) ou les données sont lisses [11] ’ [12) .



Ici on s' interesse a des résultats d' existence, unicité et pro-
naration des singularités guand les données sont des distributions.
De facon plus précise, on suppose gue gjec'a'(}‘-’i) et que f est une
distribution régulidre sur R xM, c' est & dire feC®(R;®'(M))

et ‘.-‘-:’F(w‘.‘)ﬂN: M=g¢, t £0, ol N: M o= {(t,x, T,0) € T"(RxM)| T £ 0 |
désione le fibré conormal a la section {t}xM (on écrit fe:b;‘(RxM))
Dés que la surface {t = O}est caractéristique pour 1' opérateur P,
on va utiliser une notion adaptée de WF (voir Chazarain (5] et
Melrose - Sjostrand (8] ). On dit qu' un point (x, §)eT™ MNoO

n' est pas dans le BWF(f) s' il existe un opd classique B(x,DX),
d' ordre zero, qui est ellipticque prés du point (x, §) et tel que

R(x,Dx)fe c®(1-¢, e[ x M), pour gquelque £>0, suffisamment petit.

Nous posons
(1.5) Gr(E) = dwF(f) U WE (T | oy g0} xar *

On obtient alors le théoréme suivant:

Théoréme. Soit P un opérateur fuchsien hyperbolique de poids m-k
dans Rx M, vérifiant la condition de Fuchs (1.3). Alors pour toute
fe Fb;(RXM) et toute gj e ' (M), j=0,1,..,m=k-1, i1 existe une
distribution réguliére unique u, qui resout (1.4). En plus on peut
décrire les singularités de u comme suit:

U mIEjl

i) JUWF(u) =  IWF (L) WF(gJ);

j=0

1) W oy © LEX T E) | t#o, (t,x,7, %) € wr(n)} U

Q {(t x.)\ (t,x, ), E)l ds, -e]o 1], H(y,q)efrmxo ,
(Soy’ Aj(suy’r\)a r\)GWF(f), (X.E) = ég S (y,l])} U

m
L {eex Aytex, 82, %) | w0, v, ) edur(e) U

Me=K=1

H WF (g, ) (x,%) =<}5§(y.'])} ’



¢

J=1,..,m3

étant le flot hamiltonien associé au facteur T - kj(t,x, E),

.

L

ii1) we(u) M1 N = wr(e) N N: M
iv) Soit xoeM et supposons que

. -1
2) wr(e)m (0,x) = 8 (s T* (R%M)N O —» Rx M étant

la projection canonique),

mekK=]

D) (xo.‘Eo) € %fé WF(gj), Eo 40,

alors il existe au moin un indice jE{],..,m} tel que oun

bi W bi W
en WF(u l{t:>O}XM) ou bien F(u\ ) contient un

{t <O}xu
petit arc de la courbe bicaractéristique correspondante

A T - Xj(t,x,g) et sortante du point (O,xo, Xj(o,xo,Eg),fs).

2. Idée de la démonstration

Ia preuve du théoréme est faite en construisant un parametrixe a
gauche et & droite pour le probléme de Cauchy (1.4). D' Abord on
doit faire quelques préparations.

Soit R @ &'(M)«-—v&r'_(R x M), tel que

v si j=0 o
(2.1) bg tht_o = { , WF(Rv) = JIWF(Rv) < WF(v) .
B 0 si j>0

m-~k-1 tj
En posant v(t,x) = j{: 31 (jo)(t,x), onau=vVvV+t w, ou
Jj=0

wed' (RXM) est une distribution réguliére convenable. Si 1' on
r



11 3 o N
appiiaue ' a w on obtient Pw = £ - Pv, ol P(t,x,D_,D ) =
(% x

= ftb t v Pm-j(t'x’Dt’Dx)’ est un opérateur hyperbolique fuchsien

i

D

de poids O et Ix(x, Z) = (%= (k=m)).(B- (k-m=1))...(Z+ m) I_(x,3);

~
on note que pour P il n' y a pas des données de Cauchy sur t = O

» - m=-k=1
et cue UF(f-Pv) < WF(F) U U '-fJF(_f:j).
J=0 ‘

Il est clair alors gu' il suffit de démontrer le théoréme pour
" une enuation Y Pu = f, ou P a poids O et qu' un tel P peut

s' écrire de la facgon suivante:

(2.2) P(t,x,Dt,Dx) = P'(t,x,tat,Dx) =
m m-=J
m=-Jj-h h
=2 £ n=g-n, 3 BRI (£,
j=0  h=0 ' "
les An 5=h, J étant des opérateurs différentiels convenables,
tmuTy

Dés que la condition de Fuchs est satisfaite on peut calculer toutes

les traces de u a partir de celles de f : bgu\t_o =

3 .
- P r . N .
= Z—O Lj-r,j(x’Dx)( Bt f \t=0), ou Lj—r,j est un opérateur

P
différentiel d' ordre j-r et L_ = 1/IP(x,J). On pose alors
»
R 3 y P
- . ' - -
vo(£,x) = ; - (£7/31) R(3; u lt:O) et 1' ona u=-v, =t wy,

P
£-Pv, = t h,, w,, hy

P P
I1 en résulte que P(t WP) =t P'(t,x.tbt + p,Dx) wp = t° h

&tant des distributions réguliéres convenables,

s



c' est A dire gu' on peut se borner 4 résoudre 1' éguation:
(2.3) 1:>(t,x,tat+p,DX) u = f, fc&);‘ (RxM) , peZ _assez grand.

On a le lemme suivant:

lemne 1. Le problime (2.3) est éguivalent mod. C® (Rx1M) & un

systéme M XN ( N = m(m+1)/2) de la forme
D P g
(2.4) Su = (INtat- tA(t,x,Dx) - B(t,x,Dx)) d = ¢ sur R xXH,

~ ‘~ -? ’Y\ b 2
ol WF(f) = WF(f) et A(t,x,Dx), B(t,x,Dx) sont des matrices N x ¥

d' opd d' ordre 1,0 resp., ayantsles proprietés suivantes:

i) 1le symbole principal de A, oa(A)(t,x,E,), est diagonal et ses

valeurs propres sont les racines hyperboliques de P.

i) Re o (B)(t,x,§) ¢ - I, pour tout (x, §)& ™ MN\O,
1' example suivant montre comment on peut faire la réduction du
Lemme 1,

Example. On se donne 1' opérateur hyperbolique fuchsien de poids
0 (M =R):

n
P(t,x,t3 4p,D ) = (£3.+p)° + t° D D° + alt,x)(£d +p) +
t b4 t -1 xJ t

[

n
+t 7 bj(t,x)Dx + c(t,x) ,
j=1 J

n
ot a,b .0 € c*® (R_»R ), P&Z . Soit Y€ C\Z_ ,

Z(t,x,D ) = * 1 lel ( la choix du signe =+ n' a aucune im-
X

portance), L = tbt +p-tz-¥ et /A un opérateur elleptique

invertible ( A:l désigne 1' invers de A ). On a :



2. A2
)N + 2t 2L+ (2y+ a(t,x)) L +

g
i

S n
17 . te((.f;:‘ + 2 D Y A”
=1 %

-+

n
t {[(25 + 1 + a(t,x)) Z + Z bj(t’x) D ]/\—1}/\
: j

J=1

+

a(t,x) § + x2 + ¢c(t,x)

Alors si 1' on pose it = (ul,uz,us) ,up =t A, u, =L u, uy =u,
1' équation Pu = £ est éguivalenie mod c*® (Rthx;) au systéme
.~ —
Z o 0
2 &+ 2 1 —
(2.5) td,_a=t [(z°+ L Dp°)A -7 o] W+
t J=1 "x
J
0 0 Z
b d
+1-D 0 0
n -] 2
- 74 ) ' - - - -
+ [(2x+1+a) + jg bijJ]/\ (¥+a)-p (ay+ ¥ + ¢)
0 1 ¥ -p
0
+ f ’
0
|

aqui a la forme (2.4). On remarque que si p est assez grand, (2.5)

vérifie la condition ii). Enfin il est évident que le symbole prin-

£l




cipal de A dans (2.5) est diagonalisable, de sorte gu' on obtient
un systeme aui vérifie 1), 3i) en ovérant avec des opd matriciels

e€lliptiques 4' ordre O,

Dans le cas strictement hyperbolique, le procedé standard pour con-
gtruire la parametrix d' un systéme est de le découpler a 1' aide
d' un opd el]iptique d' ordre O, !lalheuresement on ne peut le
découvler dans la région ou tlgl est grand. A ce but on a besoin
des classes suivantes 4' ord,

1

Nt . m,K "
Néfinition 1. Soit m,l&R. Par S’ on dénote la classe des fonctions

n n
alt,x, § )& C® (R XR, XRg ) telles que pour tout N cc Rthn
. x

et pour tout J , %, ﬂ , 11 existe une constante C telle que

|2] 37 30 atexp)fsc D™ P (e /g

- k -k
On pose S Rl = Q s™ , st ® . ﬂ Sm’k.

Ies classes Sm"k sont liées aux classes introduites par Boutet de
’ . k
onvel [2] . On désigne par OPSm’ la classe des opd A de la for-

WK

me A = a(t,x,Dx) + R, ou a s" et R est partiellement régulari-

sant, ¢! est a dire

RE(E,x) = J'r(t,x,y) £(t,y) dy , T€C® (R, 5 CT(RY))

n n
avec re C*° (Rthx % Ry).
m, K
I1 est commode de travailler dans une sous-classe de S ', qui

a une structure bien adaptée a (2.4).

Definition 2., Soit k& R. On désigne par $k la classe des fonctions
?(x,g';z) i (RnxsnrlxR ) telles que ‘f(x,g‘;z)ru Z ¥ (x,’g')z-‘j,
x ¥ z . -J
j2 o0
n n-1

nour certaines fonctions uf_j(x,g')éfcd>(Rx X S } . On dénote




™ i-f. .
par 7 ’7,m,k€ R la classe des fonctions a(t,x, Z)GC“’ (R‘“XRZ % jo;-
L

- . ~ k
t2lles nue 1l existe a(x,§',z)€ $ pour laquelle a(t,x, ) =

Ty

M=K al i )
= g\ 8(x, & /\gl,t \&l). Encore, ZW’K indique 1*' espace de tous

m, Kk k
symboles a€ S * tels que a - 1'}2:}-1 aj e s™ +M, pour une suite

m, K+ .
convenable de symboles a*EZ PR+ (on écrit a ~ L ). Par
vJ

a
J20 3

0PZ """ on indigue lesopd A de la forme A = a(t,x,D ) + R, aefn’k
x

R . . AN, K .
et R partiellement régularisant., Par 0P '™ on indique les opd
A am,k ,
de 1a forme A = a(t,x,DX) + R + R', a€Z ', R partiellement régu-

Jarisant et R'éOPSm’w .

On a alors la proposition suivante:

Proposition 1. Soit T 1e systéme (2.4)., Alors ils existent deux

matrices Nx N d' ond, Q¢ opz ©1°

~ s 0,0
, BEOPZ "’'" quil ont les proprietés

suivantes
i) O est elliptique
ii) pour chaque wcc R" il existe § = S(w) tel gque le symbole

B(t,x, £) de B est diagonal par blocs dans la région i\t\\g(;s ,
(x,8')e wxsn_l} .

En posant ¥ = IN t at -t A(t,x,l‘)x) - ~B-J(‘c,x,Dx), on a
> S
(2.86) SO =Q9 mod., un opérateur partiellement

régularisant.

Fn plus $® vérifie encore les conditions i) et 1i) du lemme 1.

~

Pour la parametrix. de @ on a besoin d' autres classes d' opd
(voir 387 ).
Definition 3. Soit m,k €R. On dit qu' une fonction a(p,t,x,¥)

n k
ec” (]o,l]uRt % Rx x Rz ) est dans la classe HS™* , si, pour
chaque S\.cc.Rthl; y J» Py, [»,€>0, il existe une constante.

C >0 telle que

. . ol {3 _ _
IETSLE SN 5 alp,t,x,E)|<c (1+E)” Pl 19,



- . - 1
(t,<)e.sL,pel0,1] ,8er |
De facon tout & fait analogue, c¢' est & dire en rajoutant 1le
PP ' m o
comportement en p , on définit les classes HZ ’k, Hanﬂ<.

On dit aussi qu' un opérateur R est partiellement régularisant

du type de Hardy si 1' on a

1
(2.7) RE{t,x) =§ )( r(",t,x,y) ( pt,y) dp dy,

O

£€0% (R CO(RZ)) .

. 2n . . : "
ourec® (10,111, % R; ) satisfait aux inegalités
i 9.

& : o @
sup \f (?a\’)Jé: BX éy r(? ,t,x,y)\g const.
(x,y) € compact

it €3, Jo,1]s¢

m,k .
On dit que A€ OPHZ ' si A = a(¢ ,t,x,Dx) + R, ou R est

partiellement régularisant du type de Hardy et
1 ix.%
al ¢,t,x,D_) u(t,x) =S g e a( P yEaX, 5 ) ﬁ(gt.i) dp ag
* 0

OPHiEm’k est défini de fagon analogue.

o~
ILa parametrix a droite pourf? est donnée par la proposition
suivante (des petites modifications sont nécessaires pour 1la

parametrix & gauche),

n n
Proposition 2. Soit rﬁ(t,s,x,z )ec"‘(nthSxR x (R'\ 0)) 1a

solution du pdC

2, LPj(t,s,x,g) = ),j(t,x,dx cfj(t,s,x,‘g))
Y%L:s = x-g y J=l,..,m

(2.8)



o les

>\j sont les racines hyperboligue de P (on suppose

e g soit définie partout). Pour p€]0,1] posons:

(2.9

‘i’j(P’t'X’E) =\{)J-(t) P'C,X.E) y J=l,..,m,

eiq’(F’ ,t9x'§ >=

tel

Il existe alors une matrice h, NxN, d' opd dans H2°'°, telle

aue, en posant

T 1We 0, 8)
E(h,f) = 5 e T

(0]

fec® (Rt: cO(Rn)).
on a

~/

(2.10) ®E(h;-) =id :

N N
En plus E(h; -) : "EI'_ __.950;‘

i) JWF(E(h;f)) c JdWF(F)
ii) WF(E(h;f) \zt¥0})c{(tsxv T, g) \ t#0, (t,x, T, g )E WF(f)} U

et

h(p,t,x, §) ;(pt,'g) de d¢

o= (rys 1 ENT —— PR xRD" .



g{(t,x,kj(t,x,i )y § )‘E\ s, lée, 1o,11, A (y, n)e ¥ % o '
(5,7, (s,y,q ), n)EWF(L), (x,5) = @t—s(y 1 U
J \" l’] T ’ 3 ,rl

l‘ i%}t’xaxﬁ(tyxyg \’E)l t#O,’B(V,'])G'I'*Rn\ o,
=1 v
t
v, EF (L), (x,% )=d (v, )
(v, €WF (), G, E)=$i(r, )

Lz proposition 2 permet de prouver 1' existence et 1' unicité

d' une solution distribution réguliére du pdC (1.4) ainsi que i)
et ii) du théoréme. Malheuresement, dés que notres classes d' opd
ne sont pas microlocal en t prés de t=0 on ne gagne pas une infor-
mation précise sur t=0 en utilisant la structure de la parametrix.
En fait la démonstration des points iii) e iv) du théoréme répose
sur 1' analyse microlocale, prés du fibré conormal a t=0, qui

a été faite dans B.L.P, [3} .

3. Yuelgque conséquence., Le branchment des singularités.

Sous les hypothéses du point iv) du théoréme, on peut voir aisement,
en utilisant le théoréme 3.1 de [3} , que les singularités des
données de Cauchy se propagent lelong une au moins des demi-bi
caractéristiques (¢! est & dire t {0 ou t> Q@) correspondantes

aux facteurs T - Xj(t,x,i ), j=1,..,m. Dans ce qui suit on

s!' intéresse au pdC

Pu = f €C” (RXii
(3.1) ( )

biu t=0 g_;ém' (1), j=0,1,..,m-k-1,
- o

oul P est fuchsien hyperbolique de poids m-k,

On se'propose de donner des conditions suffisantes gqui assurent

la propagation des singularités des données lelong une vicaracté~



risticue entiére ou lelong deux au moins bicaractéristiques
différentes (branchement).

D' abord quelque notation; pour (x,¥)e S*M, on désigne par Pj(x,g )
le noint (0,x, )\j((),x,i ), £ )€ Char P et par Xj(x, £) la courhe
vicaractéristique de T - )\_}(t,x, £ ) sortante de fj(x, £); on note
¥t (5, 8) = ¥, G, BN £> 01},

On zura zussi besoin de deux polyn8mes microlocaux :

(3.2) T.(x,3 13) =0, o (P )( PICH SN AN IE N SF

j = ]’oo,m' BEC

M::

~ . 1 ~ )
(3.3) J,(x, % ;) &o TR PRIAY ACTE PPN C s PEPY

I
4

..-(g"‘ (Q—l)), j:],..,m, Sﬁ C ’

~ ~
1 les p sont les symboles principaux des opd P
oW S8 Pove -1,y ® es sym P P PE e 1 -1, 3
l-'z - ,
e opPs" . (Rx M) définis par la formule

1l K=r o~

k
b= Z*- t m+K=l-r,

k-
(n, - Aj(t,x,Dx)) j(t,x,Dt,Dx).

3
O

n a

Provosition 3. Soit ue&;‘ solution du pdC (3.1). Soit (x, §)
€ s™M et Al(o,x,Y, ) < L..¢ Am(O,x,E). Alors :

1 - On suppose fl(x,E ),Pm(x,g ) € WF(u) et Il(x,’g 1 5) £ 0 4
# Im(x,g;S), ¥ 362,52-—(k-1). On suppose aussi que pour



chacue ;’;‘6}2,..,:‘“—]% y» Une au moins des les deux demi-bica-
P X
ractéeristigue ¥ (X,{) ne rencontre pas le WF(u). On en de-

duit aque

¥p (8 U Y. (x,E) & wr(u)

2 - Soit nmY2 et ej(x,g Y€ W (u) pour un certain j€{2,..,m-—]§ .
On a
o) 8 J_i(x,i 1%) £ 0 %€ 7,5 -1  alors 3:(x,§)\)3‘;(x,£)
< ‘WZu). n plus si une seulement des les de;x demi-ijica-—
ractéristiques Xi(x,ﬁ) est contenue dans le WF(u), soit

p ,_l(x, %) soit Pj+] (x, %) € WF(u),

4
o

(’:)Siu(x,g TY 40 ‘V‘Sw§> -1etsil(y§ Z) 40
VEG Z,%2 -(=-1), oubignx (x,§ ) oubien K(x{) est

contenue dans WF(u) et ou bien ej_l(x,z ) ou bien ejﬂ(x,E)
< .W-l‘.‘ (u) .

Example 1, Soit P 1' opérateur d' Euler - Poisson - Darboux

n n
2 2
¥ D = - 4
p(t,x,Dt,‘.x) t (D_t 3'2-1 ij) + (t,x)Dt + Z:_'_ pj(t,x)ij +

+ X(tix) ’

(t,x)e R an, oA, (‘&*, ¥ fonctions lisses. Supposons que T+ i x(0,x)¥
(v}
40 Y3ea Z+, ¥x (P vérifie la condition de Fuchs) et que ueab;‘

n
soit solution du pdC Pu = O dans R XR" = geX' (R"). Alors

e U |t=o

WF(u = L—J ( (x, U (, ))
"oy (x,& )€ WF(g) 500 B IWE (0 B ({t"oi



le 2. soit P(t,x,D ,D ) = t{iy, - D
v

) Dt +o{t,x) D, t,xeR,

t’ Nle

-

lal

& lizssze, Soit Ip(x,\g) = G+ 1x (0,x) £ 0 ¥ ¢ Z+ Y x, et ue’
’ r

la solution du pdC Pu = 0 dans Rx R

u(t,x) =1

aue

’ u‘t=0 = ge€V'(R). On a

¢ ®atx), WE() =3 (£,%,0,%) | (x,§)€wr(a)} , tandis
I](x,g 34 ) = 0.
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