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CONFERENCE N° IV

PROBLEME DE CAUCHY POUR DES OPERATEURS FUCHSIENS

par A» Bove

On se propose de donner dans cet exposé certain résultats

contenus dans le travail [4] , concernant 1' existence, ] ( unici-

té et 3 a propagation des singularités pour des solution du pro-

blême de Cauchy (pdC) associé à une classe d* opérateurs fuchsiens.

1 • le résultat principal

Soit M une variété C00 de dimension n sans bord (ou, à la fois,

M == R ), m un entier positif et k 1,2, , , ,m , On considère un

opérateur différentiel

(1.1) P( t ,x ,D^,D^) = t1^ P^(t ,x,D^,D^) + t^1 ^^(^i13^1^ +— +

+p^,-k ( t•x•Dt• I )x )•

OÙ

a) P . est un opérateur d1 ordre m-j à coefficients 0^° , définim-j
sur R XM^

b) P est (homogène d1 ordre m) strictement hyoerbolique par rapportm
à t; on désigne par v == A . ( t , x , ^ ) les racines en r de l1 équa-

<3 .
tion P (t,x, ^ î ^ ï ^ O , j == 3 , . , ,m (les À. seront appeléesm j
les "racines hyperboliques de P"),



Un te3 P sera appelé fuchsien hyperbolique d' ordre m et poids m-k,

On associe à P le polynôme indicie] (réduit):

^
( 3 . 2 ) Ip(x,^) == ^ (/^î)^ P^ (0,x,3,0) ^(^1)- (^(k-^DL

^o

X é M , ^ < S C ,

et on dit que P vérifie la condition de Fuchs si

(1 .3) Ip(x,^ ) ?é 0, V x€M, ^îêZ^O.l,... } .

Pour un opérateur fuchsien hyperbolique de poids m-k on s' interesse

au pdC suivant

, . . Pu == f , dans R > c M
V. J • ~r / j

l ^u| n s= 8- * d^s M» j=0,l...,m-k-l
^ (u52^ ^j

(il n1 y a pas des données de Cauchy si k^m),

Le pdC (1.4) a été étudié par nombreux auteurs, soit dans le cas

analytique» soit dans le cas C ̂  • En supposant que les coefficints

sont analytiques en x, Baouendi et Goulaouic [̂ l] ont donné des

théorèmes du type Cauchy-Kowalewski et Holmgren pour des classes

plus générales d1 opérateurs» Dans le cadre hyperfonctions (1.4)

a été étudié de façon très précise par Tahara [lu] et» du point

de vue microlocal, par Kashiwara-Oshima [7] et ôaku (^9] . Dans

le cadre C^ , les opérateurs fuchsiens hyperboliques ont été étudié,

du point de vue microlocal, par B.L.P. [3] et par Tahara, pour ce

qui concerne le pdC (1.4) où les données sont lisses [̂ ll] » f1 2 ) •



Ici on s » interesse à des résultats cP existence, unicité et pro-

natation des singularités quand 1 es données sont des distributions.

De façon plus précise, on suppose que g .eâ^M) et que f est une
j

distribution régulière sur R x M , c' est à dire f e C ^ C R î ^ ' C M ) )

et W F ( f ) U N ^ M == 0, t i 0, où N^ M == ^ ( t , x ,T ,0 ) G T"(Rï<M)| r ?é 0 \

désigne le fibre conormal à la section [ t \^ î i (on écrit f f i î î ^R^M))
r

Dès que la surface {t == o)est caractéristique pour 1 ' opérateur P,

on va utiliser une notion adaptée de WF (voir Chazarain [5] et

Meirose - Sjôstrand ^8} ) . On dit qu' un point ( x , ^ ) ê T ^ M \ 0

n1 est pas dans le fWFÎ f ) s1 il existe un opd classique B(x,D ).
x

d1 ordre zéro, qui est elliptique près du point (x, î, ) et tel que

B ( x , D ̂ fêC^ 3 - & , & C x M ) , pour quelque £ > 0 , suffisamment petit.
^?V

Nous posons

(1 .5 ) ^(f) ^ àWF(f) U V/F(f \{t^o}m)9

On obtient alors le théorème suivant:

Théorème. Soit P un opérateur fuchsien hyperbolique de poids m-k

dans R > < M , vérifiant la condition de Fuchs (1.3) , Alors pour toute

fe^ (RXM) et toute g .eS& 'O ' î ) , j == 0,1,.. ,m-k-l, il existe une

distribution régulière unique u, qui résout (1,4), En plus on peut

décrire les singularités de u comme suit:

i) àWF(u)c WÇfîU"^1 W F ( g ) ;
J-0 J

ii) W F<u | î^o}xM ) C L [(t^ r^ 1 t?éo» ( t » x , r . ^ ) Ê WF(f)} U

.m
Û  {(t,x, À^ ( t , x . ^ ) , ^) | 3s. ^<£]o.i[. 3(y,»( )e ANO .

(s.y. Â^(s.y. ^ ) . ( ^ ) € W F ( f ) . (x,^) » î^"3 (y,») )} U

m
y {(t .x. À (t,x. ^), ^) 1 W, 3(y, t^)6àWF(f ) U

m-k-l . -
y WF(g ) . (x .^) = î^^ Î J .



(p étant le flot hamiltonien associé au facteur T - ^X (t,x, S, ),

J^l,,.,m;

iii) WF(u) 0 N^ M = W F ( f ) fi N^ Mo o

iv) Soit x e M et supposons que

a) WFCf înTî^O^x ) = 0 ( H : T^ (R XM)\ 0 ——^ R x M étant

3 a projection canonique),

m-k-1
b) <V^) & U WF(g ), ^ i 0,

J-0 J

alors il existe au moin un indice j ^ { l » « < » m ^ te3 que ou

bien W(u[^^) ou bien WF(u^^ ̂ ^) contient un

petit arc de la courbe bicaractéristique correspondante

à T" - \ (t,x, ̂  ) et sortante du point (0,x , À ( 0 , x ,? ),f ).

2. Idée de la démonstration

la preuve du théorème est faite en construisant un parametrixe à

gauche et à droite pour le problème de Cauchy (1.4), D* Abord on

doit faire quelques préparations,

Soit R : ^(M)—»ûî)'(R x M), tel quer

f v si j - 0
(2 .1 ) à3 Rv ,n = \ . WF(Rv) = àWF(Rv) d WF(v)

t lt~u IG si j > 0

m-k-1 j ^
En posant v(t,x) = ^ -. (Rg.)( t ,x) , on a u = v + t w, où

j=0 ^ J

wé2i' (R'<M) est ime distribution régulière convenable. Si 1 ' on
r



apDjicnie P a w on obtient Ï^w =: f - Pv, où^(t,x,D ,D ) •==
<>.» /^

r^
,11 ^- ^

== ^0 t " ^m-l^'^t^x^ est un OPérateur hyperbolique fuchsien

de poids 0 et I^(x, ^ ) == ( ̂  (k-m) ). ( ̂  (k-m-1 ) ) . . , ( Ï + m) I^(x^);

on note que pour ^ i3 n' y a pas des données de Cauchy sur t = 0

^ rn-k-1
et que ^(f-Pv) ci WF(f) U \_] W F ( ^ . ) .

J-0 l1

13 est clair alors qu' il suffit de démontrer le théorème pour

" une enuation " Pu = f, où P a poids 0 et qu* un tel P peut

s* écrire de la façon suivante:

( 2 . 2 ) P ( t , x , D , D ) ^ P ^ t ^ x ^ t ^ . D ) ==^ x t x

m m""^
tn-3-hA,,,.,(t,x,D)(t,)h .

m-j-h,jv ' t 'v t 'x / vo"tjs=0 h=0

les A ^ . étant des opérateurs différentiets convenables,m-'j—ny 3
Dès que la condition de Fuchs est satisfaite on peut calculer toutes

les traces de u à partir de celles de f : ^\x\ =

«J 15 v^ U

^ J~ ^.^ .(x,D )( à f | .^) i où L est un opérateur
r.».n vw 9 ^ • L~•u j " " " * » J

P
différentiel d* ordre j-r et L == l/I^(x»j). On pose alorso « r s.

P-3 . . p
vn( t»x) = Zl (t'/j!) RCÔ^ u |, ,) et I1 on a u - v ^ t ^ ,
i ^"- ï | ï-u r ^

Pf-Pv ^ t h , w , h étant des distributions régulières convenables,
P P

II en résulte que P(t w ) = t P'(t,x,tà. + p,D ) w n •b13 h
- - x p p *



c ' er'-t à dire qu1 on peut se borner a résoudre 1 ' équation:

(2.3) P(t.x,tà.+p,D ) u a f, fcS>' (RxM), p £ Z assez grand.
t» X r 4*

On a le lemme suivant:

Femme ]. Le problême (2,3) est équivalent mod. C^ ( R x M) à un

système M X N ( N == n^m^l)^) de la forme

(2,4) î?{?== (yà^- tA(t,x,D^) - B( t ,x ,D^) ) ïî - T sur R XH,

où W^( f5 ^ W(f) et A(t,x,D ), B(t,x,D ) sont des matrices N ^ M•A. x.
d1 opd d1 ordre 1,0 resp,, ayants les propriétés suivantes:

i) le symbole principal de A, cr- (A)( t ,x , \ ) » est diagonal et ses

valeurs propres sont les racines hyperboliques de P.

ii) Re ^ (B ) ( t , x , ^ ) ^ - I , pour tout ( x ,£ )e T ^ H N O .
0 N

l1 example suivant montre comment on peut faire la réduction du

Lemrne 1 •

Example> On se donne 1 ' opérateur hyperbolique fuchsien de poids

0 (M == R1"1):

2 2 n ?P( t , x , t à 4-p,D ) ^ (ta +p) + t ZZ D + a( t ,x) ( t à + p ) +t x t ^ x^ t

n
+ t ZI b (t ,x)D -h c(t,x) ,

J-l j x j

où a ,b . , ce C^ ( R . ^ R 1 ^ ) , p € Z . Soit y € C \ Z ,
3 r x ' '

Z ( t , x , D ) s s ± i l D l ( l a choix du signe :£ n' a aucune im-
x x

portance), L = ta + p - t Z - > { et A un opérateur elleptique
—3

invertible ( A^ désigne l1 invers de A ) < On a :



p - I2 + ^«^ + I: O2 )A'2) /\2 + 2 t Z L + ( 2 y + a(t ,x)) 1 +
,1-1 J

' r n

t . [(2^ + 1 + a( t ,x) ) Z + 2; b.( t ,x) D 1/\"1 ^+ t ^ ^ 2 ^ + 1 + a b (t.x) D, -[A V Al ^1 -1 x ^ J J

+ a(t,x) ^ + ^ + c ( t , x )

Alors si !• on pose î? = (u^,u^,u^) , u^ = t Au, u = I. u, u = u,

3 ' équation Pu =: f est équivalentômod 0°° (R xR") au système
L X

(2.5) t à u = t
U

z

(A

0

n

J=3

0

D2 )A'1 -2
J

0

0

0

z

u,+

+1-P 0 0

+ [ (2^+l+a)Z+»Ç. b D ~\l\
\J

0

-()î+a)-p -(a^+ ^"+ c)

1 1Î-P

0

f

0

qui a la forme ( 2 . 4 ) . On remarque que si p est assez grand, ( 2 . 5 )
vérifie la condition i i ) . Enfin il est évident que 'Je symbole prin-



olpal de A dans (2.5) est diagonalisable, de sorte qu' on obtient

un système oui vérifie i), il) en opérant avec des opd matriciels

elliptiques d1 ordre 0,

Dans le cas strictement hyperbolique, le procédé standard pour con-

struire la para-metrix d* un système est de le découpler à l1 aide

d' un opd elliptique d 1 ordre 0, Malheuresement on ne peut le

découpler dans la région où t|^| est grand, A ce but on a besoin

des classes suivantes ci1 opd,

Dé finit ion 3 . Soit m,keR. Par S ^ 9 ' on dénote la classe des fonctions

alt.x, Ç ) Ê C ° ° ( R . x ? ^ x R^ ) telles oue pour tout SI ec R x R"t x s t x
et pour tout j > 0( » P » i] existe une constante C telle que

\ï3 ^ ^ a ( t , x , ^ ) | S C (34.^1)^ ^l ( l t l+ l / l ^ l )^ 3 ,i s^ x ^

- oo .k 0 m-k m,o^ 0 -.m»kOn pose S ' = : ( ( s , S ' = 1 1 3 ^ .m k
m k

Les classes S ^ sont liées aux classes introduites par Boulet de

Monvel [2} , On désigne par OPS ' la classe des opd A de la for-
TTI \ç

me A == a(t,x,D ) + R, où a S' 9 et R est partiellement régulari-x
sant, c' est à dire

R f ( t , x ) - î r ( t , x , y ) f ( t ,y ) dy , fed00 (R^ ; C^R11)) ,

avec rê C^ (R x R y R ).
m k13 est commode de travailler dans une sous-classe de S * , qui

a une structure bien adaptée a (2.4).

k
D^J^ t̂ion_2 .̂ Soit k € R . On désigne par $ la classe des fonctions

cfCx^îz.) 6 C^ (R^S^^R ) telles que ^(x.^;z)^ ? f .(x^ïz^1,
x ' J ÏLO WJ

y. •»
pour certaines fonctions 4> . ( x .^ ' Ï ^C* ' 0 (R X S "" ) . On dénote

J -v



p a r ^ ^ ' ^ - r ^ k g R ja classe des fonctions a(t,x, î ) 6-C'° (R ^ R" ^ R"'.
't~ Y Ç. ''

f c e ] j e s nue i3 existe â (x , ^ ( , z )e$ k poi;ir laquelle a(t,x, ^ ) ==

== l^r â ( x , ç / t ^ t , t l^l). Encore, ^^^ indique 1 1 espace de tous

symboles a€ S"'»1' tels que a - ^ a, £ s1^1-4-" p^ ̂  g^^
<] < j^ j

convenable de symboles a .cTL^9^3 (on écrit a^ Zl a ). Part ) J ̂  0 j '

OP2: ! t t ' on indique le50pd A de la forme A == a(t,x,D ) + R, aéZ^^
., ^s.

et H partiellement régularisant. Par OP^9^ on indique les opd

de la forme A = a( t ,x ,D^) + R + R « , aêî'11 '^, R partiellement régu-

larisant et R ' ^ O P S y00

On a alors la proposition suivante:

Proposition 1 . Soit ^ le système (2.4). Alors ils existent deux

matrices N ^ M d» opd, Q C O P r 0 ' 0 , ÏeOPZ090 qui ont les propriétés

suivantes

i) Q est elliptique

ii) pour chaque <^C:C.R il existe ^ =s ^ (co ) tel que le symbole

b(t,x, ^ ) de ? est diagonal par blocs dans larégionîltn^j^S,
(x,^)é ^S1^1] .

En posant S^^ I t à, - t A(t,x,D ) - Ï(t,x,D ), on aN t x x

^^/
(2 .6) î? 0 == Q ̂  mod, un opérateur partiellement

régularisant,

^^
En plus ^ vérifie encore les conditions i) et ii) du lemme 1.

Pour la parametrix» de 6 on a besoin d1 autres classes d1 opd

(voir [6] ).

Définition 3. Soit m,keR. On dit qu^ une fonction a î p y t ^ x » ^ )

êC^ Oo,l]^R ^ R11 -x R" ) est dans la classe HS"1^, si» pour
W X t̂

chacsue-ÎLccR xR , » j» p t < N L » ^ » Ê > 0 » il existe une constante/
T^ X

C > 0 telle que

j ^ t ^ ) ^ ^ ^ a(^t.x^)|<C (l+lWm~^(ltt+l/»^)^ .



(t,.x)<,,JL ,Ç€]() ,33 ^éR" .

De façon tout à fait analogue, C 1 est à dire en rajoutant le

comportement en ^ , on définit les classes HZ"^, HZ."^ ,

On dit aussi au' un opérateur R est partiellement régularisant

du type de Hardy si 3 ( on a

(2.7) Rf(t,x) == | 1 r (p , t ,x ,y ) f( pt,y) dy dy,
0

f€C^ (R,; C (R11)) ,
X' 0 X

où r € C00 ( "1 0,]3KR^'>< xR211 ) satisfait aux inégalités1 - v - » y

i & 1 P B< ^ t
sup P ^ T ^ ^ ^ t ^ ^ r( P ,t,x,y)l^const.

(x ,y)€ compact

\t\^, 3û,l]-3f

îTl 'k'
On dit que A€ OPH2- * si A = a( ^ ,t,x,D ) + R, où R est

yL
partiellement régularisant du type de Hardy et

ç 1 Ç , ^

a( ^ , t ,x ,D^) u ( t , x ) = ^ \ e x^ a( ^> , t ,x,^ ) û (y t , Ç ) d^ d-^

OPHZ.1^^ est défini de façon analogue.

P(
La parametrix à droite pour 6 est donnée par la proposition

suivante (des petites modifications sont nécessaires pour la

parametrix à gauche)»

Proposition 2. Soit cp.(t,s,x, ̂  ) £ C^ (R x R xRn^(Rn \0)) la
' 3 t S

solution du pdC

f 3. tp ( t » s , x , Ç ) ^ ^ ( t . x , d a > ( t . s , x , ^ ))
(2.8) •| ^ t j J x '3

^=s = x^ t J=l...,ni



o'' les A sont 3es racines hyperbolique de r? (on suppose P tel

vie ^ soit définie partout). Pour j'<.']o,lj posons:

^.S) + , ( p , t , x , Ç ) = ^ (t, ç.t,x^ ) , j=l,..,rn.r"

' ^Te 1-^i^( (- » t , x ,Ç )

0

a e^-Ie 1
'Nm

II existe alors une matrice h, M)<N, d' opd dans HZ 0^ 0 , telle

que, en posant

E(h,f) - \ [e^^ ^^^îhC ^ , t , x , î , ) f(ft^ ) dp cT? .
JQ J

n,fÊC0 0 (R,; C ( R 1 1 ) ) .
^ 0

on a

(2.10) S?E(h ; . ) -id : C" (R^; ^ • (R") ) 1 ^

N ^ .NEn plus E(h; •) ; '^t S>^ etr

-^ C O < } ( R ^ R n ) N
Trf

i) àWF(E(h;f)) d àWF(f )

il) WF(E(h;f) Is^o^l^^ ^ t ç ) 1 ^^ ( t>x f ^ t ^ )£ ^^^ u



;H

U^'^^.^ ) . ^ ) t 3 s, ^fc^O,]L ^ (y^^ ï^R'^O .
J ̂  J

(s,y,^(s,y.^ ) ^ ) € W F ( f ) , ( x , ^ ) = ̂ ^(y, q ) l U

(t,x,^(t,x,Ç )^ )| t^o, 3(y ,^ )e T ^ Rn\ o,

(y,^ )€àWF(f) , (x,I ̂ (v, ) .

La proposition 2 permet de prouver 3 1 existence et 1 ' unicité

cP une solution distribution régulière du pdC (1.4) ainsi que i)

et ii) du théorème. Malheuresement, dès que nôtres classes d' opd

ne sont pas microlocal en t près de t==0 on ne gagne pas une infor-

mation précise sur t==0 en utilisant la structure de la parametrix»

En fait la démonstration des points iii) e iv) du théorème répose

sur 1 1 analyse microlocale, près du fibre conormal à t==0, qui

a été faite dans B.L.P. [3] ,

3. Quelque conséquence^ Le branchment des singularités,

Sous les hypothèses du point iv) du théorème, on peut voir aisément,

en utilisant le théorème 3,1 de [3^ , que les singularités des

données de Cauchy se propagent le 3 on g une au moins des demi-bî

caractéristiques (c^ est à dire t<0 ou t > 0) correspondantes

aux facteurs T- ^. ( t»x,^ ), j==l,..,m. Dans ce qui suit on
\)

s* intéresse au pdC

f Pu ^ f €C 0 0 (R X il)
(3.1)

l^u , . - g , ^ ' ( M ) . j-0,l , . , ,m-k~l,
X, 'C^sU J

où P est fuchsien hyperbolique de poids m-k,
On se propose de donner des conditions suffisantes qui assurent
la propagation des singularités des données lelong une bicaracté-



riatic'ne entière ou lelong deux au moins bicaractéristi ques

différentes (branchement).

D» abord quelque notation; pour (x,ç )e: S*M, on désigne par 0 . (x ,Ç )

3e point (0,x, > . (0 ,x , ̂  ), ̂  )€Char P et par ^ . ( x , ^ ) la courbe

bicaractéristique de x - ^(t,x, ^ ) sortante de f .(x, ç ) ; on note

^± (x. ^ ) = y^ (x ,^ )n^ t > 0 }.

On aura aussi besoin de deux polynômes microlocaux :

(3.2) I^(x^ ;'$) = D, ^(P^)( ^ ^ ( x ^ ) ) -^(P^H p^ (x^ ) .

j = 1, . . ,m, ^ ÊC

(3.3) ^ (x .Ç^) =^ ^(^^,.^^(^(x^)) ^-1)

.. . (Ç - ((-1)) . J=3.. . ,m, •ce. C ,

v ^ ^ou les D . , . sont les symboles principaux des opd P' m+ < ~3 , j • îa+ 4 -3 , j

ë. OPS"1"' ~3 ( R ï < M ) définis par la formule

("t - ̂ t'x•\^~l p - ^ tk-r ^,.3,,,,(t,x,D,,D^).

On a

Proposition 3, Soit ueo^ solution du pdC (3.1), Soit (x, ̂  )

€ S^M et ^ (0,x,î, ) < ...< A (0,x,^ ). Alors :

3 - On suppose l^(x, ^ ), f ^(x^ ) e: Wu) et I^(x,^ ; ̂ ) ^ 0 ^

^ 1 (x, 1E. ; S ) » <?€ Z , î > -(k-l) , On suppose aussi que pourm ' '""*



chaque 3t\ 2,. . ,m-l \ , une au moins des 3 es deux demi-bica-

raotéristique ^Cx.S, ) ne rencontre pas le WF(u). On en dé-

duit eue

^(x,^ ) U K ^ ( x , Ç ) <= WF(u)

Soit m > 2 et (> . (x ,Ç )€WF(u) pour un certain j€^2, . . ,m-l ( .

On a

o0 Si J ( x ^ ; ' S ) ^ 0 V ^ € Z.-S> -l alors ^ (x,^ )^ f (x ,^ )
J J J

c: v rF (u ) . En plus si une seulement des les deux demi-bica-

ractéristiques ^ - ( x , ^ ) est contenue dans le WF(u), soit
J

f , _ ^ ( x , ^ ) soit p ( x , \ ) é WF(u).

P>) Si J (x.^ ; ̂ ) i 0 V - ' 5 € X , ^ > -1 et si 1 ,(x, ç ; ̂ ) ^ 0
v^ é z,^ -(k-1), ou bien ^(x,^ ) ou bien Ï~(x,Ç ) est

" ^î
contenue dans WF(u) et ou bien P ,(x,^ ) ou bien P (x, ̂  )

ÊWF(u) .

.Example 3 . Soit P 1' opérateur d' Euler - Poisson - Darboux

2 n 2 n

P(t,x.D ,P ) » t (D - 21 D ) + o/(t,x)D, + 71 û.(t,x)D +
J=l ^ J=l l > 1 ^

+ y(t,x) .
( t ,x)£ R X R , ô( , ft , ̂  fonctions lisses. Supposons que 'Ï + i o<(0.x)^

• ^
^ 0 ^'ç<£ Z , N^x (P vérifie la condition de Fuchs) et que ucSà*

soit solution du pdC Pu == 0 dans R ^R" , u ( = gC^'CR"). Alors
» ^25 vj

•^"^ot ) - ̂ ^^ <!^)"^"(^oi .



lî ILBLiJL- soit ^ ( t ,x ,D ,DJ = t(D,_ - i\ ) 0, + o < ( t , x ) D , t , x e r t .
^ .'"'.- L- X T. t/ ''

o( lisse. Soit 1 (x ,^) -^ l^(0,x) ^ 0 ^$ € Z , V x, et u '̂
t 4. F

3 a solution, du pdC Pu .= 0 dans R x R , u{ == g e û ^ R ) . On a
( ^ ss(,}

u(t,x) - 3 ^ ^ ^ ( x ) . WF(u) -.{ (t ,x,0,^ ) | (x ,OeWF(a) .^ , tandis

que 1 (x,^ ; '$ ) ^ ù.
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