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Conférence n° 2

UNICITE DE CAUCHY POUR DES OPERATEURS

FAIBLEMENT PRINCIPALEMENT NORMAUX

par Nicolas LERNER

. INTRODUCTION

La notion d'opérateur différentiel principalement normal, intro-
duite par Hormander [3] , est la suivante. Un opérateur différentiel P, de
symbole principal p est dit principalement normal si 1'identité (0-1) est

vérifiée,

P Bpm
(O’l) Im —a—g'(xyg) . _é; (X,g) = 2 ]Repm(xsg) qm_l(x,g) ’
ol q _; est un polyndme homogéne (en &) de degré m-1. Rappelons que 1l'utilité

de cette notion est reliée d& 1'unicité de Cauchy, pour laquelle Hormander [3]
q

.

a dégagé des conditions suffisantes, dites de " stricte pseudo-convexité '

Nous vous proposons ici d'introduire une notion plus microlocale
du type (0,1) et d'établir un théoréme d'unicité de Cauchy. L'intérét d'une telle
généralisation réside tout d‘'abord dans 1l'unification qu'elle fournit pour les
opérateurs principalement normaux et les elliptiques, qui rentrent dans la classe
introduite, ce qui est naturel au vu des hypothéses de pseudo-convexité qui sont
les mémes pour ces deux types d'opérateurs. Par ailleurs, cette microlocalisation
resserre le lien entre 1'unicité de Cauchy et la résolubilité locale (voir
Hormander [3] , [4] , Nirenberg-Treves [5] , Treves [7] , Strauss-Treves [6]
Egorov [1] ) . En outre cette notion permet de traiter des produits d'opérateurs
(dont les variétés caractéristiques sont en position " générale' ) alors que le
produit d'opérateurs (classiquement) principalement normaux n'est pas en général

principalement normal (cf. exemple plus bas).



1.LES RESULTATS

1.1. Opérateurs faiblement principalement normaux.

Un opérateur différentiel P 3 coefficients (complexes) Cw,
d'ordre m, de symbole principal P> défini sur un ouvert Q de R" sera dit
faiblement principalement normal en xo(x°€ Q) si, pour tout EOETRP \0 tel
que pm(xo,go) = 0, il eziste un voisinage conique w de (xo,Eo) dans T*(Q) 0
et une fonction 9_1° C sur w, homogéne de degré m-1 en &, tels que, pour

(x,£) € w, on ait : B
(1-1) Im ——a-g'_(xsg) . ——3; (X,g) = 2 Re pm(xag) qm_l (X,g) .

REMARQUES

- (a) Cette notion est trivialement invariante par changement de coordonnées.

(b) Les opérateurs principalement normaux et les elliptiques sont faible-

ment principalement normaux.

(c) Pour un opérateur de symbole principal P, tel que gradx,glRe p, et
gradx’g Im Py soient indépendants sur pm(x,E) =0, £ # 0, x dans un voisi-
nage de X s il est équivalent d'@tre faiblement principalement normal et de
vérifier

op op
(1.2) Im 57 (x,8) . —5 (x,8) =0 si p (x,8) =0

pour x dans un voisinage de X -

En effet, si pm(xo,EO) = 0, |Eo| = 1, posant
op. 3p
D S - o m
o108 = 37 eyt = Im =

de 1'hypoth&se d'indépendance des gradients, on en déduit facilement 1'exis-
tence de q(x,£), C* au voisinage de (xo,go) (dans tm?n) avec
c

2m~1 = 2Re Pp 9»

et de cette identité sur U x V (U voisinage de X s V voisinage de 50,

dans Sn—l), d'ol le résultat en prolongeant q par homogénéité de degré m-1.



(d) Le produit de deux opérateurs faiblement principalement normaux en X
de symboles principaux Pys Py est faiblement principalement normal pourvu

que ces opérateurs soient en position relative " générale " i.e.

I, (0) O 3 (py) = $(3 (p) ={EERNO, p(x,E) = 0})

[¢] (o]

Ce résultat de stabilité par produit (en position générale) est faux pour

des opérateurs principalement normaux comme le montre 1'exemple suivant

EXEMPLE
Dans :m?, X = (t’Xl’XZ) , &= (1, gl, EZ) les opérateurs

suivants sont principalement normaux

['pl SR R T P +o U TP S
(1.3)

1]

2 2 20 . tR2 2 2
11’2 I G T L S S S SN

(et en position générale en (0,0,0)) alors que leur produit n'est pas princi-
p g q

palement normal (mais seulement faiblement principalement normal).

En effet, posant A = Im 3 T

A = 2]Re'ﬁzb2 (i T(pl+p2)) + M, avec

L .2 2 2 2 2,2 2
M=t - gD e 2T (5 - ED ¢ TU(E] ¢ E) 2 & £y (5 + £

Par suite si p P, était principalement normal, on pourraiE trouver des

1 3
polyndmes ak(EI,EZ), Bk(il,Ez), avec M = 21IRe PPy [‘Z (ak + in) T3_kj

ce qui méne facilement & une contradiction en examinant les coefficients

de T6 et de Tz.

1.2. Pseudo-convexité.

Nous rappelons ici la définition de la stricte pseudo-convexité
notion introduite par Hormander [3] , identique pour les opérateurs princi-

palement normaux, elliptiques, faiblement principalement normaux.



Soit P un opérateur différentiel de symEole principal P
3 coefficients C  faiblement principalement normal en x et S = P(x) = ¢(xo)
00
une hypersurface C orientée passant par X On dit que S est strictement
pseudo-convexe par rapport & P au point X si pour tout (EO,FO) # (0,0)

tel que pm(xo,go— iPo\?'(xo)) = {pm,w} (xo,go— i TO q'(xo)) = 0, on a

-1 apm apm
6]:3-1:: (Fo+e) Im 'a—g__'(xos}'e) . 3X(X°,Y°)
op,_ P,
(1.4) + ( -?"(xo)) '—gg(xo,yo) —gg(xo,yo)3>0,

avec yg = &o -1 (Po + 6)?'(xo).

Remarquons que 1l'expression (1.4) a toujours un sens si »p

est faiblement principalement normal en X -

1.3. Les résultats.

Théoréme 1. Soit P un opérateur différentiel d coefficients (complexes)C®,
faiblement principalement normal en X,s S une hypersurface orientée

(S =4 (x) = Q(xo)) strictement pseudo-convexe par rapport d P en X

Alors 71 existe un voisinage V de X, s tel que s Pu =0
sur V et

VN supp uCS, =9w(x) >@(x),

alors u = 0 sur un voisinage de X, -

Autrmement dit P posséde l'unicité de Cauchy par rapport
d S prés de X,




(1)

Théoréme 2. Soient p et p(z) des opérateurs différentiels a coefficients
(complexes) C* , faiblement principalement normaux en X , S une hypersur-
face orientée (xoe S) strictement pseudo—convexe par rapport d ;fl) et a

P(z) en x .
(o]

ST p(l)et p(z), de symboles principaux P(l), P(z) » sont

en position générale par rapport d s, en x, i.e

(1.5) seV, s, %)) a0, s, %)
avec

(1.6) 2, 8, x)) = {(¢, €E@®"*R) \ (0,0), P(x ,& + il'N) = 0}

]
©

ou N # 0 est dans le conormal d S en x_, on obtient alors que tout opé-
p(l)p(Z)

Erateur de symbole principal posséde L'unicité de Cauchy par rap-

rport d 5 prés de x.

1

Ceci donne en particulier 1l'unicité de Cauchy par rapport i
S=t=0 puisde (0,0,0) pour (P1P2) donné par (1.3), produit non princi-

palement normal.

3. Indication sur la preuve.

Posant PY = e Y‘{JP eyW , avec
(3.1) YO =(x) *+ ¢ (x) (xmx) + g, 0"(x) (ex )’
-2 @) e )P 2—27 x|, &,

paramétres réels, on démontre une inégalité de Carleman : il existe V,

o0
voisinage de X s A >0 tels que si Yy Z_eA, pour tout v &€ CO(V)

-1 m-5-j'
-1 ™ a
G el et Ty LT
Y L2- 20 ol=j X L2

*
Pour cela c(x,£,Y) désignant le symbole de (PY) P. on prouve

Y
\J . . . ~ -
l'estimation suivante, commode i démontrer en raisonnant par 1'absurde.



I1 existe A > 1 tel que pour tout x, lx-xol < A", pour

tout Y ng, pour tout & de ]Rn, on ait :

(3.3) v ex,E,m > a7t et Y (o) |22

Puis en utilisant 1'inégalité de Garding avec gain de deux

dérivées due 3 Fefferman et Phong [2] on obtient le résultat.
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