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Conférence n° 14

LE PROBLEME DE LA DERIVEE OBLIQUE

NON LINEAIRE

par P. GODIN

0. INTRODUCTION :
Soit Q C w1 un ouvert situé localement d'un seul coté de sa
frontiére 95, supposée c” et de dimension n. On &tudie dans cet exposé la

régularité des solutions u : @ —) R du probléme aux limites

(1) F(x,u,Vu,Vzu) =0 si x € Q,
(2) f(x,u,Vu) = 0 si x € 990,

00 - . .
ol F et f sont des fonctions C (astreintes 3 des conditions décrites plus loin)

_ 2 _ a2 a2 2 2 .
et Vu = (Slu,...,3n+1u), v u ( allsalzu,-o-,aiju,..., 3n+1’n+1u ) 5 Bj désigne

la dérivation par rapport a xj.

Les résultats décrits ci-dessous sont contenus dans [4] et [5]}.

Ils sont bien connus dans le cas ot F et f sont linéaires par rapport & u,Vu,Vzu.

Dans la premiére partie de cet exposé, on donne des conditions
suffisantes pour que les solutions (assez régulidres) du probléme (1), (2)
soient C. jusqu'au bord. Dans la seconde partie, on étudie une situation oid il

(o 0]
existe des selutions qui ne sont pas C jusqu'au bord.

1. REGULARITE JUSQU'AU BORD DES SOLUTIONS.

oF

Ia?sz Buu

(x,u,Vu,Vzu) Ba, 4 (v) = le gi (x,u,Vu) Bu, utilisant la notation u, pour
algl o ~n
Sau, Soit E}(u)la partie principale de-%%u). On décompose fl(u) en une somme

On linéarise le probléme (1),(2) en posant ¥ (u) =

XN, ol X est tangent 3 3, N est la normale unitaire intérieure 3 90 et £ est



une fonction sur Q.

Soit q € 9Q. Si B(q) # O, le probléme (1), (2) est elliptique et la régularité

jusqu'au bord de ses solutions (de classe C2+a

, 0>0) est alors bien connue
([1]). En général, on appelle yq la courbe intégrale maxirmale de X issue de q 2

. . sy s . . +
1'instant initial et on introduit les conditions suivantes, oi k € Z :

(Ak)q I1 existe un voisinage V de q dans 90 tel que, pour tout q'€E V,

la restriction de f & Yq' N V n'a que des zéros d'ordre < k.

(B)q I1 existe un voisinage V de q dans o2 tel que, pour tout q'€ V,

B ne change jamais de signe de + 3 - le long de y , NV,
q

(Ak) et (B) sont évidemment les conditions classiques de sous-ellipticité si

les équations (1), (2) sont linéaires par rapport & u,Vu,Vzu.

On suppose que 9 est compacte et donnée par une équation t = O, ol t est
définie dans un voisinage de 90 et Cw, t>0 dans 9, t<0 hors de &, dt # O

sur 3. On peut alors identifier un voisinage de 9% dans € 3 [0,T] X 9. Si U
est un ouvert de 9 et ' un cOne ouvert de T U \0, on introduit les espaces
m€z*, sem)

D™ S(T,30) = ¢ (o,1l, ™SI (a0)),

n
0gjsm
DT(’)Z’(T,U) = {uec ([o,11,8)), Pu € D™ °(T,30) pour touty € COS(U)},

D m’S(T,U,T) = {u € c(o0,T], D' (), WE DTS?(T,U) pour tout opérateur pseudo-
différentiel classique propement supporté X défini dans U tel que WF(X) C T}.

On peut alors démontrer le résultat suivant (cf.[4])

Théoréme 1. On suppose que x  est un point de N en lequel 30 n'est pas carac-
) Y]
téristique et que (xO,EO) € T7* 30\ 0 est un point elliptique pour F(u). On

SuppOse aussi que les conditions (Ak)x et (B)x sont satisfaites et que
) )
s . N . . .
u € d;;c(T’U) est solution de (1), (2) prés de < s U étant un voisinage de

x, dans 0. Alors il existe une constante C(n,k) indépendante de u telle que

st s > %—eﬁ m+s > C(n,k), 1'on ait Biu e P2 (€) (r',u',T) si g $ met € >0,



ou T' > 0, U'est un voisinage de X dans 3Q et T est un ouvert conique

contenant (xo,Eo). On a posé Aj(s) =pr + minqp€]+ '+ 1 -3, r - 2i + 4),

« n . » N .
oilr=m+s - 2, r.=r-s-ce et §' désigne un nombre réel arbitraire

strictement inférieur A ot -

Lorsque les hypothéses du théoréme 1 sont vérifiées dans tout
un voisinage V de X et en tous les points de T*VIO, on obtient que u est c”

jusqu'au bord prés de X dés que uEEHG(Q) (avec o assez grand).

La démonstration du théoréme 1 utilise le calcul paradifféren-
tiel de Bony (voir[2]). On prend des coordonnées locales x de 30 dans un
voisinage de X On pose v = yu, ol est une fonction troncature.

Linéarisant 3 t fixé@ par la méthode de Bony, on obtient que v est solution de

1'équation paradifférentielle.
(3) () + A(t) 3+ B(t))v =g, 0<t<T

ol A(t) et B(t) sont des opérateurs paradifférentiels en les variables x et

3 +r -2j .. o s . . .
aig e p°* T 2J(T', ]Rn,Fl) si j €£m- 2, ﬁ désigne ici un ouvert conique

assez étroit contenant (xo,go). On Ecrit le premier membre de (3) sous la

forme (3 _+A (t)) (3 +A+(t))v (modulo un reste régulier); on vérifie que (3t+A+
(0))v(o) € Hr+[T€] U(Pl) si p<l. La dérivée normale de v sur le bord apparait
donc comme un opérateur paradifferentiel, ce qui est semblable & une propriété
bien connue dans le cas linéaire. En linéarisant la condition au bord (2) par
des opérateurs paradiffentiels, on obtient alors une équation paradifférentiel-
le sur le bord pour les solutions de laquelle on peut prouver des estimations

3 priori sous elliptiques. Ceci permet d'achever la démonstration du théoréme 1.

2. EXISTENCE DE SOLUTIONS NON REGULIERES JUSQU'AU BORD.

Si (Ak) est réalisée mais (B) ne l'est pas, on sait ([6])
qu'il existe des solutions de (1), (2) non C jusqu'au bord lorsque F et f
sont linéaires par rapport i u, Vu, V2u et F est elliptique. Moyennant une
hypothése supplémentaire sur la facon dont la condition (B) est transgressée,

on va voir que de telles solutions existent aussi si F et f sont non linéaires.

On suppose que F,f € c” vérifient



4) F(x,0,0,0) = £(x,0,0) =0 si x est proche de xoe 28,
(5) z " g%% (x,u,7p,q) Ea'z c l&] 2 si x est proche de X et u,p,
q sont assez pet?t;.
Semblablement 3 la définition de gl(u) donnée au §1, on pose ¥l(u,p) =?{l
j=1
-Tgﬁé-(x,u,p)-sgj =X+ BN

On introduit une hypothé&se sur la fagon dont B peut changer de signe ( cf [ 3],
[81[9] dans le cas des problémes linéaires) : (c) Il existe une fonction

w € Cw(BQ) telle que w(xo) =0, Xw(xo) > 0 et Bw € 0 si x est proche de X et
u, » sont petits.

On suppose aussi que, si u et p sont assez petits, la condition (Ak)x est

vérifiée par ¥l(u,p) avec un voisinage V indépendant de u et p. On a alors le

résultat sulvant :

Théoréme 2: Sous les hypothéses précédentes, il existe des solutions de (1),

(2) dans un voisinage de X qui ne sont pas C jusqu'au bord.

Afin d'éviter des complications techniques, on se limitera au cas ol f est de

la forme f(x,u,p) = z aj(x)pj. Alors la condition aux limites (2) est linéaire
e 3
v z'aj (x) 0x.
J
conséquence du résultat suivant, ol 1'on désigne par Y

. ]
et s'écrit —3ﬁ}— = 0, avec

et le théoréme 2 est une

5 1'ensemble {8x,x € Y}

si YCR™ et s> 0.

Théoréme 3 : Soit E un domaine borné de ®™! 2 frontiére c”  SE tel que 0 €JE.
On suppose que E' = {x € E,x, = 0} est un domaine non vide d frontiére c” de
R" et que ;; est défini, transverse aux hyperplans x, = const. et C dans

un voisinage de E. On fait de plus les hypothéses suivantes si 0 < § < 1 :

1) Il existe une constante C > 0 indépendante de §, telle que Eg soit

une réunion d'arcs de courbes intégrales de-—g%— s de longeur <G 188us
de E'é.
2) o satisfait la condition (Ak) en tout point de o .



Sotient 6E€ER et uOGCa(aE'S), a>3. Alors st & et O sont assez petits, le
probléme aux limites.

F(x,u,Vu,VZu) =0 dans ES’

(7 du =0 sur JE
v 8’
u = euo sur aE'G,

posséde une solution utECa_e(EG) (e>0 est arbitraire).

Le théoréme 3 signifie que (0,0,6u ) est dans 1l'image de 1'
opérateur ¢(u) = [F(x u,Vu,V u), —%%— )
oE oE'
S 8
® est une application différentiable de Co+2(ﬁ ) dans CG(E ) X CO+1(3E ) X
o+1

s u

(3E' 6) si 030. Pour en démontrer l'inversibilité (& droite), on peut
utiliser la technique de Nash-Moser suivant la présentation de Zehnder [10].
L'idée est d'essayer de construire une suite convergente {u.} telle que @(uj)
—> . i i i . = . ! . . -u. i
f. On a en premier approximation & (uJ+l) Q(uJ)+¢ (uJ) (uJ+l uJ), ce qui

conduit 3 poser, si ¢'(uj) est inversible & droite :

(8) u.

' -1 ) -
J+l = uj - ((I> (uj)) (d>(uj) f)

Si {u } converge vers u, on aura alors ®(u) = f sous des hypothéses raison-

nables.

La premidre &tape est donc d'étudier ¢'(u), c'est-d-dire un probléme linéaire

du genre
K a
aa(x)a v=f dans EG’
a| €2
{ v _
9) 3y 8 sur BEG’
3 | v =h sur BE'G.

Un tel probléme a &té &tudié dans [3],[ 8], et [9]. Dans [ 9], le résultat
suivant est démontré ( sous 1l'hypoth&se supplémentaire a <0 dont on peut se

débarasser en prenant § assez petit)
Lemme 1. Soit A€(0,1). Supposons que a GC (E ), f € C (E ), g € %t (aE ),

h < (aE' ) St 8 est assez petit, le probléme (9) posséde une solution
(unzque) de classe C (E ).

Le Lemme 1 permet d'inverser ¢'(u), mais comme on prend une



dérivée 3 chaque &étape, il faut régulariser 1l'expression (8). Suivant Zehnder,
on pose

' = - ' -1 -
(8 ) uj+l = uj Stj(q> (uj)) (q)(uj) S r.j f)’

oll Stj et STj sont des régularisations convenables.

On montre que les résultats de Zehnder sont applicables dans le cadre du
théoréme 3 en prouvant des estimations 3 priori convenables pour les solutions
de (9). Si 6>0 et 6 sont assez petits, on obtient une suite {uj} convergeant

. a-¢e = . e Y aa _
vers une solution u € C (EG) de (7). Le théoréme 3 est ainsi démontré.

Le théoréme 2 s'obstient alors en choisissant un systéme de
coordonnées locales ol X, = 0 et ol 92 est donné prés de O par 1l'équation

X 1" 0. On prend alors pour E un voisinage convenable de O dans Q et on

. e o Oy
applique le théoréme 3 en choisissant u, & C .

Supposons que les hypothéses du théoréme 2 soient réalisées

et soit u une solution de (1), (2), suffisamment réguliére. Le théoréme 1
montre que u € c jusqu'au bord au voisinage des points proches de X ol w
ne s'annule pas. En linéarisant par des opérateurs paradifférentiels on peut
aussi montrer que u est c jusqu'au bord au voisinage de tout point x de

w_l(O) assez proche de X qui n'est pas dans le support singulier de u -
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