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Conférence n° 8

ANALYSE HARMONIQUE NON LINEAIRE

par R. COIFMAN et Y. MEYER

Nous nous proposons de décrire un programme d'analyse non linéaire
dont le but et les méthodes sont semblables à ceux du calcul pseudo différentiel.
Le grand succès du calcul pseudo différentiel est dû surtout à l'introduction de
méthodes d'analyse de Fourier (par exemple la microlocalisation) dans des
problèmes de calcul différentiel et de géométrie [ l ] .

Or il s'avère que l'analyse de Fourier, en combinaison avec les
méthodes de variable réelle, reste un outil puissant même dans l'étude des
problèmes non linéaires.

Un problème usuel en E . D . P . est le calcul d'une paramétrix, ou le calcul
de la racine d'un opérateur positif. Ceci se fait d'habitude en termes d'une série
asymptotique de symboles. Or il est naturel de demander une série exacte permettant
l'étude de la dépendance de ces objets par rapport aux coefficients de l'opérateur
différentiel en question. La méthode habituelle serait de développer l'objet cherché
en série de Taylor, c'est-à-dire nous développerons une fonction F ( u ) définie dans
un voisinage de l'origine d'un espace de Banach B, (par exemple espace des coefficients
de l'opérateur différentiel) à valeurs dans un espace de Banach B (par exemple un

2espace d'opérateurs linéaires sur L ) en série
00

F ( u ) = E \ , ( u )- Kk=o

où À (u) = A ( u , . . . , u , ) est un "polynôme" homogène de degré k , c'est-à-dire la
Terestriction a u . = u de l'opérateur multilinéaire

Vv--'^ : B?—^2
Pour assurer la convergence d'une telle série il s'agit de montrer une estimation

kdu type II A ( u , . . . , u ) | | < C II l l u . l l , (ou bien de démontrer que F ( u ) admet unek l k B^ . _ , l B
extension holomorphe à îa comptexification d'un voisinage de l'origine).



C'est à ce niveau qu'intervient l'analyse de Fourier comme outil
permettant la "compréhension" des opérateurs multilinéaires commutant avec les
translations (et de leurs perturbations).

Nous allons décrire comment ce programme peut être utilisé pour résoudre
partiellement une conjecture proposée par Kato [ 4 ] .

Soit A ( x ) = ( a . ( x ) ) 1 ̂  j , k ̂  n une matrice à coefficients dans"3 f
L (IR ) telle qu'il existe une constante C > 0 de sorte que pour tout Ç C (C on
ait R e ( A ( x ) Ç , Ç ) > C | Ç | 2 .

Suivant Kato, il existe alors un opérateur accrétif-maximal
A : V -> L (3R ) dont le domaine V est un sous-espace vectoriel dense dans
Q
L (~5R ) , tel que, pour u, v ç. H ' (3R ) ( H ' est l'espace de Soboleff usuel) on ait

<A u,v> = (A(x)grad u) . (grad v)dx ;
A •'IR11

on écrit

A = -div(A grad)
Jc\

Kato définit \/K~. comme l'unique opérateur accrétif maximal dont le carré soit
£\

A et conjecture que le domaine de \/T est H'O^) . (Ceci se vérifie facilement
A + A

lorsque A(x) = A ( x ) ) •

Nous avons, en collaboration avec Dong Gao Deng [3] démontré le

résultat partiel suivant.

Théorème : II existe une constante c > 0 (dépendant de la dimension) telle que si

| |A(x) - III^ < °° , le domaine de l'opérateur VK_ soit H'dR11). En outre \/K_ est

une fonction analytique en A (dans ce voisinage de la matrice I ) .

Remarquons d'abord que l'énoncé ci-dessus concernant le domaine de \/AT1
£\

équivaut formellement à l'analyticité de la racine. Il est donc naturel d'étudier

sa série de Taylor ; à cet effet, on écrit :

VT = a- [ (t2 A + I)"1 A dt
A ÎT J A A

•'0

9 9 9 — 1 9
Soit a = I-A ; on peut écrire (I + t A ) = {l - (t div a grad) (I+t A) }(I+t A)

( * ) On vérifie facilement que le domaine de V dépend de manière non linéaire de V et
qu'il se peut que pour deux fonctions A différentes mais voisines, l'intersection
des domaines peut être vide.



Ce qui donne

oo ..oo

^A = ÏF z ""̂ T (t2 div^grad -2—— ï3" div A grad dt- .
k=o J o 1 + t A 1 + t A t

9
Comme l'opérateur A grad prend H' dans L il suffit d'obtenir une estimation

2 2
L -> L pour les termes multilinéaires

X ( a ) = F JL^ ^tVaddiv ^kdjb
•'o l+t'A l+t^ t

f00 . , ,k dt= Q^( a R^) -^
o

Ici a désigne l'opérateur de multiplication par la matrice a et où Q ,R sont
L. L.

définis sur les fonctions F à valeurs dans (t par

(OF)^) = " -̂4^
l + t l Ç | 2

(^P)-(Ç) . ̂ î mî  (i -—i^-jL^
l + t ' I Ç l 2 l + t ' I Ç I 2 |Ç|2

= ( ( I - P^^F)" ;

R^ est un opérateur pseudo différentiel classique d'ordre 0, dont le noyau r (x-y)
est majoré par

4) (——JL )i i11 t|x-y|

où cp est rapidement décroissante dans L' (HR11) .

Ici P est une approximation de l'identité et ̂  un opérateur de Calderon-
Zygmund.

Avant d'esquisser la démonstration remarquons que si l'on remplace dans
l'expression de À l'opérateur R par l'opérateur ̂  on obtient un nouvel opérateur

0qui lui n'est même pas borné dans L .



L'étude de l'opérateur À se fait en deux temps. Premièrement on réduitJe
l'estimation de la norme d'opérateur de X à une estimation quadratique de type

Jv

Littlewood-Paley-Stein c'est-à-dire à estimer

F f n ^^t^12 ̂  dsf IllQ^n^flII2
•^O ^

]^Deuxièmement un argument d'induction permet d'obtenir une estimation en C .

Si k = 0, cette estimation est évidente par le théorème de Plancherel.
2Ceci explique aussi la possibilité de réduire l'estimation dans L d'une fonction

' - Jr »:<^'0
3à l'aide d'une expression quadratique. En effet soit g € L , II g IL ̂  1 . On estime

,^————JJ^ ^Wfg F dx =
JTR" J n J l

^^Jn^.^^^Tj^^t^'2^172

•^o ^IR •'0 •'3R

< ClllQ^(f^)

2
(dans notre cas le passage de Q à Q se fait en utilisant l'identité

^ 9 ifc -
Q = (t -^—) Q + 8Q Q Q et des intégrations par parties) .
t dt t t t t

Pour démontrer * on note que :

Q f a R ) ^ - QfaRj^a^f - Q . C a R ) ^ 1 aP.^f ;
"t, L ' C . L . t. L. U

or le premier terme se traite par l'hypothèse de récurrence. Le deuxième a la forme

Q^(a ï^)1^1 a P^ Ï

Pour comprendre la nature de cet opérateur, observons que R g est très semblable à
l'intégrale



f î • ̂ (x-, - y^
i i^"".——^—"-^y^y•' |x-y| <t |x - y|

et que P^(f) ressemble à — f(y)dy ; ainsi tout se passe à l'échelle t
t J |x-y| < t

et heuristiquement P^(f) est pratiquement une constante à cette échelle. Ainsi nous

allons remplacer Q (a'Rût.R.. .R a P.f ) par le produit Q ( a R . . , . . a R a ) . P (f) et *'- <- ' c ' c t t t t
par

\\ VCx^P^f)^

avec \;(x,t) = |Q ( a R . . .R a) |2 .
L. L. "C

C'est ici que l'on utilise une version d'un lemme fameux de Carleson [ 5 ]

Lemme :

^ f ^(x,t)|P^(f)|2 dx^ <C| | f | | ^ V f e L 2

o OR

si et seulement si

J^ },n v<x,t )^(^)1 2 d^<CR^

( 1 |y - x | < R
pour toute fonction y (y) = °

"R y 0 ailleurs

Ainsi nous sommes conduits à estimer

L" Ci't^f-^'-R'xR'iT
que l'on remplace par

CLn ̂ \^^W^^

(Ceci se justifie par des lemmes de commutations comme ci-dessus).



Mais (**) correspond exactement à * au cran k - 1 relatif à la fonction f = aP ()( ) ,
ce qui permet de conclure l'induction.

Pour conclure cet exemple mentionnons encore que l'estimation * a été
récemment appliquée par Fabes, Jerison et Kenig à l'étude d'opérateurs du type

3 32TT. - ^ a. . ( x , t ) -.—.——3t 13 3 x , 9 x . .

^
pour obtenir des estimations L optimales. L'inégalité * apparaît pour contrôler
les termes obtenus dans le développement de l'opérateur solution en terme des coeffi-
cients ai/D

Un autre exemple où la série multilinéaire admet une structure semblable
apparaît dans l'étude de la conjugaison d'opérateurs pseudo-différentiels par
changement de variables lipschitzien. Ici le cas important est celui de la transfor-
mation de Hilbert pour lequel on démontre [ 2 ] que :

H = U H U71 où Uî. = f(x + A ( x ) ) , A ' = aa, a a a

dépend analytiquement de a. Lorsque a € L°° , II a II < 1 . Ici l'opérateur :

H f = i f00 f ( y ) d ^ ( y ) ) dya -iï J_^ x-y+A(x) -A (y ) y

2est évidemment borné dans L pour a réelle. Le fait que cet opérateur soit aussi
borné si a prend des valeurs complexes est équivalent au résultat que l'intégrale2de Cauchy soit bornée sur L pour toute courbe lipschitzienne [ 2 ] .

Ce résultat peut être aussi utilisé pour démontrer que la représentation
conforme de Riemann qui prend la région au-dessus de la courbe Z ( x ) = x + iA(x)
au demi plan supérieur, dépend analytiquement de a. Ici encore la série de
puissance est de même nature que précédemment. Ces résultats se démontrent par des
méthodes semblables à celles indiquées mais qui nécessitent un travail plus subtil
permettant d'obtenir le rayon de convergence exact des séries qui apparaissent. Nous
ne savons toujours pas comment calculer le rayon de convergence précis pour la
conjecture de Kato (en dimension > 2) .
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