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Conférence n° 5

PROPAGATION DES SINGULARITES C°° POUR DES
OPERATEURS FUCHSIENS

par C. PARENTI

On se propose de donner dans cet exposé certains résultats, contenus
00dans l'article [ 2 ] et concernant la propagation des singularités C pour des

O . P . D . à caractéristiques multiples non-involutives qui généralisent des résultats
précédents de IvriÏ [ 4 ] et Hanges [ 3 ] .

1 . O . P . D . A CARACTERISTIQUES MULTIPLES NON-INVOLUTIVES

m °°On se donne un O . P . D . classique P € L ( Y ) (Y variété C n-dimensionnelle)
*avec symbole p ( y , ï l ) ̂  p ( y , r | ) + P _i (y/^l) + • - • Supposons que sur T Y \0 (ou

sur un ouvert conique) on ait la factorisation

k! ̂P̂  = q. q ^ e (k^ , k^ entiers positifs),

où les q . ( y , r i ) , j = 1 , 2 , sont réelles et homogènes de degré î en r| , avec e ^ 0 sur
* ^ —1T Y \ 0. Posons Z . = q . (0) , et supposons X . ^ 0 et que le champ H ,
n J : D ^
Z n, 3/9ri- soient indépendants sur Z . , j = 1 , 2 .^K K k ~]

Si k . > 1 on suppose en plus que P vérifie la condition de Levi par
rapport à q . ( i . e . microlocalement près de Z . on peut écrire

k . ,D -, m-k
P=Z B̂  . ^J avec B̂  ç. L J ( Y ) et Q = q ( y , D ) ) .

Etant donnée une distribution u E ̂  ( Y ) , on s'intéresse à l'étude de
WF(u) \ WF(Pu) c E U Z^ ( W F ( . ) est le spectre singulier C°°) . Le cas Z n Z - 0
étant bien connu, on considère ici le cas suivant :

Z^ n Ẑ  = Z ̂  0 et { q ^ , q ^ } + 0 sur Z



Dans le cadre C et pour k = k = 1, ce cas a été étudié par Ivriji' [4] ,

Alinhac [1] et Hanges [33.

On rappelle que dans le cadre analytique on a des résultats assez

généraux établis par Miwa [6] et plus récemment par Ôaku [7] pour k ,k

quelconques (et même sans conditions de Lévi sur les termes d'ordre inférieur).

Pour chaque p € Z on va noter par Y • ( P ) c : ^ • ^ j = l f 2 1 a bicaracté-

ristique nulle du facteur q. qui passe par p . Dans le cas k, = k = 1, on sait
D o 1 2

déjà que si p € WF(u) \ WF (Pu) alors, localement, on a

Y . ( p ) c: W F ( u ) \ WF(Pu) pour au moins un j. On montrera que la même chose se passe

dans le cas k , k quelconques si les conditions de Levi sont vérifiées .

Sans condition de Levi ce résultat est faux (il suffit de considérer dans ]R11

2 -1/t ( t y x )
l'exemple P = t 9 - 1 et de prendre u ( t ,x ) = Y ( t ) e ® cp(x) avec

cp 6 %' (3R ) ) . On va supposer que {q ,q } < 0 sur Z (le cas {q ,q } > 0 sex i z, i z.
traite d'une façon analogue); En utilisant un argument géométrique assez classique

on peut se réduire à considérer le cas où Y = ]R x ]R (on note alors part x
( t ,x ; ï ,Ç) les points de T*Y) et la variété Z (resp. î ) est donnée par l'équation

t = 0 (resp. T = 0).

Dans cette situation, en utilisant les hypothèses faites, on prouve qu'on

peut se réduire à étudier les deux cas suivants :

Cas k > k :

^ k - k + j ^2 W;
P = E B . t 1 z ^ + S A . t "

m-k m-k -j
avec B . £ L (^n) , B elliptique près de Z , et A'. € L (^n) .D k 3

Cas k < k

kl j W3 k2'k^l j
P = E B t^ ^2 1 . S , A ^

0 0 J J

m-k^ ^
avec B . , A . € L (3R ) , B elliptique près de Z .

D D k,

Ensuite, on montre que l'équation Pu = f , u G 9(' (1R ) , peut se traduire

dans un système fuchsien :

(1) ^ = ( t 3 l - ^ ( t , x , D , D ) v ^ = ^ , N = m a x ( k , k ) ,
L 1NI U X J. ^



NA «^

où ,̂ r est une matrice N x N d'o.p.d. d'ordre 0, avec WF(v) = U W F ( v . ) = WF(u)
^ J=1 j

et WF(g) = W F ( f ) près de Z . On va donner seulement deux exemples et on renvoit
à [2] pour le cas général.

Exemple 1 :

Pu = (t2 8^ + Bt + A ) u ' = f , B G L°, A e L""1 .

9 1 /9On pose v - u, v - A tu où A = ( 1 + |D | ) / ; alors— " x

v, -1 -1
8, A v,\ / O

t3t
v- - [A,B]t - AA I - B v.2 / \ A f

Exemple 2 :

Pu = t3 + B 8 + A , B,A € L

On pose v - u , v = 9 u et l'on trouve que

v 0 t \ / v. 0

t9.
v-

-A -B / \ v.

Dans le cas général, si Ct dénote le symbole principal de Vc , on montre que pour

chaque p = (0,x;0, Ç ) C E , | Ç | = l , o n a

(Z+l)
k-k 2 b (p)

£ b^(pT ç ( ç - ^ - -^ - ̂ ^
o V 'Ç=Z-(k^)

det(ZI - Ct(p)) = \ k - k "1 b . ( p )
Z; 7 ——-1

N
. - h r ^ ^ z ( z - 1) . . . (z - ( j - l ) ) , N = k

o J k, •

II convient de remarquer que sauf dans le cas k = k , la matrice CUp) a toujours
la valeur propre z = -1 , si k > k , ou bien z = 0, si k < k .



2. SYSTEMES FUCHSIENS

Les considérations faites dans le § 1 donnent une bonne motivation pour
étudier des systèmes du type suivant

(2) JP^= (t9^ JP^= (t9^ - ^(t,x,D^,D^))v'= î ,

où ^ est une matrice N x N d'o.p.d. d'ordre 0 dont on va noter par

CL( t ,x ; ï ,Ç) le symbole principal.

Ce qui nous intéresse ici c'est le WF (v^ \ W F ( f ) au voisinage des

points p e S = Z n Z , où Z (resp. Z ) est donnée par l'équation t = 0
JL ^ JL ^

(resp. T = 0) dans T*]R \ 0 .

On associe à <^P le polynôme indiciel :

(3) WP;Ç) = det(çi^ - Û(P)), ç e d: , p = (o,x;o,ç) e s , ici = î .

On a le théorème suivant :

Théorème 1 : On suppose que l'opérateur JT ne dépend pas de t et D dans un

voisinage conique d'un point p 6 Z \ WF ( f ) , p = (0, x ;0, Ç / .

Posons :

( Y. , ( P ) = {(0,x ; T, ^ ( 0 ) ) \(-1)\ > 0}
< ' k - 1 2l (0} Te ' ~ '
L Ï Q , ( P ) = ( ( t ,x ;0, ^ ) ) 1 (-1) t > 0}

^ y K. 0 0

Alors :

i) Si pour chaque j G { 1 , 2 } il existe k € { 1 , 2 } tel que

Y . , (p ) 0 WF(*?) = 0 , on a p 4. WF ('V') .
J ,K 0 ———— 0 /

ii) Si Iy(p^;Ç) + 0 pour Ç G {0,1,2, . . . } et si

(Y. (P ) \ {P }) H WF(v) + 0 , on a p 4. WF (v^)
1 0 0 ————— 0 /

Si I^(p ;Ç) ^ 0 pour Ç € {k+1 , k+2, . . . } , pour un k > 0,

et si (y (p )\ {p }) (1 WF(7) = 0 , il existe des distributions :- i. o o '———————————^——^——.—-——————



Tj(x) e ^(IR^^ , j = 0 ,1 , . . . ,k ,
^ k . ^

telles que p ^ ^ W F ^ - Z . t3 ®'^. (x) ) .
o ^

iii) ^ ^Po^ 7é ° P0^ Ç £ {-1. -2,...} et si

(Y^P^) MP^}) n WF(v^ = 0 , on a p g WF(^).

S^ 1 (p^ ;Ç) + 0 pour Ç € {-h-1 ,-h-2,. . .} , pour un h > 1 , et si

(V^P^) ^PQ^ n WF(^) = 0 , il existe des distributions ̂  (x) € ̂  (IR11"1)1^,
j = 0, . . . ,h-l , telles que

h-1 .
p^ ^ WF(^- Z 93 6 ® ^.(x)) .

o 3

Le théorème est bien connu dans le cas scalaire N = 1 (voir [3] , [ 4 ] ) ; le cas vectoriel

se traite en adaptant au cas des systèmes les constructions explicites de

microparamétrices faites par Ranges dans [3] . On renvoit à [2] pour plus de détails.

Il faut remarquer que l'hypothèse que l'opérateur ^/k ne dépend pas de t

et D est essentielle (même dans le cas scalaire) pour pouvoir construire de

paramétrices.

Le résultat crucial de [2] est le suivant :

Théorème 2 : Les conclusions i ) , ii), iii) du théorème 1 restent valables

pour n j importe quel système ( 2 ) .

L'idée naturelle pour démontrer le théorème 2 est âe voir s'il existe

une matrice (N x N) Q ( t , x , D ,D ) d'o.p.d. d'ordre o, qui soit elliptique au

voisinage de p et telle que l'on ait :

A ^

(4) ^t^N --^'^t^x^ s ̂ ^N -^ ;(X 'D^'

^/

près de p , avec û^(p ) = û-(p ) .

On voit immédiatement que dans le cas N > 1 il y a une obstruction

non-triviale pour que ça marche. En effet, en imposant que (4) soit vérifiée on

trouve en particulier que l'on doit choisir le symbole principal q ( t , x ; T , Ç ) de Q

de telle façon que :



(5) (t9^ - T^)q^(t,x;ï,Ç) -

- (Qje t ,x ;T ,Ç)q^( t ,x ;T ,Ç) - q^(t ,x;T,Ç)â'(x,Ç) = 0

"1 kEcrivant formellement q ( t , x ;T ,Ç) ^ Z . t T q. , ( x , Ç ) eto 3 ,k 3 ,k
i k "̂

ûj(t,x;T,Ç) ^ E. t'T OL. , (x,Ç) (û- = A) , on obtient alors une suite
D /K D ^ k 0,0

d'équations matricielles :

'q. , ( x , Ç ) ( ( j -k) I +<Z(0,x;o,Ç)) - û(0,x;0,Ç)q. , ( x , Ç )
J frL ^ J /K

(6) ^

^ = matrice qui dépend des ÛL. , et des q . , , pour j ' < j , k' < k
J ^H '3 'k

C'est bien connu qu'une telle équation est univoquement résoluble, pour j -fc k,

si les deux matrices ( j -k ) I +û(0 ,x ;0 ,Ç) et Ct(0,x;0,Ç) n'ont pas de valeurs

propres communes. On est alors conduit à formuler la condition suivante :
^

Le système (2) satisfait la condition de Fuchs au point p 6 Z si les

(7) ^ racines Ç ,. . . ,Ç de l'équation I/p(P ;Ç) = 0 sont telles que Ç . - Ç . é Z. \ {0}

pour chaque i,j,i ^ j.
\

Si la condition de Fuchs est vérifiée au point p (ce qui est toujours le cas quand

N = 1) , on peut montrer que la conjecture qu'on a fait est vraie, c'est à dire

qu'on peut transformer, en utilisant un o.p.d. elliptique Q, le système
^ ^

t^ I^ -^(t,x,D.,D ) dans un système t3 1 - 7Î(x,D ) avec 6L(p ) = 6L(p )t N t x t N x o o
(tout ça est vrai dans un voisinage de p ) . Pour ce qui concerne la construction

de Q on renvoit à [2] et on se limite ici à dire qu'elle se fait en deux étapes :

avant tout on détermine le q. dans un (même) voisinage de (x ,Ç ) en utilisant leD /k o
fait que pour j ^ k les équations (6) sont résolubles au point p . En utilisant

le lemme de Borel on se ramène alors à résoudre une équation

(t9 - ï3 )q - (dâ^ - <^A) = fonction plate sur t = 0, T = 0 , ce qui se fait à la

main.

Le cas où la condition de Fuchs n'est pas vérifiée est beaucoup plus

délicat et pour surmonter la difficulté on s'est inspiré d'une idée de Kashiwara-

Oshima [5] , Th. 3.2.

Afin d'expliquer un peu la méthode suivie on va considérer la situation

simple (mais typique !) suivante.



Lemme : Supposons que Ct(p ) soit de la forme :

NI^v^^r^
(8) <l(p ) =

0

avec Cl, (p ) =
1 o

0 ; ^3/^2

^
/ À - . l *

0 ' ' - À - l j' \ (po) = À e c

On peut alors transformer le système t9 1 - J ^ dans le systèmet N
t3^I^ - C(t,x,D^,D ) , avec C(p > = û-(p ) , et avec C de la forme :

N.
N,{ / ^(x7D^) E ( x , D ) t \

x
(9 C(t ,x ,D ,D ) =

u. x
\ ; -^^^yP. F (x ,D^)3^ ; ^ C ^ ( x , D ^ ) N

ou, F est d'ordre -1. De plus, jsi ̂ & est triangulaire inférieure par blocs on
peut choisir E = 0.

La démonstration de ce lemme repose sur le fait que quand l'on veut
résoudre les équations de transport ( 6 ) on a des problèmes si j-k = ±1 et
que les extra-termes E ( x , D ) t et F ( x , D ) 9 sont introduits pour éliminerx x "c.
cette difficulté. Pour les détails on renvoit à [ 2 ] .

Maintenant, si on est dans les conditions du lemme et si
(t8^ - C ) v " = 'î, on pose 'v^= (v^ , v ^ ) , v̂ . € ( 2 ) ' ) ^ et l'on définit"^ = v^ ,
^ = tv^ , w = v . On trouve alors que

wl w,

t9j ^
\^

%(t,x,D ,D )
t x

w,

\^
t?.

avec

(10)
C, E 0'1
.'9
ra

2) = I tF9 c +i o
o c,



On est maintenant dans le cas où 2 f ( t , x ,D ,D ) est triangulaire inférieure paru. x
blocs et par une nouvelle application du Lemme on passe du système t3 - ^ à

un nouveau système t3. 1 - G avec :t N+N

.-̂1 \N { 1

(11) G( t ,x ,D ,D ) = - - -
x \ F ( x

(x

,D

,D')
X

,) ^ ^^J^
N

2

0 \\1
1

où F est d'ordre -1 .

Finalement, si (t3 1 - G)î = ^ , écrivant î? = (i? .ÏT ) et en posant

^1 = u! ' ̂  = ^l-^l ' ̂  = ^9 ' on trouve que 4^= (c?,cp , < ^ ) satisfait le système
/^

t'a ^ - (^(X,D ïq^ = h, avec

G (x,D ) 0 0 \ / ^
-~^ 1 l y / 1 }

(12) <^(x,D ) = 0 G (x,D ) - 1 0 , h = 3 ?X i i x j i t ^
0 F(x ,D ) G (x ,D ) / \ ^

x z x \ g-

A ce moment-là il suffit de noter que le polynôme indiciel du système^\j
t3 1 - 7^ f au point p , a les mêmes racines À et À - 1 du polynôme
indiciel original et que WF ((p) = WF (\?) et WF(f) = WF (h ) près de p . On peut
alors appliquer le Théorème 1 au système t 3 - /̂  et en déduire les propriétés
pour WF (^) .
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