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Conférence n° 22

SUR LA RESOLUBILITE MICROLOCALE DES OPERATEURS DE TYPE PRINCIPAL

par J.M. TREPREAU

Soit P un opérateur microdifférentiel analytique défini au
*
voisinage de xr, X G(T*:m“) \;mn, de symbole principal p, et de type
principal en X

n

(H.0) dp et w = & §j dxj sont linéairement indépendantes en
j=1

, . A - ¥*
Rappelons 1'énoncé de la condition (¥Y) sur un voisinage V de x

211 existe z € T tel que d(Re zp) et w sont indépendantes sur V
(¥) ¢ et que Im(zp)lv ne change pas de signe de - a + le long des

¢ bicaractéristiques nulles de Re zp dans V.

La condition (¥) est 1'extension microlocale naturelle de la condition
(P) qui caractérise la résolubilité locale des opérateurs de type
principal (L. Nirenberg et F. Treves, R. Beals et C. Feffermann).

P. Popivanov m'a indiqué que Yu. Egorov avait récemment publié

(Mat. Sbornikdéc.1981) une démonstration complete de la suffisance

de la condition (¥) (globale) pour la résolubilité locale @® d'un
0.p.d. de @® de type principal.

Notons (¥ ) la condition obtenue lorsqu'on échange les signes + et -

dans (¥). Soit GX* 1'espace des germes de microfonctions en . Nous

démontrons le théoreme suivant :

Théoreme 1 : Si P vérifie (H.0), P est résoluble dans les germes en
x* -autrement dit, P : ck*___a ck* est surjectif- si et seulement s'il

vérifie la condition (¥) dans un voisinage de X .

Remarque 1 : La condition (¥) est stable au sens suivant (L. Nirenberg,
F. Treves) : si P vérifie (¥) et si a est un symbole elliptique
homogene dans V, Im(ap) ne change pas de signe de - a + le long des

bicaractéristiques nulles de Re(ap) dans V .

.
¥*



Remarque 2 : La nécessité de (¥) est classique : si elle n'est pas

s ems 2 . . . i 3¢ 3¢ . .
verifiee, il existe une suite x, —>Xx telle que P en X, soit micro-

localement équivalent a o . ix2r+1
ax1 1

a—i; en (030,...,0,1) (M. Sato,

T. Kawai, M. Kashiwara).

. 3* .
La non résolubilité de P en X, est alors facile a prouver -par exemple

par les techniques ci-dessous- et si fn € c** n'est pas dans l1l'image
n

de P, 1la flaccidité du faisceau C permet de construire une f € ci* qui

3
"vaut" fn en x = : il est clair que Pu = f n'a pas de solutions dans ak* .

Notons :

(¥7%) %Imp ne change pas de signe de + a - le long de la bicaractéris-
Je) s

tique (supposée nulle) de Rep issue de x* .

I. ANALYSE MICROLOCALE A LA FRONTIERE D'UN OUVERT STRICTEMENT PSEUDOCONVEXE

Soit z, € En, f une fonction analytique réelle pres de z, o

telle que :

- _ Sf -
f(zo,zo) =0 32 (Zo’zo) 0
et
n £ _ n 2f — 2
I (7%) vy = 0 = Tovs (202) vy B = Clol
j=1 J jik=1 ik

L'ouvert ( : f(z,E) < 0 est prés de z, € 3 O un ouvert strictement
pseudoconvexe a frontiere analytique, notée S. On munit S du faisceau

G+ défini par :

+
6 = 1lim @(UNQ)/ o(v)
vz Uaﬁ

ou U parcourt un systeme fondamental de voisinages de z ; c'est le
"faisceau des fonctions holomorphes pres de z dans Q modulo celles qui

traversent'". Soit

of

7 = {(z,¢) € T*m“, f(zy,2) = 0 et ¢ = k =

(Z’_Z-), k > 0}

ey s .. s n . .
le fibré conormal extérieur a S dans T , muni du faisceau



~ -

1 + . ¥ _n n . . . +
C =T Gs,oun : T & 30 est la projection canonique. £ est une
24 . ¥* .
sous-variete de T En, lagrangienne pour Re dwm sy symplectique pour

n
3
Im dwm (wE = Z Cj dzj), de complexifiée T " au voisinage de
j=1
oL, 2
(Zoa BZ(ZO’ZO)).

Si 1'on munit ¥° de la structure symplectique induite par Im dwE s On

peut parler de la condition (¥) pour une fonction p analytique homogene

+
sur Y .

;s . . * of - 9 . .+ + . . .
Théoreme 2 : Soit z = (zo, >z (zo,zo))- Pour que 52y - 026_9020501t surjectif,

il faut et il suffit que €1 . vérifie la condition (¥7).

Remarque :0n peut dans 1'énoncé remplacer S%— par un opérateur différen-
1

kY

¢ ~ o eps
tiel de type principal en i; sy P4y 1la condition devant etre vérifiée

par o(P) .
|5

Démonstration du théoreme 1 : Notons d'abord que le faisceau ¢ de M. Sato

vit sur T* En, muni de Im dw, . Quand on passe de ™ Rr" 3 T En, par
:Rn T :Rn

i (xy8)— (x,if), on doit remplacer (¥) par (¥ ). Si P vérifie (H.0),
on peut construire une tranformation canonique complexe quantifiée
(#,3), une fonction analytique f comme ci-dessus et deux opérateurs elliptiques

A et B tels que ?(xF) = z¥ , o(T ¢") = 5% et 3(APB)=
o Rr" 321

étant local). D'apres le résultat fondamental de M. Kashiwara et

(tout cela

T. Kawai [2], il existe une quantification 3 : c,__,¢_1 Eq telle que

3 (APBu)= F(u). Le théoreme 1 résulte donc du théoreme 2. ®

924

II. UN EXEMPLE DE CALCUL SUR Z+

Si f, g sont analytiques sur Z+ le crochet de f et g est égal

|5

Pour illustrer les résultats de la section III, considérons 1'exemple

a %-{F,G} ) ou F,G sont des prolongements holomorphes de f, g .

tres simple suivant, oun=2,c¢€¢ = + 1,k >2:

] S 2. 2 k+1
Qx5 2 X x0T 71
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o 3 &

X

1
ié (a) k impair (b) k impair (¢) k pair
Y1 e> 0 e <O e = +1

. 3¢
Considéré pres de 0,0 = (0, - %)- I1 est facile de voir que
o
92y

le cas (b). On a :

: G:——)C% est résoluble dans les cas (a) et (c) mais pas dans

+ _ .2 2¢ k+1 _ 1 _ . ¢ k
T Xy =Xy T Y1 2 G = m 3 A Gy =g - igy vy L > 0.

D'ou :
C1|2+=P1"11’2’1’1="1’z » Py = - eyt

+
sur ¥ , on a :

déf o
. 1 k
i(g=-2) =y, +c¢ y,/k!

u

d'ou les extensions holomorphes de Py 2 Pyt

.k
P, =g, + 0M), P, = - e (%} - 2% 2+ o) (& = - 2g,)

on en déduit :
: 3
) p.(0) = 0,5 < k-13 HX p_(0F) = (-1)k*1 ¢
Py 2 P4 2

Ainsi, la condition (¥ ) est vérifiée dans lescas (a) et (c) mais pas

dans le cas (b). °

III TRADUCTION DE LA CONDITION (¥7)

Notons p = g1|z+ =Pyt ipy s Py = Hpi ...Hpi pi:j pour
1 j-1

. . ¥* S s ¥*
I = (11,---,13) de longueur 1] = jo Pour y € v*, on définit k(y ) par :
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i€ . % . . *
PI(f ) = 0 si |I] < k(y ), et il existe I, |I| = k(y') + 1 tel que
pI(y*) £ 0 . On note s(f*) 1'inf de k(y¥) et du plus petit entier s

tel que 1l'espace engendré dans T *Z+ par le champ radial é%- et les
y

vecteurs Hp (j*), pour III < s + 1, soit de dimension s 3.
I

Supposons () mis sous la forme

- 2 -
(3.1) @+ x > H(x sy 125000002 12y )" + Fly sz50-c00z 10y )

avec : H(0) = F(0) = 0 %g- (0) £0 , aF(0) = 0 .
1

Notons d* = (030,¢4.,0,- %0 la normale extérieure a S = 30 en O .

(a) traduction de {pi,pz} <0.

2
Supposons d'abord é—% (0) =c #0.0n montre que la condition

Y3

{pi,pz}(d*) < 0 entraine que c¢c est positif. On a donc un minimum local

analytique G(zz,---,z;_i,yn) analytique. La condition (plus faible que

(¥~ )
3 3
p(y') =0 = {p;sp,} (y ) <O
entraine que 1'ouvert x, > G(zz,...,yn) est pseudoconvexe prés de O .

(b) traduction de (¥7)

2p

Q

Supposons (0) = 0. Un changement de variable en (zz,...,zn) permet

oy

~
de se ramener au cas ou :

= N

n-1

- _— - 2
F(y1122’°“’zn_1’yn)= Fo(y1) + Fj(yl)zJ+Fj(y1) Zj+ zZ + O(Izl +lyn|)

j=2
On prouve les résultats suivants :

¥
0

(i) k(0) = s(07) = + o =3 Fo(y)) =P (y,) = 0,5 = 20eeuyn1

. % * s
(ii) k(0%) < 2s5(07) = F0 s'annule a 1'ordre g exactement et les Fj ,

j = 2ye..yn=-1, a un ordre > g/2 .
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Dans ce cas Fo(y1) ~ Foyg et (W;*) est vérifiée sauf si § est pair

et Fo< 0 (comparer avec le II).

3¢ 3 - , eps s
Gii) k(0") =25 (0") + 1 et (¥ %) est vérifiée & F(y,)~F yf (F £0,
o
. /
g pair), Fj(yi) = Fj yf/z + o(yf 2), les Fj non tous nuls, et

n-1
Fo--iz- s |F.|%> 0.
j=2 !

L A
(iv) k(Ok) > 25(0%) + 1 & on a les memes ordres d'annulation que ci-dessus,
n-1
mais Fo - 1- b IF.|2 =0
j=2 Y

3% -
(v) k(0") = 25(0%) + 1 et (¥ x) n'est pas vérifiée, dans tous les autres

o
case.

On déduit aisément de cette étude la proposition suivante :

Proposition 3 : Soit Q défini par (3.1). La condition (¥~ ) est vérifiée

au voisinage de 0" si et seulement si (au voisinage de O0)

(a) F n'admet pas de maximum local strict lorsque Yq varie

(b) Si F admet lorsque ¥q varie un minimum local strict pour

yqi = Y1(22a---,yn), fonction analytique de (z2,...,yn), G(z',z') =

- x o+ F(yi(z2,...,yn), zz,...,yn) vérifie :

o 3G, = 2 323G - —
L Z F (Z',Z') Ww. = 0 #Z a 3'—-— (Z',Z') W. w =0
j=2 %3 J jrk=2" 25" %k 3k

Si (¥7) n'est pas vérifiée, on montre qu'elle n'est pas vérifiée en un

point du type (a), ou du type (b3ii)).

L'étape essentielle de la démonstration du théoreme 2 est de prouver

le théoreme suivant :

(; N s s - . 3¢ .
Théoreme 4 : On suppose que vt vérifie (¥7) pres de O ; soit
T

R SN En_l la projection (zl,z').__+ z'. Il existe un systeme

fondamental de voisinages de 0, (U )

n’ne N s tels que :

3

(a) les feuilles intégrales de Y
1

dans Un sont connexes.

(b) ®(a N Un) est pseudoconvexe.

N



Démonstration du Théoreme 2 : Soit f €p(Q N Un). On recouvre 0 N U

par une famille d'ouverts (Ti)’ Ti étant 1l'intersection avec QN Un

d'un "tube" de feuilles intégrales de o de la forme T xt., t.
24 z, i

une boule par exemple, tel qu'une section au moins {zil)} X ti soit

contenue dans Q N Un .

La connexité des feuilles (la simple connexité, qui est automatique,

n'est pas utile) permet de résoudre

gu
3z, = flr, 0 W € o(1;)
i
au.k
si ujk =.(uj-uk)|Tjk , Ou Tjk = Tj N T ,-E;%f = 0 et ujk est de 1la
- (] - ¥
forme ujk = ij(z ) avec vjk € G(tjk), tjk = E(Tjk)

Bien sur, u + Ug + uzj =0,et , n(QN Un) etant pseudoconvexe,

jk

on peut résoudre le probleme de Cousin

V. = V.=V
J

ik , Vj € G(tj), vy € G(tk)

k
Les fonctions :j(zl,z') = uj(z1,z')—vj(z') € G(Tj) se recollent en une
Y

solution globale de 355 = f dans Q N Un . n
1

IV. DEMONSTRATION DU THEOREME 4. PREMIERE ETAPE .

On choisit pour Un des pavés du type :

La connexité des caractéristiques résulte simplement du a) de la
Proposition 3 des que ry est assez grand par rapport aux autres dimensions.
La pseudoconvexité de la projection se traite immédiatement dans les

deux cas suivants :

3°F

2
Byl

3¢ 3
+ Si (0) #0 (& S(0") = 0), elle résulte du III a).

+ Si F(y,,0) 4 0 (& k(0*) est pair et < 2s(0¥)) ; alors
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n(Un nQ)= n(Un) pour U assez petit.

Supposons F(y1,0) = 0 (&= k(0¥) = s(0*) = + »). La projection s'écrit,

S . . . .
apres minimisation en X ¢

wo:ox >I mf: F(yl,zz,...,E;_l,yn)

yql=¢€
Compte tenu du fait que F n'a pas de maximum local strict lorsque Y4
varie, le minimum dans le second membre est atteint soit en un point
unique de J-¢, + e[ (type I), soit en + € avec un minimum effectif
(type II) (i.e. c'est un minimum méme sur J]-e', + €'[ avec €' > €),
soit en + € sans minimum effectif (type III), soit identiquement sur
(-e,+¢] (type IV). On veut montrer que la projection w est d'holomor-
phie, ce qui se prouve en chaque point de dw (le cas des points provenant
de aUn n'est pas difficile a régler). Aux quatre types précédents
correspondent quatre types de points sur dw. Les points du type I seront
traités dans le V. L'étude des points du type II est ramené a celle
du type I (pour la construction d'une fonction holomorphe qui ne se pro-
longe pas) si 1'on remarque que w C w' : X > mfn F(yi’z2""’yn)

¥4 <e!

(e' > €) au voisinage d'un tel point. Au voisinage d'un point du type
III (avec par exemple + €) w est une section x > F(s,zz,...,yn), donc
est strictement pseudoconvexe. Enfin, on peut, au voisinage d'un point
du type IV, construire une hypersurface complexe posant par ce point et
extérieur a w. Ces indications rapides montrent qu'on peut se limiter

3 étudier le cas ou ou bien k(0%) ou bien s(0¥) est fini.

V DEMONSTRATION DU THEOREME 4. DEUXIEME ETAPE.

Nous sommes ramenés a étudier la situation suivante. Soit
Q . Xn > F(yl,zz,o’oa,yn)
un ouvert a frontiere analytique de R x En_1 vérifiant les conditions
suivantes :
(i) les sections Qy (y1 fixé), considérées comme ouverts de En—i, sont
1

strictement pseudoconvexes.

(ii) F vérifie les (a) et (b) de la proposition 3 .
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(iii) F(yi,O) admet en y, = 0, O pour minimum local strict.

Les points (ii) et (iii) entrainent que F est minimale,

lorsque y, varie, en ¥y = t(zz,...,yn), fonction continue de (z2,...,yn)

la projection w de 2 est "déterminée localement". On a :

w s - xn + H(Zzgoo-,yn) G(Zz,ooo,yn) < 0

avec H(zz,...,yn) = n;in F(yl,zz,...,yn)
1

F(t(zgyeeesy Jo2zgreecay )

Nous dirons que dw est pseudoconvexe au voisinage d'un point si au

voisinage de ce point . G est réguliere et :

n n 2
oG QG
G= T 35— w,=0 = % w. w =0 .
j=2 %5 Y jek=2 %% J K

E@mme 1 : dw est de classe G;, et il existe un ouvert dense de dw qui

est analytique et pseudoconvexe.
Soit 6(y1,9) (6 € En_1) la distance de 8 a Bny (on peut supposer U
1

contenu dans un "bon" voisinage tubulaire de 30 si (que) €0, moins

cette distance dans le cas contraire.

1emme 2 : b(yl,e) n'a pas de minimum local strict lorsque Yq varie et

a un maximum local strict, lorsque y, varie, en y,6 = t(@) fonction

continue de 8§ . 6(g) = max 6(y1,9) est de classe c} et est la distance
Y1

Pe =) a oW .

Lemme 3 : Il existe un ouvert dense & de w, tel que les points de & se
projettent sur dw en des points au voisinage desquels 3w est analytique

let pseudoconvexe, et tel que §——6(8) est analytique sur o .

I1 résulte du lemme 3 (cf. la démonstration du Théoreme 2.6.12 de

L. H8rmander [1]) que :

. 1 .
[Lemme 4 : La fonction § — - Log 6(g) est de classe @ sur W, analytique
et plurisousharmonique sur un ouvert dense @ de w-.

Le lemme 4 est insuffisant pour montrer que §— -Log 5(8) est pluri-

sousharmonique sur w, ce qui est notre objectif. Le lemme suivant est
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donc important.

Lemme 5 : La fonction 6(8) est analytique en dehors d'un ensemble

analytique réel de codimension 1.

Démonstration : On a 6(8) = 6(t(9),0), t(p) étant le point ou

t— 6%(t,e) change de signe de + a - . On sait d'autre part que

tr__aéé(t,e) ne change pas de signe de - a + . On peut écrire :
81(t,0) = p(t,0)" qlt,e) H(t,0)

ou p et q sont sous forme de WeierstraP par rapport a t, premiers entre
eux, ol p est irréductible, tel que p(t,0)™ change de signe de + a -,
et ou H est positive. Il est facile de voir que les hypotheses de
changement de signes au-dessus entraine que q(t,9)H(t,8) est partout

2 0 . On en déduit que les singularités de 5(8) sont contenues dans

la projection de :

p(t,8) = %% (t,8) = O

0 , . . .
mais p et g% etant premiers entre eux, cette projection est contenue
dans un ensemble analytique h(g) = 0 (h £0). ®

Notre objectif est donc atteint avec le

Lemme 6 : Une fonction de classe c?, analytique et plurisousharmonique
en dehors d'un ensemble analytique réel de codimension 1, est plurisous-
harmonique.

[1] L. HYrmander, Several complex variables.

(2] M. Kashiwara, T. kawai, some applications of boundary value

problems for elliptic systems of linear differential equations
in Ann. of Math. Studies n°93 (1980).



