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Conférence n° 12

OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS ET CLASSES DE GEVREY

_par T. MATSUZAWA

Le résultat que nous allons énoncer a été fait en collaboration
avec S. Haéhimoto et Y. Morimoto.

La définition d'une classe des opérateurs pseudo-différentiels
analytiques se trouve dans le livre de F. Treves, Ch. V, [4]. Nous voulons
étendre ses résultats au point de vue de la propriété Gevrey pour une
classe d'opérateurs pseudo-différentiels du type (p,5) de L. HYrmander, [2].
F. Treves a utilisé la théorie des fonctions complexes comme un outil fon-
damental. Par contre nous utilisons essentiellement les calculs réels élé-
mentaires pour résoudre les propriétés Gevrey des opérateurs pseudo-diffé-
rentiels.

Nous remarquons qu'il y a des résultats de G. Métivier [3] sur

m . Je le

1'hypoellipticité analytique des opérateurs appartenant a Sp 5
9

remercie pour les discussions que nous avons eues ensemble.

Soit Q un ouvert dansﬁRN et soit 921, alors on désigne par
G%(Q) 1'ensemble de toute fonction Gevrey d'ordre g, i-e. u€C (Q) et pour
tout compact Kc() il existe deux constantes Co et C, telles que pour tout

n
a,EIZ+

1

e .

sup ID* u(x)| < ¢ Cla'(a!
o 1
x€K

Ensuite, soient P, 5 et m des nombres réels tels que 0<5<ps1 et ~-o<m<w.
On connait bien la définition de la classe S? 6(f2xﬁRn) des symboles des

9
opérateurs pseudo-différentiels de L. HYrmander.
m
P, °?
symboles d'opérateurs Gevrey-analytiques.

En précisant la condition de S nous allons donner la définition des

Soient maintenant les constantes p, &, 0 et m telles que 0<6<p<1, o221

et ~—o<m<w>.

m M n ,
p,a,o"sp,é,g«)x:n ) 1'ensemble de

toute fonction a(x,§) € c”(QxR™) telle que pour tout compact K de Q il

Définition 1 : Nous désignons par S

existe des constantes positives Co’ C, et B telles que

1



2

(1) sup laé%;(x,g)l < C0 Cia+B| al B!O (1_F|§l)m—9|a|+6|8|
x€K
si lgl>B lal® o=22%.
Ici nous avons écrit comme d'habitude
(a) _ 3& B - (9 o
a(B)(x,g) = 8§ D_ a(x,€) , ag = (agi,..., agn)
1 9 1 0
Dx:(T-aTl,.ll,'l_a_xrl) .

Nous remarquons que 6=>1 et si =1, i.e., si o=pP=1 et 56=0, la classe

ST 0.1 est équivalente a la classe pseudo-analytique donnée par F. Treves [4] .
k] 1
m
P,0,0
associé a a(x,£) est défini par la formule

Soit a(x,E) €S (Qx R™) alors 1'opérateur pseudo-diiférentiel

ei<x,§>

(2) a(x,D) u(x) = (20)™" [ a(x,€) u(g) dg
. -

Re
ou u(x) € C:(Q), et

u(g) = I T FE y(x) ax .

On sait bien que a(x,D) agit comme un opérateur linéaire continu de

€'(Q) -5 (Q) et cet opérateur est C -pseudolocal.
m

pP,0,0
de 1'opérateur a(x,D) et son noyau distribution qui est défini par 1'inté-

Pour un symbole a(x,E) € S (@x R™) , nous allons étudier les propriétés

grale oscillatoire :

(3) K(x,y) = (2n)™" f n e1<x-y, 8> a(x,g) dg .
R
Théoreme 1 : Soit a(x,E) € Sz 5 O(QxﬁRn) . Alors on a
9 1
(1) K(x,y)ea®@axa\a) , o=52% , 8={(x,x);xen} .

(ii) a(x,D) est pseudolocal Gevrey d'ordre 9, i.e. pour u€ €' (Q) quel-

conque a(x,D)u est une fonction Gevrey d'ordre § dans tout ouvert ou c'est

L\_rrai de u(x).



Pour démontrer (i), on doit estimer 1'intégrale oscillatoire

a B n a i<x-y, &> B Y
D" D" k = ! - .
x Dy (x,y) (2n)” = () I e (-g)" € 2 (goy) (x,€) dg
Y <a.
Cela est fait a partir de 1'hypothese (1).
Le symbole de 1'opérateur pseudo-différentiel est souvent donné
comme une série formelle : '
@ [}
(4) aj(x,g) , aj(x,g)ec(oxmn) sy §=041ye0n .

j=0

Dans ce cas nous posons l'hypothese suivante :

(H,) Pour tout compact K de Q, il existe trois constantes positives
1 A
Co’ C1 et B telles que
(5) sup la'®) (x,€) <¢C (:'(J“”Bl”(lfshj):O at (1+|f§l)"“”I"‘I"f’lﬁl'(p'é)J
x€K i(B) o 1
pour gl 2B(j+ lal)®, e:-‘%é— .

Alors on peut construire le vrai symbole Gevrey-pseudo-analytique de la
série formelle (4) comme dans le cas analytique de F. Treves.

On utilise une série de fonctions wj(g)e Cm(Rn), j=0,1,..., vérifiant
(6) oSch(g) < 1 pour tout £ et LPj(g) - 0 si lgl <2r sup(3%,1)

et 9.(g) =1 si lgl>3® sup(3%,1) ;

lal

(7) ' | p* cpjl < ('_(e:j) si lal<2j .
R j
Prenons R>’2e-1 B, ou B est un nombre donné dans (5) et posons
. ©
(8) a(x,g) = x @(j) a.(x,g) .
j=0 J

. oM n
Alors on a a(x,§)tSp,6,o(Q‘xR ) .

Ca c'est démontré par le procédé de F. Treves.

Ensuite, nous considérons la composition des deux opérateurs.
' "
Soient a(x,g) € ST (Qx R") et b(x,8)es™, ., _,(QxRY)
p',d8',0! p, 6", 0
avec 6'<p". Soit Q' relativement compact dans () et prenons he;C:(Q) avec
k=1 sur un voisinage de Q' . Alors le symbole de 1'opérateur de composition

r(x,D) = a(x,D)hb(x,D) est donné par



(9) r(x,g) a(x,D+£) h(x) b(x,§) =

(2m)™" J’Rn j‘Q XV (x,e+M h(y) bly,e) dy an -

Posons & = max(8',86"), P =min(p',P"), 0=max(c',0") et m=m' +m" .

Par le théoreme 1, 1'opérateur r(x,D) = a(x,D)hb(x,D) est §-pseudolocal

dans (' avec 6:-5%75 . De plus si 1'on pose
5 1 (a) a i
r.(x,€) = — a (x,E) D_ b(x,g) , j=0,1,2 ...,

J lal:j ot X
on voit aisément que la série {rj(x,g)}j;o vérifie la condition (Hl) dans
QOx R™ . Nous prenons une série de fonctions {@j}z_o comme ci-dessus et
posons

~ @
(10) r(x,g) = ¢ ¢.(¢) r.(x,8) .
j=0 J J

On a r(x,g)esg' 5 G(me“) et on sait bien que r(x,£) - r(x,§) €8 (Q').
9 9
Théoreme 2 : On a

(11) r(x,D) = r(x,D) +F dans Q' ,

ou F est un opérateur intégral a noyau F(x,z) € Ge(Q'><Q').

.

Ensuite nous allons chercher le symbole de 1'opérateur adjoint

t m m n
a(x,D) de a(x,D)ESp,b’o- Pour a(x,g)ESp,é’o(QxR ) , posons .
a (a) .
rj(X,g) = I (—Dx) a (x,-€) , J=0,1,... .

|a|:j

Alors {rj(x,é)}z_o satisfait a 1'hypothese (Hl) et on peut construire un

symbole

@

m n
r(x,€) = £ 9.(g) r. (x,)€S8 (Q=R") ,

i—o I J Pyd,y0

J_
avec {@j(g)}z_o donnée plus haut.
Théoreme 3 Soit ac¢€ SE 5.6 " Alors pour tdut ouvert (' relativement

b b

compact de (Q on a

ta(x,D) = r(x,D) +F dans Q' ,



liﬁ F est un opérateur intégral a noyau F(x,z) € c%(q' xq') avec 0= po =

Finalement nous allons considérer 1l'existence des paramétrix

favorables.

m

Théoreme 4 : Soit a(x,E)€ Sp,b,o

(Qx R™) . On pose des hypothéses

(H2) pour tout compact K de Q il existe des constantes Co’ C1 et B

telles que

(a)

(12) 'a(B)(x,g)l < Co CiOHBI al B!O',a(x,g)l(1+|§')—9|a| + 6Bl

pour x€ K et |§|2B !onle, 6=p—6 H

(H3) Il existe deux constantes c¢c et m' telles que
!
(13) la(x,€)] = c lel™ , xek , lelsB .

Alors pour tout ouvert (' relativement compact de (3, il existe un opérateur
, .

-— ' — N
b(x,D) € Spmé(Q)ﬂSpm6 O(Q') paramétrix a droite de a(x,D) dans Q' tel que
9 9 9

(a) a(x,D)b(x,D)=I+F dans Q' ,

(b) F est opérateur intégral a noyau

F(x,2) €6°(Q' xQ') , o=

(c) b(x,D) est g-pesudolocal dans Q' ,
(d) 1le noyau k(x,y) de b(x,D) est une fonction appartenant a Ge(Q'><Q'\\A),

ou A est un ensemble diagonal.

Corollaire : Sous les hypotheses (H2) et (H3), 1'opérateur a(x,D) est

1
hypoelliptique Gevrey d'ordre ez-p—%—b-, i.e. si a(x,D)ueG‘j Q), a'cqa,
o'>1 et ue€'(Q), alors uE’GY(Q'), ou y = max{o',0} -

Exemple simple : Considérons une équation ordinaire
L 4
pu = x == u(x) -u(x) =0 dans -o<x<o ,

. L ‘4
ou £ est un entier > 2. Alors p(x,E) =ix £ -1 satisfait aux conditions (H2)

et (H3) avec d=f=1, 5=1/4 et donc 6=4/4-1>1.



D'autre part, une solution de Pu= 0 est donnée par

-4
exp{ﬁ- x1 ] x>0

u(x) =
0 x<0 .

L/ 4&-1

On sait que u(x) €G (R), ce qui montre que le résultat du corollaire

est optimal.

# Nous remarquons qu'un résultat identique du corollaire a
été obtenu tout récemment par Bolley, Camus et Métivier [1] dans le cas

ou a(x,D) est un opérateur différentiel par une autre méthode.

# Finalement nous remarquons que tous les résultats peuvent

-~ . ’ ’ . 3 3 . . .
etre considerés au point de vue microlocal : i.e. microlocalisation.

# Le détail de la démonstration paraitra ailleurs.
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