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Conférence n°® 14

REGULARITE HOLDERIENNE DE CERTAINS PROBLEMES

AUX LIMITES ELLIPTIQUES DEGENERES

par C. GOULAQOUIC et N. SHIMAKURA

Soient ) un ouvert borné assez régulier dans R et ¢ une fonction
positive dans § assez réguliére et équivalente & la distance au bord.

Nous étudions l'action dans les espaces de HSlder d'une classe
d'opérateurs elliptiques dﬁ second ordre dans ) dont la partie principale
s'annule comme @ sur 9f) , l'exemple le plus simple étant -div ¢ grad + 1; nous
obtenons en particulier des théorémes 4'isomorphisme ne faisant pas intervenir de
conditions aux limites.

La méthode utilise 1'écriture explicite des noyaux de Green d'opéra-
teurs elliptiques dégénérés particuliers et une technique de perturbation pour obtenir
des estimations a priori, puis un principe du maximum "avec poids" pour obtenir
des résultats d'unicité et enfin un'argument de continuité pour déduire l'existence

dans un cas général a partir d'un cas particulier.

1. HYPOTHESES ET INEGALITES A PRIORI

n
Pour U € Jo,1[ et Q un ouvert de R , nous notons

H@ = {u€c@®ilull =sup lul + sup lu(X)_—uﬁ AR w}
LB oxQ Ix-yl

Nous écrivons aussi |lull = HuHm+ [u]u ol Huﬂm= sup |u|. Plus généralement, pour

k € N et u€J]o,1[, nous notons encore : Q2

Ck+u(§) = {u € C(ﬁ);Dau e M@ pour |o] < k }

muni de la norme naturelle.

k+u =
Ces espaces C u(Q) sont des espaces de Banach.

Soient © un ouvert borné de R et ¢ une fonction positive sur

équivalente a la distance au bord, c'est-a-dire

Q {(xe R"; ok >o}
1) d ={x€eR"; ok =o0}
et dp # O sur 93N .



Nous supposons Q et @ de classe C°° ; en fait, pour les problémes de régularité Cu

considérés ci-dessous, il suffit de supposer Q de classe C2+u

c1+p

et @ de classe
, mais un changement de variables conservant la régularité des coefficients
des opérateurs différentiels considérés permet tout de suite de supposer plus de régu-

larité sur () et @ sans restreindre la généralité. Nous notons encore

C2+u
®

14+u 2+

Q ={fu€c™@; euecTT (@}

muni de la norme naturelle notée | |l .
2+u,0

Nous considérons une classe d'opérateurs différentiels sur  de la

forme (avec D, = E—— )
Jj oX.
J
n n
(2) A -0 3 a, DD + I aD +a_ ,
B

ol les coefficients ajk’ aj,aO sont dans Cu(ﬁ); nous supposons de plus

(3) Les coefficients a,, sont réels et a,, = a,, .
jk jk kj

(4) I1 existe C > O tel que 1l'on ait, pour tout x € Q et g € ]51,

n 2
. E >

L'étude des problémes aux limites pour de tels opérateurs /t fait intervenir la

fonction Z de 9 dans ¢ définie par

n
I a.,D,®
j=p 33
(5) Z = sur 9% ;
n
z a, D.oD @
jlk=1 Jk ) k

Nous supposons aussi

n

(6) a, =2 kzl ajkaw sur 9of2 pour j = 1,...,n.

Il est facile de vérifier que Z est un invariant et que les conditions
(2) (3) (4) (6) ci-dessus sont aussi invariantes par changement de variables et
de fonction ¢ . Un exemple typique d'opérateurs J est -@A + X ot X est un

opérateur du premier ordre qui, sur 9 , est de la forme Z grad®. grad + aj i



en particulier, pour Z = -1, nous retrouvons les opérateurs -div grad + aO qui
furent étudiés dans [2].

La théorie hilbertienne de tels opérateurs /e(cf.[6] [5]1 [3]) a montré
que, selon les valeurs de Z, les réalisations de J*’font ou ne font pas intervenir
de conditions aux limites sur 3} . Nous nous intéressons ici surtout aux cas ou les
problémes sont bien posés dans les espaces Cu sans conditions aux limites, ce qui
s'avére correspondre & Re Z < O; ici, pour plus de clarté, nous supposerons Z réel

et la condition Z < O peut encore s'écrire :

(7)

N~

a.D, < 0 sur 90 .
1 J ]w

3
Nous pouvons maintenant énoncer le premier résultat, a savoir une
estimation a priori analogue & celle de Schauder pour des opérateurs uniformément

elliptiques.

Théoréme 1 : Soit un opérateur A vérifiant 1les hypothéses (2) (3) (4) (6) (7).

Il existe C > O telle que 1l'on ait pour tout u € qi+u (ﬁb

(8) <ciidd + ull ) .
U H

HuH2+U,m
De plus la constante C dans (8) ne dépend que de la norme Cu(ﬁ) des coefficients
detfeet de la constante d'ellipticité dans (4), Q et ¢ étant fixés ; elle peut
étre choisie indépendante de Z pourvu que Z prenne ses valeurs dans un compact de
]- », of . ’

Pour obtenir une telle estimation, nous nous ramenons par localisation,
difféomorphisme et perturbation au cas d'un opérateur modéle sur

n

= = ' n . >
R, {x (x ,xn) ER ; X 0} de la forme

£=—an +ZDn.
Nous suivons une méthode analogue a celle de [1] mais sans noyau de Poisson et le
noyau de Green a une singularité trés différente au bord, ce qui complique considérable-
ment les estimations.
Pour x,y distincts dansimi , hous notons
Z +2-n -Z-2

1 —_—
- 2 2
E(x,y) = YynZ ! J {lx—yI26 + Ix-§12(1—6)
' o

{6(1 - 8)} an

avec § = (yl""’yn—l'—yn) et



et E(x,y) est une solution élémentaire de Jf; plus précisément :

. n . n
Lemme 1 : 1i) Pour x € Iﬁ_, E(x,.) est localement intégrable sur Iﬁ_ .

ii) Pour f continue et & support compact dans Iﬁf et x € Ei} , Ef
définie par
CEf(x) = J n Eey)E(y)dy
R
+
est une solution de l'équation Lu = f dans ]RI: .

iii) Pour u de classe 02 et a support compact dans ﬂif, efu = u dans

En particulier pour Z = - 1 et n = 3, nous avons

E(x,y) = L .

v
27 |x-y!| Ix-yl

Nous renvoyons & [4] pour la démonstration de ce résultat qui, dans le
cas général, découle de la connaissance de la solution élémentaire de 1l'équation
d'évolution associée (cf. [7]); dans le cas 2 = - 1, nous pouvons nous ramener
a un opérateur elliptique par un changement de variables augmentant la dimension.

Nous renvoyons aussi & [4] pour la démonstration trés technique du

résultat suivant :

Lemme 2 : Notons K l'un quelconque des opérateurs intégraux associés aux noyaux
Dx E ou Dx Dx xn E pour 1< 3j,k<n . Pour Z restant dans un compact de
J j ok

]- ©,0[ , il existe C tel que 1l'on ait pour tout R > O et tout £ € Cu

(]Rn ) nulle
+
pour |x| =2 R,

[kE] < clEll. et
u u
U
Ikell, < cdigl, + R7[£] ).

Le lecteur peut aisément voir comment ces lemmes permettent d'obtenir les

inégalités a priori du théoréme 1.



De méme les inégalités a priori dans Lp pour 1 < p < © résultent du

fait que les opérateurs K sont continus de LP(Iﬁf) dans lui-méme pour

Max (1,-1/z) < p < o |

2. UNICITE ET EXISTENCE DE SOLUTIONS

Nous avons d®ord une inégalité analogue a celle du principe du

maximum, & savoir

Théoréme 2 : Soit un opérateur jé vérifiant les hypothéses (2) (3) (4) (6) a
coefficients réels avec' de plus a >0 et 2< -1 . Il existe alors C et k > O

tels que, pour tout u réelle dans CZ(Q) n Co(§5 vérifiant fu = £ € Co(§3, on ait

u (X) l

il & T Togo )

k supl £(x) |

") C - Logy(x)

La démonstration est trés proche de celle du cas elliptique, aprés avoir
effectué le changement de fonction u = (C - Logy) v.
‘ Ce théoréme implique évidemment 1l'unicité de la solution u dans
C$+u(§ﬁ de JAu=fE€ Cu(ﬁ); en fait cette unicité peut aussi se montrer directe-
ment en utilisant le principe du maximum & 1l'intérieur et 1'étude du comportement au :

bord sous des hypothéses plus faibles, a savoir

Proposition 1 : Soit un opérateur A vérifiant les hypothéses (2) (3) (4) (7) a

coefficients réels avec a_ > O.
i- ' 2+U = .
Alors Ju = O n'a dans C(D () que la solution nulle.

Nous déduisons alors du théoréme 1 et de la proposition 1 le résultat

Qr

Théoréme 3 : Soit un opérateur J%’vérifiant les hypothéses (2) (3) (4) (6) (7)
coefficients réels avec de plus ag >o0.

Alors ]t est un isomorphisme de C$+u(§3 sur Cu(ﬁ).

Nous montrons d'abord que l'opérateur.ﬁg = -divograd + 1 est un isomor-
phisme de Céfu(ﬁ) sur Cu(ﬁ) en utilisant la théorie hilbertienne et 1'approximation
par des situations trés réguliéres. La fin de la démonstration utilise alors une
méthode classique de continuité appliquée aux opérateurs ﬂi =tA + (1 - t))%’pour

t € [o,1].



3. REMARQUES

1) Par application des résultats ci-dessus et du théoréme de Leray-
Schauder ou de la méthode de continuité, nous obtenons des résultats d'existence

pour des classes d'équations elliptiques dégénérées non linéaires; ainsi, par

24U, =

exemple, pour f € Cu(ﬁ), il existe une unique fonction u € C () telle que

-div@gradu + u3 = f .

2+
2) Un opérateur tel que -div@grad a le méme spectre dans C H

U

que dans

e

le cadre hilbertien; en particulier si f € C (Eb et vérifie J f(x)dx = 0, il
24y =

existe une fonction u € C@ u(Q), définie & une constante prés,Qsolution de
-div @.-grad u = f; en notant w = -@grad u, nous obtenons une solution w dans

(C1+U(S_2))n de div w = f avec w ~0.

ol
3) La régularité d'ordre supérieur dans les problémes considérés ici
s'obtient aisément par récurrence en gagnant d'abord sur les dérivées tangentielles
au bord puis sur les dérivées normales par utilisation de 1l'équation et des
inégalités de Hardy; ainsi, dans le théoréme 3, si on remplace U par k + U

(avec k € N ) dans les hypothéses, il en va de méme pour les conclusions.
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