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Conférence n® 5

COMPORTEMENT SEMI-CLASSIQUE DU SPECTRE

DES HAMILTONIENS OQUANTIQUES ELLIPTIQUES

par B. HELFFER et D. ROBERT

Introduction

L'un des postulats fondamentaux de la mécanique quantique (pfincipe de
correspondance de Bohr) dit que 1l'on doit retrouver les lois de la mécanique
classique lorsque la constante de Planck A > O tend vers zéro.

La dynamique d'une particule quantique, non relativiste, de masse m,

obéit a 1l'équation de Schrd8dinger :

2
if %%-(t,x) = - %B-Aw(t,x) + V(x). P(t,x)

(Sh)

vo,x) = P_(x)

) étant la fonction d'onde de la particule .

Posons ¥ = h. Vm et Q(h) = - %;—A + V . Q(h) est un hamiltonien quantique;

1 2
l'hamiltonien classique correspondant est la fonction : q(x,§) = E—IEI + V(x),

*
(x,£) € T . R” . La dynamique classique est décrite par les équations de
Hamilton : |
( dx _ 9dg
at = BE (XIE)
% ¢ %€ _ _9q
(#) at 3x(x,E)

\X(O) = Xo ’ E(O) = go

La vérification du principe de correspondance consiste & étudier comment le

probléme (Sh) se transforme en Q& lorsque h tend vers zéro. Ce probléme a déja

fait 1l'objet de nombreux travaux, en particulier de la
Maslov. Dans [2] J. Chazarain a donné des informations
distribution tempérée :

in" L. t0 (h) ]

sh(t) = Trace [e

lorsque h - O . Ce comportement est relié aux périodes

de Qg). L'objet du présent travail est de prolonger ce

part de Duistermaat, Leray,

précises en étudiant la

des trajectoires périodiques

type de résultats a des



hamiltoniens plus généraux, d'ordre 2, admettant un développement asymptotique en h.

Ces résultats nous permettent de donner des informations sur le spectre d'opérateurs

A(h) d'ordre 2m, m > O , en étudiant : Sh(t) = Trace (exp[ih_l.t.(A(h)l/m])

On améliore ainsi, dans un cas particulier, des résultats récents de L. H8rmander
(Is1).

Résultats : On pose A{x,E) = (1 + ‘xl2 + lEl2)1/2 , (x,&) € ]R2n et,sim€ R,

(o]
on désigne par s™ 1l'espace des symboles s € C (R X IJH tels que pour tous O et B € N?

sup (x5 lol-m 13} s, < 4o
2n
R

On appelle symbole admissible d'ordre m € R, toute application h w——s(h)

14

de ]O,ho] ’ ho > 0 , dans sm telle qu'il existe une suite de symboles (sj)j > 0o
s. € Sm_j , vérifiant
J
_N N-1 .
h (s(h,x,E) - I hls_ (x,8))
j=o

-N

décrit un borné de Sm (pour la topologie usuelle) lorsque h décrit ]O,ho].

On écrit alors : s(h) ~ ¢ hj.s,
] J

Soit alors a(h) un symbole admissible d'ordre 2m > O, a(h) ~ z: hja..
j=0
On suppose qu'il existe c et C < O telles que

(1) c. X(x,E)zm < ao(x,E) < C X(x,€)2m pour tout (x,§) € ZR2n

De plus on suppose que,pour tous O et B € ZNn, il existe C(a,B) telle
que

(2) 13} 3an' < ca,py. A (2m-iol=iBh

a

X (2m-1-lo| -|B|)+

3y 15% 3%a | < cl,B). A
x 1

Enfin on suppose que a(h,x,hD) est symétrique sur C:(E{n) pour tout h € ]O,ho].

Sous les hypothéses précédentes on a

Théoréme 1 : Il existe hé > O tel que pour tout h € ]O,hé] 1'opérateur a(h,x,hD)

2

admette un unique prolongement autoadjoint positif injectif de L (IJB , noté A(h).

De plus 1l'opérateur (A(h))l/m (défini par le calcul fonctionnel) est un opérateur

pseudo-différentiel défini par un symbole admissible d'ordre 2

qg(h,x,8) o : hjq-(xrg)
j =2 o J



1On a les propriétés suivantes

(1) g (x,8) = (a (x,g))l/m
! (o] o] 2
| 1 & 4 95
(ii) SPq = q - = ) est réel
gef 1 21 §m 9%498,

(iii) Pour tous o , B € N il existe C'(a,R) telle que

al < cr,p. il IBh,

q1| < C'(a,B). )\(1-|oc|-IBI)+

On constate facilement que A(h) est & résolvante compacte pour tout hEﬁ]O,hé]
>0 la suite croissante des valeurs propres de A(h), ol chague
=
valeur propre est répétée suivant sa multiplicité. On pose : uj(h) = (>\.(h))1/m et
' 1/m

Soit alors (M. (h)).
J J

-1 -1 2
Sh(t) = Trace exp (-ih "t.g(h)) = Zg exp (-ih .t uj(h)) oid Q(h) = (A(h))
j=o
On a bien sir Sh € .4'(12). Désignons par H le champ hamiltonien associé a q,-

On introduit la terminologie suivante : une®trajectoire d'énergie A , A € R ,
est une courbe intégrale de H située sur l'hypersurface : {qo(x,g) =)\X1}.

I étant un intervallg réel, on désigne par ia l'ensemble des périodes

des trajectoires périodiques de Hq , d'énergie -T avec T € I. Soit alors
' -in~11.t
une fonction test p € CZ(I%) et gosons : IT(h) = <Sh(t), p(t).e * Tehs
| Théoréme 2 : Supposons qu'il existe €o > 0 tel que
[ee]
supp o N 1? =@ . Alors : IT (h) = 0(h ) lorsque h —s O.

Jt-e , T+ [
@] (@]

O étant toujours une période, on a une singularité décrite par le

Théoréme 3 : Supposons qu'il existe € > O tel que : supp P rxlf =0
—— o ITo=€gr TotEol
et que q, n'ait pas de valeur critique dans [- To - Eo’ - To + eo] . On a alors
1- ds 2-n
I_(h) = (2rh) " p(0) | —t + 00" ™ ; h—so
T _ lgrad q_|
q (x,g)=-1 o
o
" 2-n . <
pour tout TE [TO - e r Ty + go[ . De plus O(h ) est uniforme par rapport a T
(dST étant la densité riemannienne sur 1'hypersurface : {qo(x,g) =-1}).



Posons Nh(A) = card {j € N ; uj(h) < A} .
Théoréme 4 : Soit A > O non valeur critique de q, - On a alors
_ -n f[ 1-n
Nh(k) = (27h) “ dxd& + o(h ) ; h_,0.
qo(x,£)<>\

Des résultats précédents on déduit le comportement de Nh(K), a h fixé lorsque

A —a +© . Soit a € S2m y a A E : aj ’ aj € Szm_:J . On suppose que a2m est
j < 2m

2n
un polyndme homogéne de degré 2m en (x,§) et que a m(x,E) >0 si (x,£) € R\(0).

2
On fait 1'hypothése que a(x,D) est symétrique sur C:(HJH . Il est bien connu qu'alors

a(x,D) est essentiellement autoadjoint et que son spectre est une suite croissante

de valeurs propres ( Xj)

j =0
Posons : N(A) = card{j,Aj < A}
Théoréme 5 : (4) N(A) = Y, - An/m + O(A(n—1/2)/m) ' A —y +
N -n ([
ou : Yo = (2m) J dxdg
“om(x,8) <1
Si de plus a - a € Szm—2 on

2m

(5 N = v, A oD /my

; A—s + ©

Remarque 1 : Le théoréme 4 améliore le résultat (4.3)" de L. H6rmander [5].

En effet (4.3)" donnerait ici :

N (A) = (21rh)_nJr ax a& +om¥3™ ), e>0, hpo .
h J <
q (XIE)\X
o
Remarque 2 : Les théorémes 2 et 3 ont été établis par J. Chazarain [2] pour
Q(h) = -h'. A + V sous des hypothéses analogues. Notre démonstration utilise les

méthodes de [2]

Remarque 3 : Guillemin-Sternberg [4] annoncent (5) dans le cas ou a(x,f) est un

polynéme en (x,£) sans faire 1l'hypothése a1 = O.

Remarque 4 : L. H6rmander [5] montre que si aj est homogéne de degré 2m-j , pour
tout j < 2m, alors :

1
(n-=) /m
(6) N(A) = Yo )\n/m oYy A 2 + O(A(n_s)/m) pour A —s+® et pour

2
t § < =
out 3



ou Y, = - r a -——in————
1 Ja =1 2wl . lgrad a. |
2m g 2m
Notre résultat (5) montre que (6) est vérifiée pour § = 1 lorsque a1 = o.

Nous pensons &tre en mesure de montrer prochainement que (6) est vérifiée avec § = 1
en supposant seulement que a2m_1 est homogéne de degré 2m-1. Il est clair que
§ = 1 est la valeur optimale de 6 pour avoir (6), en général, comme le montre
1l'exemple de l'oscillateur harmonique.
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