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Conférence n° 11

PROBLEME DE CAUCHY MICRODIFFERENTIEL

par T. MONTEIRO FERNANDES

Soit X :ne variété analytiquf compiexe. On note T;X la section nulle du
fibré cotangent T X et on pose T*X =T X - TXX. Soit M 1la projection de T™X sur X.
Dans T X on considdre une sous-variété V involutive homogéne lisse. On note ﬁx
(resp. ﬁx(m)) le faisceau des opérateurs microdifférentiels d'ordre fini (respective-
ment d'ordre inférieur ou égal a m) de Sato, Kawai et Kashiwara et iﬁé le sous-

faisceau d'anneaux de ?&, , engendré par les opérateurs de f;(l) dont le symbole
!
v

d'ordre un s'annule sur V. On pose, pour m € Z ,

§§1(m)

1
D, m = 55\1, n¥ (m ot grad %\1, - @ —————2\1’
: m =0 (m-1)
v

; *
On note CjT*X(j) le faisceau des fonctions holomorphes sur T X, homogénes de

degré 1 par rapport a la variable de la fibre ; soit Iv 1'idéal de définition de V

( & o = & o —————8T*X(j)
et I_(j) =I_ N x (J) . On a = " I et (3) = :
v v T X v T X v v def IV(J)

* *
Soit T la projection de TV(T X) sur V et notons Sv le faisceau (sur TV(T X))
1

v @’?(0)
T X

-1
m_~ (grad 2 o7, (0)) .

Soit '%2 un Qé—module cohérent; on appelle bonne filtration de 'hi

toute famille {7nj} ez de ‘%X(o)— sous-modules de 7TH, cohérents, vérifiant
W m= U m
jEm
(ii) Pour tout m = O , %1 mM., =M™ '
\% J J+m

(iii) 7nj =0 pour j< O,

(iv) 1l existe kO > 0 tel que pour k = ko, m= o,

L (m) '%”.k =W

(9%
\Y k+m



%

On pose grad m= 6?(ﬁ2/ﬁ%_1) i le sous-ensemble de TV(T X)
j -
1 - *
com =  supp [ﬂ 1(grad m & G ) & G (T X):] est analytique ,
\Y% o \Y T
def &T*X(o) Sy v

*
conique par rapport aux deux actions de € et indépendant de la bonne filtration

choisie. C'est la variété l-microcaractéristique de M. le long de V.

. . . ) . 1
Soit maintenant hl un fa-module cohérent et soit ﬂ% un ,ﬂvfsous—module
cohérent de 7n,qui l'engendre. Le sous ensemble Cé(fno) est 1indépendant du checix
. B 1 . -
de fma ~e qui permet de définir Céﬂﬂ) = Cv(fﬂb). Ses élements sont appelés les

directions l-microcaractéristiques de 7 le long de V.

Théoréme 1 : Soit O4m»ie —m - 71 — 0 une suite exacte de zi—modules
1 1 .
cohérents; alors on a CV(”D = CVGf)LJ Cé “n

2
Si P est un opérateur dans Q%(m), P ﬂ'.zi(m-l) et m =2 O, on lui associe
la partie homogéne de degré m du développement de Taylor du symbole principal

Um(P) le long de V. On définit ainsi une section de fo que l'on note

v (T*X)

1 . 1
o (P) . siPE ‘%(—1) on pose O_(P) =0 .

Théoréme 2 : Supposons ] défini par une seule équation M= %i/i&P , ol

P € 9\17(m), P ;Z %(m—l) et P £ é{(-l)ﬂé . On a alors 1'égalité

b 3 * E 3
c\l’«m - {x,8) € T (T X, 0\1,<p) (x ,8) = o}

Les directions non l-microcaractéristiques sont alors non microcaractéris-
tiques au sens de Kashiwara et Schapira [1]. sSi Un‘wﬂ) est un couple de {& -modules
cohérents on définit (de maniére analogue & [1]) la variété l-microcaractéristique
C1(7mﬂ), comme suit : on note A le fibré conormal & X dans X x X (ot l'on identifie
X & la diagonale de X x X) et on pose C1 Hr = CZ(’”I:O"l‘) P ﬂ* désignant le module
adjoint de M (cf. [s.K.kK.]).

Soit maintenant Y une sous-variété de X. On dit que Y est non l-microcaracté-
ristique pour le f&—module M le long de V, si, pour toute fonction holomorphe ¢
nulle sur Y, avec dp # O, le champ hamiltonien H@ est non l-microcaractéristique
pour 4% le long de V.

Cette définition s'étend de maniére évidente & un couple (ﬁifﬂj. Soit d

* *
la codimension de Y dans X et p (resp. ) la projection T X X Y - T Y (resp.

* _ *
TX XY o5 TX). X
X



’ Théoréme 3 (Cauchy-Kowalewska) : Soient'7ﬂ et 4@ deux fk—modules cohérents

E définis dans un ouvert U de T*X, Y une sous-variété de X non l-microcaractéristique
H __1 . i

| pour (7,%) sur 3 " (U). On a alors un isomorphisme naturel

o lw Hom, (MM = m,%m%(m/, 8, ) & (& _ . en [

< v Te  ¥oX

*
Théoréme 4 (Propagation) : Soit 2 un ouvert de T X dont le bord 3 est de classe
. - * * *
cl au voisinage de p € 90 . Supposons Q = {x € T X, @(x ) < 0} et
1
HLD(P) ¢ cMA) . on a alors

R T (R fomy, (M, %)) =0
T*X—Q Zgx p

Le théoréme 3 (resp. Théoréme 4) est 1'analogue du théoréme 3.1 de [1]
(resp. du Théoréme 8.2.1 de [2]) avec 7iw remplacgant 7 .
Les mémes résultats sont obtenus par Yves Laurent [3] en microlocalisant

les opérateurs de fkl .
\Y
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