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Conférence n° 2

VALEURS PROPRES POUR DES OPERATEURS
HYPOELLIPTIQUES

par J. SJÔSTRAND

Ceci est un travail en collaboration avec A. Menikoff.
Soit X une variété C°° compacte de dimension n, munie d'une densité
C , strictement positive- Soit P Ç L ^ ( X ) , m > l , de symbole principal p^ 0 .
On suppose :
( 1 ) P est formellement autoadjoint.
( 2 ) Z = p ( 0 ) est une sous-variété fermée de T^X\0, de codimension d,
et p s»annule d'ordre 2 exactement sur S.

Sur S on définit le symbole sous-principal

0 0

(ou le symbole complet en coordonnées locales est ^ - p + p + p + . . , ) .
m— j. m— ̂

Pour p 6 Z on définie la matrice fondamentale

Fp : T (T^X\0) - T (T^X\0)

par o(u,FpV) = p^^v), ^n,v ç Tp(T^X\0). Les valeurs propres non nulles

de Fp sont de la forme ± i^, . . . , ± i^ , (p, > 0, k = k ( p ) ) . On pose fr = ë ^L . .
1 ^On suppose

I <^s^

(3) Sp+-Tr > 0 sur Z -

En utilisant des résultats de A. Melin, Boulet de Monvel-Grigis-

Heiffer , HOrmander, on montre facilement que P est autoadjoint dans L2

avec domaine de définition ( u 6 L 2 ; Pu ç L2} et que le spectre de P est

discret et borné intérieurement. Si 6 = ( 9 ' , 9 " ) sont des coordonnées locales
sur T^X\0 telles que Z soit donnée par 6 " = 0 et d9 = dxdÇ, alors la

densité œ ^ d O » ) =——————————— sur S ne dépend pas du choix de 6- Si
(detp^)172

m d - 2 n = 0 , cette densité est homogène de degré 0 et donne lieu à une

densité invariante ^ ' (dS?) sur l ' image if de S dans S^X.

Si N ( X ) est le nombre de valeurs propres de P qui sont < X, nous avons le
résultat suivant :



Théorème : l) Si m d - 2 n > 0 , alors

N ( X ) = il-0!1!)- f - r dxdç.x"7'"1 , x -
(2TT)" p ( x , Ç ) < l

2) Si m d - 2 n = 0 , alors

N ( X ) = (^o(l))•^n / m lo^———— f ^(de") , X
) v /*"'/ _ \ n — d/ 2 / - . \ T ^ / ^ i ' i\ S(2Ti) m . ( m ~ l ) r ( l + — )m

3) Si md - 2n < 0 , alors

n-d/2 ^
^ /- i^ •^m-1 - (TT-Tr+S-) p, .

N(X) .ItLiUlL^——————————J e 2 ^-1——— œ ^ d e ' )
(2.)n"d/2^(l.^^) z (l-e-^J)

m-1

La démonstration est basée sur la formule ;

trÇe^) = J ' e ^ ^ d N Î X ) .

Rappelons que le cas où S est symplectique a été traité dans

Menikoff-Sjôstrand "On thé eigenvalues of a class of hypoelliptic opéra-

tors". A paraître dans Math. Annalen.


