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Conférence n 1

HYPOELLIPTICITE POUR DES OPERATEURS
DIFFERENTIELS SUR DES GROUPES

DE LIE NILPOTENTS

par B. HELFFER et J- NOURRIGAT

On considère un groupe de Lie G niipotent, connexe, simplement
connexe dont l'algèbre de Lie Q admet une décomposition en somme directe
de sous-espaces :

Q = ( ^ © . . . . . e ( ^

tels que [ Q . , Q , J c: Q . . , en convenant que Q . . = 0 si i + j > r. On

associe à cette décomposition un groupe de dilatations ô sur G. Soit
L

P un opérateur différentiel sur G, invariant à gauche, homogène de degré
m pour les dilatations ô , , (On identifie P à un élément de l'algèbreT>
enveloppante universelle complexifiée de G ) . Rockland a conjecturé l'équi-
valence des deux propriétés suivantes :

i ) P est hypoelliptique dans G
ii) Pour toute représentationD » unitaire, irréductible, non triviale

de G, l'opérateur PKP) est injectif dans -O,--, (où -Op désigne l'espace
des vecteurs C de la représentation).

L'implication i ) => ii) a été démontrée par Béais,et le récipro-
que ii) ̂  i ) , dans le cas où r = 2 , par Béais et Heiffer- Nous nous
proposons de démontrer l'implication ii) ̂  i ) dans le cas général.

La démonstration repose sur des estimations a priori pour les
opérateurs images de P par des représentations induites a partir de sous-
algèbres de G, et dépendant de certains paramètres.

L'une des motivations de cette étude est le fait que, par des
techniques d'addition de variables, on peut obtenir, à partir du résultat
d'hypoellipticité sur un groupe de Lie, des conditions suffisantes
d'hypoellipticité pour des classes plus générales d'opérateurs différen-
tiels.


