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Conférence n 14

SUR LA THEORIE SPECTRALE DES PROBLEMES
AUX LIMITES PSEUDO-DIFFERENTIELS ELLIPTIQUES

par G. GRUBB

Soit P un opérateur pseudo-différentiel classique, opérant
dans un fibre vectoriel E sur une variété S? compacte, de dimension
n et sans bord ; soit QCS et soit P la restriction de P à Q (P u=(PîO [ ) . P

\ i a. ù " À

est supposé auto-adjoint et fortement elliptique (et positif), dîordre
H> 0. Si P a la propriété de transmission par rapport à ôQ (et A = 2m,

om entier) on peut étudier les réalisations ( P + G ) - de P + G dans L ( Q ç E ) ,
de domaine

D ( ( P + G ) ^ ) = [u6 / (Q^ITU^ 0} ,

où T et G sont des opérateurs de trace, resp- de Green singulier,

convenables- Exemple : P , la réalisation de Dirichlet- L 'étude de ces
réalisations permet des manipulations avec des problèmes différentiels,

par exemple la réduction d 'un système de Douglis-Nirenberg à un
système o.ps.d. d 'un seul ordre [3Î , l 'é tude de Au = À. Bu avec A et B

elliptiques, le problème considéré dans [l], étudié là par d'autres

moyens-
Pour la théorie spectrale nous étudions la résolvante R., -

L 'étude pour |À[ -» œ dans un secteur W = (X = re (r ^ 1, 0 < 9. ^ 9 ^ 9o < ^ }——»————— j^ ^
présentée dans [4j , ^3], conduit à l 'estimation principale du nombre

N ( t ) de valeurs propres inférieurs à t, et servirait aussi à l 'étude des
puissances complexes, l ' indice, des équations d'évolution. On a montré

dans [4^ la décomposition suivante

^- (P-XI)^G^ ,

où G, est un opérateur de Green singulier, ( P - X I ) et G, ayant des
À \î /w

développements en une somme finie de termes à symbole homogène plus
un reste, satisfaisant à des estimations naturelles par rapport à

1 1 l î / 1 1 t ( 2 ^K \\2\l/2 " ( • \ ( 1 / ^la norme ||u||̂  = (||u||^+îi ||u||^) ou ^ = ( X |

L'étude dans une "région parabolique" V = ( X ( ( X ( ^ 1 , R e X < 0 ou
^ c / n ' °

( l m X J ^ ( À . I " " } conduit à des estimations plus fines de N ( t ) (et de la



fonction spectrale). Nous avons complété ce travail pour le cas

sans bord [5J (sans hypothèses sur la multiplicité des valeurs propres

de p ( x , Ç ) comme dans [ô], [ 2 ^ ) en démontrant pour A 6 P :

(1) ^.s , N ( t , P ) . Cpt^.C^t^172"^) pour t -œ ,

(2) t r e ( t , x , x ) = C^xH^ (^(t^-"1724-6^ ) pour t - co ,

(uniformément sur Z ) , où

C-(x) = —1—— f trEp^x.çr^dœ , C- f C-(x)dx ,
p n(27i)11 "S p 'S

avec un résultat pareil pour les systèmes pseudo-différentiels forte-

ment elliptiques de Douglis-Nirenberg.

Une difficulté dans la démonstration est que les dérivées

en Ç de (p ( x î S ) - X l ) ont un bon comportement seulement jusque

l 'ordre ^ - On ajoute p-= ( x ( comme variable cotangente, pour utiliser

le théorème de Calderon-Vaillancourt (amélioré par Kato [?j) dans

R , qui exige seulement [.(n+l)/2j + 1 dérivées en Ç ; cela entraîne

des estimations dans P dans les normes j!u|| . Pour obtenir ( l ) i (2)s^ F
pour P on a besoin d'augmenter l 'ordre (en remplaçant P par P ) de

manière que rH > e n. La généralisation aux problèmes aux limites

est encore "work in progresse-
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