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NOYAU, RESOLVANTE ET VALEURS PROPRES

DÎUNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES

par

P. BOLLEY, J. CAMUS et PHAM THE LAI

INTRODUCTION. - Dans cet article, on étudie le comportement asymptotique des valeurs
propres pour la classe des opérateurs elliptiques dégénérés quasi-homogènes introdui-
te dans (5) et variationnels.

Ce sont des opérateurs qui, dans une carte locale, s écrivent :

M L(t ;D^,DpE I ^j ta+ÔN+j ̂ t '

où m e K , ô > 0 , a e '2 avec a + m e t a + ô m e T î .
Leur symbole L(t ; Ç,T) vérifie la propriété de quasi-homogénéité suivante :

L(t/X ; X^.XT) = À^LCt ; Ç,T) .

Dans cette direction, des résultats ont déjà été obtenus :
1 - Pour l'opérateur

L = div vp grad + ^ A^_ A^_
^-»3

où y est une fonction C^CST) équivalente à la distance au bord r de îî ,
Î2 étant un ouvert de I? et où

^^i^-Vj^
est un champ de vecteurs tangents à F ; on sait alors que si

N(T) = 1
À^X

est la fonction de répartition des valeurs propres X . d^e réalisation dans
L (Q) de l* opérateur L , on a : N(X) ^ c . X ' comme dans le cas elliptique,
la constante c s'exprimant par une intégrale sur le domaine îî , cf. M. S.
BAOUENDI - C. GOULAOUIC (3) , M. GUILLEMOT-TESSIER (6).

2 - Pour l'opérateur L = div \f grad , on sait alors que N(X) ^ cX si n > 2 ,
la constante c s'exprimant à l'aide d'une intégrale sur le bord F de ^ , cf.
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C. NORDIN (10), I. L. VULIS - M. Z. SOLQMJAK (16).
Plus généralement, G. METIVIER (9), PHAM THE LAI (Jl) (12), M. TOUGERON (14) ont

obtenu l'équivalent Nft ) ^ ^^^-^/V^') p^ ̂  opérateurs L d'ordre 2m ,
dégénérant au bord à l'ordre k dans toutes les directions Çie : 0 = 1 et
o = k - 2m) pour n > 2m , NC\) ^ c.À1172111 pour n < 2m et lorsque n = ^ ,

1 yi, "• K ^ K
N(X) ^ c.X Log À , la constante c s'exprimant pour n > -r- à l'aide d'une inté-

Pm
grale sur le bord r de îî et pour n < -y a l'aide d'une intégrale sur Çî .

On va montrer que pour les opérateurs généraux (»), on a : N(À) ^ c.À"6 ̂ "^^
pour n > ^1- , la constante c s'exprimant à l'aide d'une intégrale sur le bord
et dépendant de la réalisation choisie pour l'opérateur L , N(À) ^ c .À ' 1 " pour
n < m ^ et N0) ^ c.X^^Log \ lorsque n = m- . , la constante c s'expri-
mant à l'aide d'une intégrale sur r et ne dépendant pas de la réalisation choisie.

En particulier, pour les opérateurs considérés par M. S. BAOUENDI (2) et M. I.
VISIK - V. V. GRUSIN (15) :

A.J__^.(a^Piy

où A est un champ de vecteurs transversal à r sur r et p un entier > 0 , on
obtient que N(À) ^ c.À^'4'2^ (n'"1^ pour n > p + 2 , la constante c dépendant
de la réalisation choisie et s'exprimant à l'aide d'une intégrale sur le bord r ,
N(?0 ^ c.X^2 pour n < P + 2 et lorsque n = P + 2 , N(À) ^ c.À^Log À , la cons-
tante c ne dépendant pas de la réalisation choisie et s'exprimant à l'aide d'une
intégrale sur r . Un résultat de même nature est donné par A. MENIKOFF - J. SJOSTRAND
(8) à ce colloque.

A la différence de (9), nous suivrons la méthode des noyaux d'Agmon ce qui permet-
tra de traiter le cas des opérateurs L non nécessairement auto-adjoints (avec ce-
pendant une hypohtèse restrictive du type Sobolev Min (-a, -a/6) > n ). En outre, à
la différence de (11) et C 1 4 ) » nos résultats s'appliqueront à des réalisations assez
générales des opérateurs L (ie : sans hypothèse de régularité sur le domaine D(L))«

1. - NOTATIONS ET RESULTATS
Soit îî un ouvert borné de P11 . On suppose que ^ est une variété à bord, de

bord r de classe C00 . On se donne une fonction ^ : R11 ->• ]R de classe C véri-
fiant :

Î2 = {x e I?1 ; 4» (x) > 0} ,

< F = { x € ] ^ ; <p(x) = 0} ,

grad ^ (x) ^ 0 pour x e F ,

où grad ^>(x) = (|̂ - (x),.,., |̂ - (x)).
1 n 00 ^nSoient ( X . ) _ , des champs de vecteurs à coefficients C sur K tels que :i oçiçq
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(i) X^ est transversal à F sur F ie : (X^4>)(x) + pour x e F ;
(ii) X^ , pour i = 1,...,q , est tangent à F sur F ie : (X. 4>)(x) = 0 pour

x e r ;
(iii) pour tout x fe ^ , le rang du système (X.(x)) . . . est égal à n .

1 O^l^q
On supposera que X^(x) est, en chaque point de F , intérieur à Cl .
Etant donnés m e M , -a et 6 des nombres réels > 0 avec a + m ^ 0 et

a + ôm :> 0 , on considère 1' espace :

iÇ^Ciï) = {u 6 L2^) ; ^Max(0,o+<ô,a>)^ ^ ^(ft) pour |a| < m}

muni de la norme canonique.
On a noté

X" = X^° ... X^ pour a = (a^,...^) € ^q+1

et <ô,a> = 6 ^ a, + a .
i=1 1 °

On notera V l tun quelconque des sous-espaces V. (î2) = {u 6 rf11 .(î2) ; Y-i11 = °
X. -j (J»ô ^

pour 0 <: j ^ jl} pour A entier avec O ^ A < - o - - 5 - , o u bien l* espace W"1 .te) .^ (T»Ô
(y_u désigne la trace sur F de la dérivée normale d^rdre j de u ).

Soit maintenant a(u,v) une forme intégro-différentielle définie sur V par :

a(UÏY) = î ^ ̂ B^ ^ fx? xa(x;D)u • X3(x;D)v dx
(a,8Jfe^ p w

où a^e C"® , -^ = {(a,e) € îft^ x ï^4'1 ; |a| <: m , |e| ^ m , a = 2(a + <Sm)
^ 0 -6)Ca^^)^ et D^(|^,...,|^).

On suppose de plus que, pour |a| = |0| = m , les coefficients a (x) sont réels
et symétriques.

On suppose aussi que la forme a(u,v) est V-coercive, ie. : qu*!! existe une cons-
tante c > 0 telle que : pour tout v e V ,

Re a(v,v) ^c.|[ v ||̂  .

On en déduit alors que :
(A) l* opérateur différentiel

^
L(x;D) = V X^x;D) (a^x)^"3 Xa(x;D))

(cx,e)€m ^ w

est elliptique d'ordre 2m dans Sî ;
(B) pour tout x e F et pour tout vecteur Ç ^ 0 cotangent en x à F , la forme

/+00 ^ ____________________________«_

a^'^v) » X a (x)tctpXa(x;Ç+grad4>(x)D)u.XP(x;Ç+grad<(>(x)DJvdt
•'o C»,B)feW w

|a[=|p|=m
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est fortement VQR^-coercive ie : il existe c > 0 telle que : pour tout
v e vgy ,

a^Cv.v) >.c .||v||^ .

On a noté, par définition, X^(x;^+grad ^(x)D^) = X^(x;Ç) pour i == 1,...,q et
Xo(x;Ç+grad ^(x)D^) = X^(x;grad ^(x))D^ .

On notera L (resp. L )̂ l'opérateur associé au triplet {a,V,L2^)} (resp.
{a^.VCl^.L2^)} ).

On a alors :

THEOREME 1-1. - Pour tout x € r , pour tout Ç / 0 vecteur cotangent en x ji
r , on a :

y —
(i) l'opérateur L-" est auto-adjoint strictement positif, a_ résolvante compacte

S_L a + ôm > 0 ;
(ii) on suppose - a > ^ e_t a + 6 m > ^ - ; alors, s^ (p _ (x)). . désigne \o_ sui-

Jbe des valeurs propres de ^>x , rangées par ordre croissant, il existe une
constante c > 0 telle que :

^(xXc.j-2^^ ,,.•

(iii) on suppose de plus n > —ôm et on pose :— —££.—— — £—— a + 6m — — t-——

^-!s, ̂ r^^'
X

où ST désigne la sphère unité du plan tangent T en x à r ; alors laA ——— — -~~——— ——— — •"—— ——"-——• x — — ——— —
série ^ p-(x) est convergente et la somme est une fonction bornée sur F .

REMARQUE 1-1. - Le résultat (ii) donnant une minoration des valeurs propres p_ .
est en fait optimal comme le prouve le résultat de (12) ; en particulier pour <S ='1,
cela ne dépend pas de l'ordre de l'opérateur mais uniquement de la dégénérescence
k = C2a + m) .

L'injection de l'espace V/11 .gî) dans L &î) étant compacte, l'opérateur L
admet une suite (^-.)-.>i ^e valeurs propres que l'on supposera rangées par ordre
croissant des modules et si on note :

NCX) = ï 1 ,
Re \.^,\

on a :

THEOREME 1-2. - On suppose Min (-a,-a/ô) > n/2 ; on a-alors :
(i) s^_ n > ^ ^ ̂  , N(X) vérifie l_a formule asymptotique :

NOO = c.r0^1^ 4 ̂ x-^n-n^ ̂  ,,,
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avec la constante c

-^•^"jM]'""
3
^n-

(ii) s^ n = ^ ̂ _ , N(À) vérifie Jla formule asymptutique :

N(X) = c.X^2111 Log À + OO1172111) , À -> + œ ,

avec Iji constante c

c = / —————^———— do
4>(x) ||grad tp(x) ||

sfi -^"-^T, .^A)X^,;^ •
|a |=Te|=m ucp

(a,0)€-W,

(iii) sj_ n < ^ ^m^ , N(À) vérifie J^a fomule asymptotique :

N(X) ^.x^^+ercÀ1172111) , À - . + co

avec la constante c

c =~^Lw(x)dx .
(Z-iï)11 "

REMARQUE 1-2. - La condition n < —S—, est exactement la condition d'intégrali-
té de la fonction W sur Î2 ; la fonction W , au voisinage de F étant équivalen-
te à ^)-(on/m)-1-ô(n-3) ^

Précisons que ce théorème 1-2 peut être amélioré dans le sens suivant : la condi-
tion Min (-a, -a/<5) > y est inutile chaque fois que l'on sait établir le résultat
de régularité optijnal du domaine D(L) de l'opérateur L , à savoir DfLQcW2111 ..(Sî).

Z<7,ô
Ceci est vrai en particulier pour les opérateurs elliptiques (a = -m et ô = 1) et
pour les opérateurs considérés dans (11) et (14) (6 = 1 et réalisation de Neumann).
Cependant une telle régularité est fausse en général. Toutefois, on a le résultat
suivant :

PROPOSITION 1-1. - On a_ : D(L) C W^11 Ççi) dans les cas particuliers suivants :
(i) a = -m e^t 6 ^ 1 ( 6 = 1 , cas elliptique ; <$ > 1 , cas C2) et C15)) ;
(ii) 6 ^ 1 et réalisation de Neumann (ie ; V = W"1 (îî) ) ou réalisation de Diri-

chlet "modifié" (ie : V = V (n) avec Si = - 2a - m ) ;
(iii) réalisation de Neumann ou^ de Dirichlet "modifié" pour les opérateurs différen-

tiels de la forme :

L E ̂  (j)2^'1"1^111 + ? A^ uî2^^^1"
• ij=l ^ l ^
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°^ ^ est un champ de vecteurs transversal à r sur r et où

hr ^i^- ^jaZ- a^ ^k'I^

(P* désigne l'adjoint formel de r opérateur P).

Cette proposition s établit par les mêmes méthodes que dans (4).

II. - DEM3NSTRATION DES THEOREMES 1-1 et 1-2
Le principe de la démonstration est celui de l'estimation des résolvantes

R. = (L + AI)" comme dans (1) pour le cas elliptique et (11) pour un cas particu-
lier.

Etant donné qu'il n'y a pas, en général, la régularité optimale du domaine D(L) ,
nous sommes amenés à raisonner directement sur la forme a(u,v) comme dans (7). On
commence donc par établir un résultat abstrait qui est utile à la fois pour le théo-
rème 1-1 et le théorème 1-2.

11-1. - RESULTAT ABSTRAIT
Soit V un espace de Hilbert dense dans L (n) • On suppose que V s'injecte

9
continûment dans L C^) et cpe ;

V C C°(M

de façon compacte.
On suppose de plus que l'on a l'estimation du type Sobolev :

(S) V u f c V , V x e Sî ; |u(x)| ,< c. ^(xîllull^llull^
JL

avec a, y ^ ° > ^ une fonction > 0 sur Cl et c une constante indépendante de
u dans V .

Soit V l'antidual de V et T un opérateur linéaire continu de V dans V .
On notera < ,> la dualité entre V et V dont la restriction à L &2) est le

9
produit scalaire de L (îî) .

Enfin, on notera || T ||,,., y la norme de l'opérateur T agissant de V dans V

et de manière analogue les normes ||T||,,, ,2 » IMIi,2 V et II^L2 L2 • Qn a alors ;

THEOREME 11-1.1. - L'opérateur T , considéré comme un opérateur de L (îî) dans
L (îî) est un opérateur intégral avec un noyau K(x,y3 continu sur Çî x ci e]£ véri-
fiant :

|K(x,y)| ,< c^Cx^Cy^CIlTll^ |[ T ||̂ ^ C|| T ||̂ v HT \\^^

On va appliquer ce résultat à une situation varia tionnelle : soit a(u,v) une
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fonne sesquilinéaire continue sur V x V , V-coercive ie : pour tout u ç V

Re a(u,u) ^ c. || u ||̂

avec une constante c > 0 indépendante de u .
On note L F opérateur associé au triplet {a,V;L } . Pour tout À ^ 0 , la forme

a,.(u,v) = a(u,v) + X<u,v> est V-coercive et l*opérateur associé est L + AI où 1
-1est l* injection canonique de V dans V* . On notera R , = (L + AI) , on a alors :

PROPOSITION 11-1.1. - Pour tout À > 0 , on a :

llRjly^v^ - II^I'V^L2^ - "Yl'L2^^ î II^A^L2^-

Cette proposition est immédiate ; on en déduit avec le théorème 11-1.1 le

7
COROLLAIRE 11-1.1. - L^ opérateur R, , considéré comme opérateur de L (î2) dans

L (Î2) , est un opérateur intégral avec un noyau R^ (x,y) continu sur îî x î2 tel
que : pour tout (x,y) e ^ x îî ,

(2.1) |R^(x,y)| ^ c.[^(x) ^(y)]^ X-1^ .

On va maintenant appliquer ces résultats au cas où V est un sous-espace de
l* espace w " «.(Sî) ; ceci nous amène à établir des théorèmes de plongement du type
"Sobolev avec poids" pour les espaces vÇ g(îî) .

11-2. - INEGALITES DU TYPE SOBOLEV
Soient ^(ïÇ) respace : ̂ ^ = {u e L2^) ; t^^'^D^u 6 L2^) ,

o + <S|a | + j ^ 0, [a| + j ^ m) pour n > 1 et ^Ç ç(R^) == {u e L2^) ;
^+<Sk+j^ ^ L2(]R^) , a + ôk + j <; 0 , k + j ^ m).'On a alors :

PROPOSITION 11-2.1. - Ctoia :
(i) ^ôOR^c H-^) ;
(ii) sj_ u 6 ̂  5CR+) , u est continue sur 1R^ et_ i^_ existe une constante c > 0

telle que pour tout u e ̂  .. (R^.) , pour tout t > 0 , on ait :

|u(t)| .< c.t-^^ Hul l1 7 2 1 1 1 Hul l1 ;1 7 2 1 1 1 ;
^n . L"-a,6

(iii) OTI_ suppose -a > 1/2 ; alors s^_ u G W111 ^CR+) » u est continue bornée sur ]R
et il existe une constante c > 0 telle que pour tout u 6 W_ s. OR.) , pour
tout t > 0 , on ait :
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luCDl^c.l lul l-^HuH1^;
"0,0 L

|u(t)| ,< c.t-^^^Cô-l) |r,
w"1

cr»6

La dernière inégalité traduit JLe comportement de u au voisinage de t = +00

PROPOSITION 11-2.2. - Pour n > 1 , on a_ :
(i) ^3Ç)C ̂ ^^(ïÇ) ;
(ii) on suppose m > ^ ; alors sj_ u e ̂  ,, QR") , u est continue sur T^ et il

existe une constante c > 0 telle que, pour tout u e W " . (R") , pour tout
(t,x)€ iÇ , on ait '

|u(t,x)| <? c.t^^^^^^^-^/^Co+ôm),,,^^ M ]|1-(n/2m) .
W"1 . L2
0,0

(iii) on suppose Min(-a,- £) 5 ; alors si u 6 W"1 .(ift , u est continue et
^ _^ 0 ^ ————— —— o, ô T ——— ————————— ——.

Porn^e sur K^ ^t H^ existe une constante c > 0 telle que, pour tout
u € ^ ^dÇ) , pour tout (t,x) e ïÇ on ai^t :

|u(t,x) [ ,< c. |[ u H-O^Cn-D^an ^ ||1+(a^(n-1))/2a)
W"1 L2

o,ô

De cette proposition 11-2.2, on déduit la

PROPOSITION 11-2.3. - On a. :
(i) <^)c H^-^/6)^) ;
(ii) on suppose m > n/2 ; alors s^ u & 1̂  ^) , u est continue sur ^ et il

existe une constante c > 0 telle que, 'pour tout u e ̂  (Î2) , pour tout
x &. ft , on ait :

|u(x)| .< c. ^(xî-^^^/^-^n-lî^mîCa+ôm) [| ^||n/2m „ ^,, 1-(n/2m) .
1 1 " ,.,m ' 1 ' 2 î

"0,6 L

Ciii) on suppose Min (-0,- J.) > ". ; alors si u e ^ ^ C T , u est continue et
bornée sur o e^ H_ existe une constante c > 0 telle que pour tout
u € ^ to) , pour tout x 6 îî , on ait :

[u(x)| ,< c.|| u Ij-O^Cn-D^a ^ ̂  |^((1.6(n-1)/2a) ^

<ô L

La démonstration des propositions 11-2.2 et 11-2.3 est basée sur la théorème clas-
sique de plongement de Sobolev.
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On peut maintenant établir le théorème 1 1 - 1 . 1 concernant le problème spectral à
une variable.

11.3. - DEMONSTRATION DU THEOREME 1-1

En combinant le théorème 1 1 - 1 . 1 et la proposition 11-2.1 on obtient facilement le
théorème 1-1, l1 opérateur L^ étant auto-adjoint ^ 0 : la consition -a > -7 est
exactement la condition de Sobolev pour que VCR^)^ C°OR^) ; la condition
a + 6m > -. traduit 1 T intêgrabilitê sur la diagonale du noyau G^^Ct^) associé à
^opérateur (L^ + XI)"'1 .

Utilisant ensuite la formule classique

I (p ,(x) + À ) - 1 = f G^Ct.Ddt
jyi '-93 ^o À

on obtient la minoration donnée des valeurs propres \iy . (x) de L^^ .c» »3
L assertion (iii) du théorème 1-1 est immédiate ; cette condition (iii) est en

relation avec F étude d'un. modèle dans le demi-espace R^ lorsque la dimension n
satisfait l*inégalité : n > — m .a + ôm

11-4. - ETUDE D'UN MODELE SUR ïÇ LORSQUE n > ^ 6m^

Soit a(u,v) la forme intégro-différentielle définie sur V(lÇ) par :

^'^N^l^^^-^'7

où ^g = 2(o + 6m) + (1 - 6) (o^ + ̂  , ^ = a^ e K .
On suppose que cette forme a est VOtÇ)-coercive.
Soit L l'opérateur associé au triplet {a,V,L2} et G, = (L + AI) pour

X S. 0 .
Pour chaque vecteur Ç & I?1" , on considère la forme a' définie sur V(l^.)

par ;

a^Cu,v) - I a,, \ y^ ̂  B\ . D^v dy,[^ ^e ~'-°' "" ^
| a |=T@|=m p •'o 'n 'n

où a = (a',^) et B = C^*»^) •
La forme a étant VQR^-coercive, la forme a est V(Ï^)-coercive. On notera

L^ 1 T opérateur associé au triplet {a , VCR^), L2^)} et G^ = (L^ + XI)"1 .
On peut alors exprimer le noyau G,(y,z) de G.» en fonction du noyau G, (t,T)

de G9 , de façon précise, on a :

PROPOSITION 11-4.1. - On suppose Min (-a,- 2) > ^ . Alors, pour tout X > 0 , la
résolvante G, de L existe et_ est un opérateur a_ noyau G< (y, z) continu sur
ïÇ x iÇ e^ CT_ a : pour tout (y, z) e R^ x iÇ :
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^•ï) -^^-' ."'"-'• l̂12'̂  ̂ Wnisl'̂ nlil'̂
où u = ç/|ç| .

On obtient alors le résultat suivant :

mEOREME 11-4.1. - On suppose Min (-0,- ̂  > n e^ n > ̂ ^ . On note, pour
simplifier G^Cy^) £our G^(CO,y^ ,(0,y^)) . Désignons p r̂ (Vyj)-^ la suite
des valeurs propres de L" , rangées par ordre croissant. Alors, pour tout X > 0 ,
G^(y^»y^ est intëgrable sur K+ e]̂  TO a :

F ̂ n'̂ n = ——n^T-6^- (sul ̂ ^-'̂ .r I Pjl .X-1-^^)/^)
'0 (2-iï) 2cr 2a Lj^l ^J

ou ^ = ïr1^ f n-2 ̂ y^^^ » sn"2 dêsigiant la sphère mité de R11"1 .

La condition n > ^ <^ traduit, avec l» estimation (ii) théorème 1-1 des valeurs
propres p^ , de l*opérateur L^ , la convergence de la série ^ p. .

On déduit en particulier du théorème 11-4.1 que : J^1 3

^ ̂ ^-^r^y^-,Ihn ^(n-^/2a) ̂
\->^o Jo\->-ho J o Â ^ n

existe.

Utilisant les estimations (2.1) du noyau G, et la proposition 11-2.2, on en dé-
duit aussitôt que Pon a aussi : pour tout e > 0 ,

^""-^I^Wn-ï.

Cette remarque est la base de la démonstration du théorème 1-2 (i).

11-5. - DEMONSTRATION DU THEOREME 1-2 (i)
Pour Xp e F , on considère l1 équation différentielle :

H= W
x(0) = x? .

Cette équation admet une solution unique x(t;x.,) définie pour [t| ^ r} indé-
,it/I n-r»+• <lrt v ^s •Ppendant de x,, e r .

.-1Désignons par IL l'opérateur (L + U) ; on a alors :

PROPOSITION 11-5.1. - On suppose qu^ existe une fonction yC^p) définie ^t con-
tinue sur r telle que : il existe T > 0 jbel que :
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(2.2) ^ ̂ ?1)720) ^T R ;̂̂ ), ̂ (t;^.))dt = y(^) .

CT^ n ôm
-^—— —— —— —————— ' - 6-) > 7 êî n > oTT^m ' ̂ - -^ ———^Q^» s^ les hypothèses Min (-<T,- £) > S et n > <sm , pour tout \ ̂  0o A' -—— (j + om ' .* i . , .— ——— ^

la résolvante R^ de L existe et est un opérareur à noyau Rfx .x*) continu sur
Î2 x S2 et on a :

xÏL r+(6cn-î)2cr) /, ̂ ^^^ = /r V^Y^
0^ ^x ^s1^^ Ĵ : normale unitaire 3 intérieurs à f2 , en x^ à r.

Cette proposition résulte des estimations (2.1) du noyau IL , de la proposition
11-2.3 et de la formule suivante ; pour une fonction continue ^ 0 , on a :

/^ f(x)dx = {;j, (X^Cx;^) J11 fCx(t;jcJ)dt)da} (1 + 0(n))
n o

pour n tendant vers 0 où î2 = {x = x(t;x_) ; x^ e F , 0 < t < r\} .
Pour établit la formule (2.2), on procède par cartes locales, associées à des

difféomorphismes convenables, et on se ramène au cas du demi-espace R11 pour lequel
on utilise les résultats du paragraphe précédent. Les diverses réductions pour se
ramener au cas du modèle à coefficients constants dans le demi-espace sont basées sur
le lemme de compacité suivant :

LENME 11-5.1. - Soient m un entier ^ 1 et_ 6^ = Min (1,6) . Il existe une cons-
tante c > 0 telle que pour tout e > 0 , pour tout u e- W"1 (î2) , on ait :

||u|| <<c.{e| |u| | ^-m+1 || u || 2 } .
^,6^ <,ô^ L ^

De la proposition 11-5.1 et du paragraphe 11-4, on déduit donc que :

(2.3) I R^(x,x)dx = c.À-6^/20 . ̂ M/20) , X -. + oo

où c = ̂  • L [jiip^avec ̂ = 4 ̂ y^^ •
Par ailleurs, en suivant la méthode d^gmon (1), on a la formule

(2.4) I r^-T' f R^(x,x)dx
j^1 ^ Â ^r Â

(X.)_^ étant la suite des valeurs propres de 1* opérateur L , rangées par ordre
croissant des modules.

Pour obtenir le comportement asymptotique de la fonction N(X) == ^ 1 , on va
estimer la série ^ ^ ^ ^ ^ pour X -^ + oo . Re ^j^

3^ J
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Les formules (2.3) et (2.4) donnent une estimation de la série .1 1 . gt
pour couparer les séries ^ ^——^ et I ^ ^ ^ ^ , on a besoin'1 de3 localiser
les valeurs propres Xj de ̂ l'opérateur L-^àans le plan complexe. De façon précise,
on a :

PROPOSITION 11-5.2. - On ji :
(i) II existe une constante c^ > 0 telle que 1' ensemble résolvant p(L) de L

considéré comme opérateur de L2^) dans L2^) , contienne l'ensemble

% = { p £ C ; Re p ^ 0}U { p e C ; [ I m ^ l > c^ [p| ̂ O^m) ^ ^ ^ ^^ ^

(ii) II ^iste une constante c^ > 0 telle que, pour tout \\ç.3 > }i + 0 , on
ait :

(L-pi)-1 ! ! ,^ 2
L , L " d(y)

ou d(p) désigne JL^a distance de ^ à R^ .
En. particulier, pour 0 < e < 2-n , e19 est une direction àe^ croissance mini-
male de la résolvante.

Cette proposition résulte immédiatement de la coercivité de la forme a et du
lemme 11-5.1.

Il résulte alors de cette proposition qu*il existe une constante c > 0 telle
que : pour \ > 0 assez grand, on ait :

À^-jl^-^ <c'^ jiî
-1/2m

Finalement,

Y 3 - c x<S(n~'0/2o + ^-<S(n-1)/2a. , , ,L Re X . + À ~ C•À ÇCÀ ) ' À -> +

et l'assertion (i) du théorème 11-2 résulte du lemme Taubérien classique (cf. ^)
p. 248 par exemple).

11-6. - DEMONSTRATION DU THEOREME 1-2 (iii)
Pour tout xe î2 , on considère 1 opérateur elliptique d'ordre 2m à coefficients

constants

L^x.D) + \ = Y a.(x) ^ ^(x) ^(x;D) + \
f a t =1^1=^ ^
(a,e)ê-^

où À > 0 .
Cet opérateur admet une solution élémentaire F , (y) définie par :
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^•^^s-^-
et si n < a ^ôm 5 la fonction ^ Fx ^(0) est intégrable sur ^ .

On compare alors les noyaux R^x/ et F^ ^(0) , de façon précise on démontre
que 5

,"1 À1'cn/2m) /» ^(xtx) - ̂ w^ - ° •
On termine ensuite comme dans le paragraphe 11-5.

11-7. - DEM3NSTRATION DU THEOREME 1-2 (ii)
On procède comme dans (12) avec des modifications techniques supplémentaires.
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