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LE THÉORÈME DE NISHIDA POUR LE PROBLÈME
DE CAUCHY ABSTRAIT PAR UNE MÉTHODE DE POINT FIXE.

par

M . S . BAOUENDI et C. GOULAOUIC

On donne ici une nouvelle démonstration de la forme abstraite donnée
par T. Nishida [5] du théorème de Cauchy - Kovalewsky nonlinéaire. La démons-
tration de [5] repose sur une méthode itérative utilisée précédemment par L.
Nirenberg [4] pour démontrer le même résultat sous des hypothèses plus fortes.
La preuve que l'on donne ici est plus simple que celle de [5] et repose sur
l'existence d'un point fixe pour une contraction définie dans un sous-ensemble
fermé d'un espace de Banach. Dans la définition des espaces apparaît un poids
qui est proche de celui utilisé par Nagumo [ 3 ] et essentiellement différent de
celui utilisé dans [4] et [ 5 ] .

Notons que le résultat de Nishida [ 5 ] contient celui de Ovsjannikov
[ 6 ] . Des applications de tels résultats a des problèmes de Cauchy différentiels
ou pseudodifférentiels peuvent être trouvées par exemple dans [ 5 ] [ 2 ] et leurs
références.

La même méthode avec quelques modifications techniques permet de
traiter aussi des problèmes de Cauchy caractéristiques [cf [ 1 ] ] .
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1 - On rappelle d'abord le résultat de T. Nishida [ 5 ] .

Soit (X ) pour 0 < s ̂  1 une chaîne décroissante d'espaces de Banach,s
c'est-à-dire pour 0 < s' < s ̂  1,

X - ^ X et H I I s I] ]|
•s te te S

Soient T, R et C des réels strictement positifs et une fonction continue

( t ,u ) »-» F ( t ,u ) de [~T,T] x [u ç X , ||u|| < R} dans X . pour tous o<s'<s<l ets s s
vérifiant : pour tous u ,v dans X tels que || u|| <s R, ||v|| <, R,s s s

( 1 ) sup ||F(t,u) - F(t,v)|| ^ ——— l|u-v||
| t |<sT s s"s s

On suppose aussi qu'i l existe M > 0 tel que l 'on ait pour 0<s<l,

(2) sup | |F(t,0)|| ^ M

|t|^T s l~s

On a alors le résultat (Nishida [5]) :

Théorème : Sous les hypothèses (l) et (2) il existe a ç. ]0,T[ et une unique
fonction u qui, pour chaque s ê "]0,l[ est continuement différentiable de
]-a(l-s), a(l-s)[ dans X et vérifies

(3) sup ||u(t)|| < R et
|t |<a(l-s) s

(4)
d^^ = F ( t , u ( t ) ) pour |t|<a(l-s)

u(0) = 0.

2 - Principe de la démonstration.

On constate d'abord (en posant u ' = v ) que pour prouver l'existence de
u solution de ( 3 ) ( 4 ) il suffit de trouver une fonction vêC(3-a(l-s) » a(l-s)[iX )s
pour chaque s 6 ]0»l[ et satisfaisant pour | t | < a(l-s)î

(5) ll^v^) do|| < R
0 s



t
( 6 ) v ( t ) = F ( t , r v ( o ) d o ) .

" 0

Pour a>0, on appelle E^ l'espace des fonctions u qui, pour tout s € ] 0 , 1 [ , sont
continues de ] - a ( l - s ) , a(l-s)[ dans X et vérifients

cet espace E est muni de la norme | | | | | | qui en fait un espace de Banach.

On montre l'existence de v solution de ( 5 ) ( 6 ) en prouvant que, pour a assez

petit, l'application v ̂  (t »-» F ( t , f v ( o ) d o ) ) est une contraction dans un
0

sous-ensemble fermé convenable de E .a

La preuve de l'unicité de la solution de ( 3 ) ( 4 ) se fait plus simple-
ment, après intégration des deux membres de ( 4 ) .

Ces démonstrations reposent sur 3 lemmes.

3 - Quelques lemmes.

Lemme 1 Pour tous a>0, u 6 E , s € ]0,l[ et |t| < a(l-s), on a

f u(cf) d(ï|| <: 2a|||u||| .
0 s a

Démonstration :

t
f u(o) do|| ^ J1 l |u(o) | | dcf
- 0 s "[0,1] s

1 P 1 ^ 1 /a(l-s) ,
1 a J . iTs Va(l-s)-o da
" 0

^ a i i i u i n r1 ̂ -
——O^P

^ 2a|||u|||
a.



Lemme 2 Pour tous a>0, u ç. E , s ç ]0,1[ et 111 < a(l-s), on a
'"—^——^~—'—-— a

11^)11^) sa in in / a(l.s)
^0,1] ^^ Î""S '""'"a <(l-s)-|t|

avec s(c?) = -(l+s--1-^-!-).6 a

Démonstration :

linf^ll /a(l-s(g))
ll^^lls^) F (i, in ya(l-s^))^ ,

^O,!] s^-8 ^0,1] a ( l -s(^)(s(^)-s) da

^ |t|/a(l-s)
f i"•u"laa-^fe7p - dT

4a p dï
a(l-s) J ~"——^372

0 ^-^^

/- 8a jll III / a(l-s)
^ î^ "^'"a^ad-sj-ltl •

Lemme 3 Soient a ê ]0,T[, s 6 ]0,1[, |t| < a(l-s), u 6 E avec |||u||| <R et"̂T1"̂ """"̂ "" a a 4a
vëE^ avec ||jv|||^ < ̂ .

L'inégalité (l) implique :

t t ||u(a)-v(o)|| , ^
(8) !|F(tJ u(a) dcï) - F(t,r v (o) da)|| ^ Cf ————r-i——^-- dcï

-0 '0 s " [0,1] s(07^

où s(cï) est une fonction continue de a sur [0,1"] vérifiant s<s(cï)^-(s+l--—--)^ a

Démonstration : On remarque d 'abord que le membre de droite dans (8) est bien

défini grâce au. lemme 2.

On peut supposer t > 0. Soit un nombre entier n ^ 1 ; on note t . = ^- pour

0 ^ j < n e t s. = inf s(c?) pour 1 <. j <. n.
3 t . ,<;c?<t .

0-1 3

On définit s par

"s (a ) = s. pour a ç [t. . » t . [ et lssj<n.

On a : ^ (c?) ^ s(c?) pour 0 < cï < t.



On peut écrire :

t t
F ( t , f u (o )da ) - FCtJ v(cOdo)

(9) Jo , jo

n j t t t
= S F( t , f * u(a) da + [ v(cOdcf)-F(t, F J u(c?)dcï + F v(a) da)

^ ° S ° Vi

II résulte du lemme 1 et des hypothèses faites sur |||u||[ et |||v[|| que l 'on
9. & d

a pour j = l , . . . , n ,

"J t
[* u(a) do + (* v(o) do|| < R
0 t^ ^

^-1
HJ u(o) do + C v (o) do|| < R.

0 t^ ^

En utilisant (1) on obtient :

t t
||F(t, J u(o) do) - F(t, J1 v(o) do)ll^ a

" 1 '>•
^ C S ——— lir (u(o) - v(o))do||

j=l sj-s •'t^ ^

||u(o)-v(o)H
II L . 0 .

<: c Z r 3 —————————^ da
j=l^-. sj-s

t ll"^)-v(^ (,)
^ C r ———^——————°-—— do

•'0 s^(o)-s

t ||u(o)-v(o)|| / .
s c r —s————2l£2 do

•'0 s^(o)-s

et comme 's (o) converge uniformément vers s(o), on obtient, par passage à la

limite)



„ t t t ||u(cï) - v(cr)|| , .
||F(t,r u(a) do) - FdJ v(a) da)|| <s cf -————. , s(g) do

"0 "0 s "0 s(o7-s

4 - Démonstration de l'existence d'une solution.

Soit b ç ]0,T[ , pour u ç E^ et |||u|||^ < — on définit pour s€]0,l[

et |t| < b(l-s),

t
G(u) (t) = FdJ u(cï) da).r ,„

On a

||G(u)(t)|| <. | |G(u)(t) - F(t,0)|| + ||F(t,0)|| .0 s s

II résulte alors des lemmes 2 et 3 et de (2) :

||G(u)(t)||^8bC|||ul||,^i^.^,

ce qui implique

(10) ll|G(u)|||^ ^ 8bC|||u|||^ + M.

Soient u € E^, v ç E^ avec a € ]0,j[ et |||u|||^ < ̂  et IIMH^ < ̂ . II résul-

te de (10) que G(u) et G(v) sont dans E ; les lemmes 2 et 3 impliquenta

(11) ll|G(u) - G(v)|H s 8Ca|||u-vll| .a a

On suppose alors

(12) a < "^S ' îî^km)

et on note E la fermeture dans E de la boule [u 6 E , |||u||| < 3-}.
Q- ^a 2a oa

L'ensemble E est un espace métrique complet contenu dans { u € E , |||u||| <. -^l.
a a 8a- "

II résulte immédiatement de (10)(ll)(l2) que G envoie E dans lui-même et



vérifie

|||G(u)-G(v)||| <s JIHu-vlll pour u,v dans E.
a. &à a

Donc G a un unique point fixe dans E, qui est évidemment une solution de (5)
(6).

5 - Démonstration de l 'unicité.

Soient u ,v vérifiant ( 3 ) ( 4 ) ; on note w = u-v et on a pour |t|<a(l-s),

t
w(t) = f (F(cï ,u(o))-F(cf ,v(cO)) dcï

0

||w(t)|| <: F | |F((ï,u(o))-F(cï,v(cï))|| do
8 [0,1] s

(13)

l|u(^v^)|l^

^0,1]———^——do

avec s(c?) = ^(l+s-il!-).d a

II résulte alors de (3) que w € E avec |||w||| <s 2R et le lemme 2 et (13) im-a a
pliquent :

lllwHI ^ 8aC|||w||| ,
a a

ce qui implique w = 0 pourvu que l 'on ait a < ^ .

Le théorème est complètement démontré.

Remarque La même démonstration avec des modifications évidentes donne une
solution holomorphe de (3) (4) si, en plus des hypothèses (l) (2) avec t
complexe, F vérifie la condition :

Pour 0<s'<s<l et u holomorphe de [t ç. <t, 111 < T} dans X et sup | |u(t)|] <R,
s |t |<T s

la fonction t »-» F ( t , u ( t ) ) est holomorphe a valeurs dans X , pour |t| < T.s
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