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VALEURS PROPRES D'UNE CLASSE D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES SINGULIERES

SUR UNE DEMI -DROITE

par

PHAM THE LAI et Didier ROBERT

Nous considérons dans ce travail des opérateurs différentiels du type :
L(t,DJ = D^Ct^D"1) + t^ sur ]0,o°[ où m é M \ (0) , h et k réels, k > 0 ,

1 ri
0 < h < 2m et D - i -r- . Après avoir défini la réalisation de Neumann A de
L(f ,D ) dans L (]0,°°[) nous montrons qu'elle possède une suite (X.) . de va-
leurs propres réelles écrite suivant les conventions habituelles. Nous nous proposons
d'étudier la répartition de la suite (À.) .^/ . . Soit

N(X) = I 1 .
\.^.\

On établit en particulier la formule asymptotique :

(.) Ihn ,(h/2k.m)-(1A)-(1/2n) ̂  , ̂ -1^ . ̂  ^ ^ , ̂

où B désigne la fonction bêta classique.
Les opérateurs du type L(t,D ) interviennent dans l'étude d'opérateurs ellipti-

ques dégénérés (3) , (5) et (8).
Nous ne donnons pas ici le détail des démonstrations. Elles paraîtront probablement

ailleurs.

I. - INTRODUCTION
La formule (*) est connue dans des cas particuliers :

{ . h = 0 : Levitan (6)
(I^ m = 1 :

. h = k = 1 : opérateur d'Euler.

On a explicitement : \. = 2j + 1 pour j entier ^ 1 ,

(lo) m quelconque, h = k entier : A. Mohamed (7) .
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Nous considérons ici la classe des opérateurs différentiels qui s écrivent formel-
lement :

L(t,DJ = ^ D.Ca.mt2^^^^).^)
o,<j, ̂  J J ) i

avec les hypothèses :

(H-, ) a réel < 0 , 6 réel > 0 tels que a + ôm > 0 et cr + m ^ 0
(H^) a .^ê L°°C[0,oo[) ; ^ réels ; a.^ = a . et lim a^Ct) = a,^) existent

pour 0 ^ j , a 4 m . ^"^

Définissons les espaces de Sobolev à poids :

^ - {u € - 3 * 0 1 0 , 0 0 1 ) : t^0111^0-0)^ e L^O^D pour 0 ^ j ^ m}
(7 ,0

muni de la norme hilbertienne canonique.
Posons :

a(u,v) - ï F a.,(t).t2^+^+^+A»"l-ô).^uD^dt
o^j, S^m JQ 3

pour u, v c ^m ..
U , 0

On fait sur a 1 hypothèse de coercivité : (C) II existe C , y > 0 telles que

a(u,u) ^ Cj| u ! [ „ - Y^|| u II 2^ pour tout u fc l̂  .
a,ô

D* après le lemme de Lax-Milgram, la forme sesquilinéaire hermitienne a engendre
un opérateur A € ^(^ W"111 ) où W"111 désigne lîantidual de ^Ç ^ pour le cro-
chet d* antidualité défini par le produit scalaire de L ao,00^ . A correspond à la
réalisation de Neumann de L(t,D.) . I/opérateur : L(t,D.) = iÇCt .D"1) + t corres-

V» L- T->
pond aux paramètres : 6 = 1 + —^— et a = y - m .

II. - RESULTATS
On a besoin du résultat préliminaire :

PROPOSITION 1 . - Posons

o)JO = 1 a -oC-).^
o^j, ^ïn J

Alors il existe E > 0 telle que :

<y0 > HO + A1" pour tout ^ e ]R .

D'après (C), G, = [A + À)"1 existe pour À réel ^ y et G, € .gCW"1" W^ .) .
A 0 A 0, 0 U y 0
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On a les résultats suivants :

THEOREME 1 . - (L? (̂  est un opérateur intégral, de noyau & (t,T) continu sur
]0,~[x]0,<. ^ A ——————

^y S6US la. condition supplémentaire : a = 6 < -\ (,
e t̂ w_ opérateur nucléaire de I/(|0,ooj) dans lui-même et Fon a ' + '

X^o/^'.O Y1'^ = (.^.sy\sin TO)"^ f ^(Çi^dÇ .

THEOREME 2. - (ii^) Le spectre de A ^st dis î® ,̂ constitué d'une sm^ ̂ ro^-
smte ak:)1^0 àe. valeurs PJ^PPres. chacune étant répétée suivant sa multiplicité qui
est finie. ———— — ——————— ——

(iî ) Posons : N0) = ]_ 1 . On a alors :
À^À ———

lim ^"".N0) = C2Tr.6)'1 / 0),%)^ .
À^--fc° R

RE^RQUES. - (Rp Lorsque ^-^- < 1 , Cii^) est une conséquence immédiate
de (i^). En effet, on a :

pffla .f\(.,.),,t
J-^ t + \ J Q À

et il suffit alors d'appliquer le théorènie taubérien de Hardy-Littlewood C 1 ) -

(R^) IM calcul simple d'intégrales montre que (») est un cas parti-
culier de (iio).

III. - INDICATIONS SUR LES DEM3NSTRATIONS

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1. : Soit ^ £ C°°(] 0,°o[) , ^f ^ 0 ,
Supp 4) c, [l,oo[ telle que ^ t2^^ .^2 Wdt = ? . Pour 'c e ]0,1] ' posons :

^^^-^'^'^•^Cc.De^'1^.

On a alors :

^•t•"-S)•^«,EjtlC^(^)t2(°<<•)•v2(t)dttBc,E .

Utilisant Liebnitz on prouve que J R \ ^ cg).c6

On en déduit :

^a(u^' \,^ ~- ̂  •
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Or : Ibn ^.^u \\\ ̂ 2m

e^o £ >& L"

Ihn \\t^\ \\\^
c^o £^ L-

^ ll^n^ o .

La proposition 1 résulte alors de la coercivité de a.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1 : D'après un théorème abstrait sur les opérateurs

continus : W m -> ̂  . C3) on sait que G, admet un noyau continu sur ] 0, <»[><] 0,~[

et qu'il existe C > Ô telle que : |G^(t,ï) | ,$ CCt.T)"^4'^72111.^1"'072^ pour tout
x > YO ' t, T > 0 .

D'où il résulte que si T > 0 on a :

\^f G,(t,t)dt,< C x0/2110^ [T t-WAi dt .
•'o Â •'o

Or : -^ - a < 0 , d'où :
T

lim À3"01^ G,Ct,t)dt = 0 .lim X^f
X-^-too J Q-^•k» •'0

On est ramené à étudier le comportement de f°° G,(t,t)dt pour \ -> +00 .

On commence par l'étude du cas où les coefficients a.- sont constants. On suppo-
J"

se donc à partir de maintenant que a.. (t) = a-n pour t € ] 0,«>[ » On distingejx, jx»
alors deux cas :
1er cas : <S > 1 . - On procède par figeage des coefficients de L(t,D ) . Soit

t. ^ 1^ • 9

a, (u,v) = I a.,.t2ca+^+^»1-6\^Djul7;dt

"o o$:j, ^m Jx' ° ^ 1

(u,v) = î a.,.r t^^W^^u D^v dt .
o$j, :̂m ^ h

a lu,

Posons V = {u e W^ . , Supp u ç [1,°°[} muni de la norme canonique. Il est clair
que a est V-coercif et a-^ est H^C] 1 ,°°[)-coercif (H"1 : espace de Sobolev usuel).

Soient alors A (resp. A^ ) l'opérateur engendré par a Cresp. a^ ) et

= (A + À)"1 , G^ = (A^ + À)"1 pour ^ >ÏQ , ÏQ assez grand.^
G, -. a un noyau donné par :
A, i-or v? '-o

-1 f e1^"^*^
G^(t,.)=(2.) j^^^^^^
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où l'on a posé ;

^Ol) = î o^ ^rr1'^ , n 6^ •
od, Jt<îîi J^

L'estimation suivante est essentielle (nous l'admettrons).

LBNE 1* ~ II éxiste C > 0 telle que :

|G^(t,t) - G^(t,t)| <

. .(S-1Cfo+ôm)/m) ..2fa+ôin) _.-1+072m)f ^ ^ t"1 + fa+gjïl)/m 1
N < c t •c t x) [£ £ ^2(a+ôin) ^)V2mJ

pour 1 ^ 2 , X $. YO ' 0 < c <: 1/2 .

Un calcul explicite prouve que :

lim X1"01 F G. .(t,t)dt = C27r (S)"1^^ Tra)"1^ f œC^)"01^ .
^-^-hx) h A9 JR

Utilisant alors le leirane 1 en faisant \ -^ + oo puis £ -»• 0 on obtient Ci^O •

2ème cas : ô é ] 0 , l [ . - Q n construit une paramètrix à droite pour L(t,D ) + \ sur
[1 ,oo [ . Posons :

L (t,D.) = ^ a t2^0^^0-6^
QÎ:J, jl<an •'~

et L^ L - ̂  .

Suivant le schéma classique de Hôrmander on construit une paramètrix à droite en
posant :

^^ = ̂ '^ ' ̂
bj,-,(t,Ç) =-b^^_^^- 3 .̂D^ pour j entier >, 0 .

o$l<$j
i=o,1

Posons : B , , , = b ^ , + • • • + b l , 1 N entier ï- 0 , on a alors :

(L(t,D,) . À)B^^ - 1 . ̂

où 1̂  ,(t,S) = I — a^L .D^b + ^ — a^L^D^ . .
TSÀ y+k>N+1 ^! ç ° t k î A y+k^N ï- ^ J t ^^

k^N k$:N

Soit y ^ C00^) telle que Supp xç f l^C » ^X E 1 sur F2»00!! . On a :
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X.B^ - (A . À)-1^ = (A - \)~\\^ + (A . À^rL.xlB^

où [ , ] désigne le commutateur de deux opérateurs,
On estime le noyau de chacun des termes de cette égalité à Paide du :

lm/E 2 « - Pour tous entiers p, q, N ^ 0 , il existe c(N,p,q) > 0 telle que :

l^ D? \X\ < ̂ P^lb^l T^ |L,.b^|Vl>)-VP4>-q
A» ••

pour tout (t,Ç) & [l,oo[ x R , X ^ 0 .

Le lemme 2 permet de prouver (i^) dans le cas des coefficients constants à l* infi-
ni.

Ensuite nous établissons (ii^) dans le cas des coefficients constants à l* infini.
Pour cela on considère un entier p > a .

Posons G^ = (A? + À)"1 . On a : G,̂  é ^(W'111, ̂  J .À (•Q'\ A a,ô a,ô
II en résulte que G^ ' a un noyau continu sur ] 0,oo[ x ] 0,oo[ . De plus :

t -> G^Ct,!) est localement intégrable sur ]0,oo[ .

LEMME 3. - Sous les hypothèses précédentes on_ a_ :

Ihn ^^fc^d^àt^O
\^^ •'o

Procédant comme pour traiter le cas a < 1 on prouve la :

PROPOSITION 2. -

lim À1-^ f° G^Ct^dt = C2T^6)- lCSin ©î-^^f ^ ç^^ .
À-x» -'0 p p •'R

De la proposition 2 et du théorème taubérien de Hardy-Littlewood on en déduit (ii^)
dans le cas où les coefficients de L(t,D ) sont constants à l'infini. Le passage
des coefficients constants aux coefficients variables se fait de la manière suivante.
Pour £ e 10,1[ posons :

a^(t) = p^ pour t>^^
^ j^Ct) pour o^t<T(£)

où T(c) est tel que : |a^(t) - a^C0 0)! ^ c pour tout t ^ Tfe) .
Posons alors :

a(u,v) = I F a^ Wt2^^^ (1-6)^^ ̂  dt
o<:j, ^m •'o J
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pour u et v 6 W"1 on a clairejnent :
<7>0

|a(u,v) -a^(u,v)| ̂ M| • II v || .
"Ff ^ " r A"M "a,6

D^ù il résulte que pour e assez petit, a est W"1 .-coercive.
D*autre part il existe C, C > 0 tels que ; '

|a(u,u) - a^(u,u)| ^ C.e.a^(u,u) + Cj|u||2^
j_i

pour tout u e W"1 .
C^ af

Soit (À. J)-^ la suite des valeurs propres relatives à a .
De la formule du Max-Min (Courant-Hilbert (4)) on déduit :

- C^ (1 - C^ .< X^ (1 . C^ . C^

pour tout j > 0 , e assez petit.
Posons N (X) = ^ 1 . On obtient alors :

^<X

^7^-) < N ( X . y

N O - y ^(—À—).
1 - Ce

Si y = (27r6)~1 f ^"(Qd^ on a :

lim À~°^ (À) =Y pour tout c ç 10,1 r .
À-x» £ J L

D*où l̂ n tire :

lim À'^C^) = y .
À-^»

Ce qui prouve (ii^). On en déduit (i^) par le théorème réciproque de Hardy-Little-
wood (1).
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