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THEOREME DE TRACES POUR UNE CLASSE D'ESPACES DE SOBOLEY SINGULIERS
par

C. MATTERA

I. INTRODUCTION

Rﬁ désigne le demi-espace : R: = {(x,t) , x & Rn_1 , £ >0} .

On é&tudie les traces des espaces de Sobolev avec poids :

m * 3y 2
w@®)=1{ver, g .(xt) —— — (x,t) EL(B,) , |a|+] g m}
+ (o} o 3 +
X ot
munis de leur semi-norme canonigue avec les notations : B+ = Box JO,Q[ ’ Bo ouvert

de Rn_1 , Bé §+ ;i F est un espace de distributions (par exemple 59'(B+)) qui
sera précisé a chaque fois ;Lau j(x,t) sont des fonctions continues sur B, & va-
’

leurs réelles.

On utilisera les définitions et les notations de (‘°)(%7) pour les espaces

de distributions.

Déterminer les traces de tels espaces, c'est définir un entier p €2 ,
P » -1 (il y aura au total p+l1 traces), des mesurables Mj de Bo ,0<3<p,

et une topologie semi-normée sur les fonctions mesurables sur M tels que, si Tm

j t
est l'espace topologique ainsi défini, 1l'application yj v —» v,(x) = Aad (x,0)

3 N
soit linéaire et continue de Wm(B+) dans T? (0 & jJ £ p) et qu'il existe une appli-

cation inverse (relévement) Rj telle que Yj [} Rj = Id o ou Id o est l'applica-
T T,
m 3 3
tion identique dans Tj .

On peut aussi chercher 1l'ensemble parcouru par (yov,ylv,...,ypv) qui sera

noté T . Il est en général différent du produit des T? . On notera R le reléve-
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ment associé.
o ij n-1
On utilisera la notation : vY(x) = ~a —5- (x,0) pour o €W et
J x” ot

Le cas (fa,.(x,t) = 1 pour tout (0,j) (espace ) a fait l'objet de
nombreuses études (cf. (*3) (}*) (1®) et leurs bibliographies). Deux méthodes peuvent
étre employées :

- l'utilisation de la transformée de Fourier tangentielle qui raméne &

1'étude sur R, dépendant d'un paramétre ;

- 1'interpolation (!*).

ula,3)

Des espaces singuliers pour lesquels qh j(x,t) =t ont été traités par des
!

méthodes analogues (%) (%)

Ces méthodes ne s'appliquent pas lorsque la dégénérescence est plus comple-
xe. C'est ce que 1l'on va étudier ci~dessous, en particulier lorsque les fonctions

poids sont :

- soit des fonctions de x seul,

2 5 n-1 1/2
- soit des fonctions de t +|x|° ou x| = (] x) '
i=1

o n-1

- soit des fonctions de t+b(x) , b(x) fonction C de R , et, méme

parfois, des fonctions plus générales.

Remarquons que des problémes différents mais aussi singuliers ont été étu-
5 6
diés dans () () ( ) : il s'agit de 1l'étude des traces des espaces H" dans des

ouverts & bord irrégulier.

Les techniques utilisées sont celles inspirées par les semi-groupes (13
(%), le relévement &tant donné explicitement par un noyau de convolution. On revien-
dra plus loin sur le détail de ces méthodes.

Les mémes techniques peuvent s'appliquer & l'étude d'espaces dans des ouverts

non bornés (2) (% (11) , avec dégénérescence & l'infini.

Dans le cas qui nous intéresse (bord régulier, ouvert borné mais fonctions
poids singuliéres), les méthodes ci-dessus ne s'appliquent qu'avec de trés notables

modifications que l1l'on va décrire dans le reste de 1l'exposé.

Remarquons que certains espaces en qh’j(x,t) = (t2+|x|2)u(a,j) ont 6té
étudiés par A. Kufner (% au point de vue de la densité des fonctions réguliéres
et des propriétés de dérivées intermédiaires. Mais les traces ne sont pas obtenues.
Terminons en remarquant que 1l'intérét du probléme vient de ce que la régularité des

opérateurs naturellement associés & ces espaces commence & &tre ¢onnue (7) (15).
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II. ETUDE DE RELATIONS NORMALES

On commence par étudier les espaces W (B ou (P . (X,t =0 pour o # .
+) ar ) 0
1. ler eseace

o ¥

Soient q>i(x) des fonctions C de la seule variable x , et considérons

1'espace Wm(B+) suivant :

= ' 2 v 2
Wie) = {v ed () , @ (0 vix,t) € L°B) , Y, (x) 5= (x,t) € LB ,

v 2
W@, (x) — (x,t) €L (B+)}
at
muni de sa semi-norme naturelle que l'on suppose ici étre une norme ( '.Po(x) # 0 sur

B) (B borné ou non).
o o

Les résultats sont les mémes si on a seulement Qi(x) € L‘IOC(BO) .

On donne d'abord le résultat pour B infini : les traces des fonctions de Wm(B+)

sont caractérisées par :

THEOREME 1. - Soit j & m-1 , la jéme trace existe si Mj = U {x, q}j+q(x) # 0}
q>0

vérifie : mesure de Mj #0 .

2j-2g+1
. (%) 2j+2q-2
Soit p;(x) = sup {|(.PQ(X)| LPJL— }
lPQ(x)

@) # 0 N, 0 #0

, l'espace topologique est :

L&3 et g>0

TI; = {v,(x) fonctions mesurables sur Mj telles que p; (x) vj (x) € L2(Mj)} avec la

: 1
semi-norme ||pj (x) vy )| L2 .

M,
(J)

Si B est fini, les traces des fonctions de wm(B+) qui, pour tout x , sont & sup-

port compact dans [O,B[ sont caractérisées par :

THEOREME 1 bis. - Soit j & m-1 , la jéme trace existe si Mj = U {x ij+q(x) # 0}

q>0
vérifie : mesure de Mj #0 .
2j-22+1
@., (x)| 23+2q-2
soit pi() = sup { | pyq@ |+ Ty o0 || —22— :
20,23 4 @y (%)
L&(x) #Oﬂt%+q(x)#0

'I‘? = {v,(x) fonctions mesurables sur M, telles que pj?(x) vj (x) 6L2 (Mj)} avec la

semi-norme ||p§(x) vj(x) " 2
L

(Mj)
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REMARQUE 1. - En dehors de M_,‘ ; 11 n'existe pas de trace c'est-a-dire qu'il n'existe

pas de c¢ > 0 telle que, pour toute v & wm(B+) ’

2 m B oty 2
ly) | < c{ ) f (@, =N = 6,0 |7 atl
i=0 ‘g ot

REMARQUE 2. - Autre expression du poids
23-28+1 )
@i, X) | 2342922 T%:f_zi 33_;3222
[0 | —— =g, | 97 E2Cl i
Lfﬁ(x) ]

2) 2éme espace

el
Soient r €N , Db(x) wune fonction C , définie sur tout B/ b(x) >0

(si b(x) = ’X|2 ' (tr+b(x))1/2 donne, pour r = 2 , la distance au point O), et
considérons 1'espace wm(B+) suivant : Bo ouvert de Rnn1 , B fini ou infini.
m r % 2 r %1 3v 2
W'e,) = v eﬁ'(3+) » (b)) 7 vix,t) € L5(B) , (tTb(x) T 5F (x,t) €LT(B)
o 2 a, m
b 0) 22 (x,0) €128 , ..., b)) " 2Y x,0) € 17(3))
at? * at™ *

m s
ou oy > 0 . Les traces des fonctions de W (B+) , & support compact dans B+ , sont

données par le théoréme 2 ci-dessous. On suppose f fini.

THEOREME 2. - Soit J & m-1
Vs R 2g-1 m 2
a) S'il existe g > 0 tel que aj+q < = Tj = {vj (x) € L (Bo)} ;
e 1 = 1lvsl
I 32
J
Sinon :
. . 2g-1 m .
b) S'il existe g > 0 tel que OL,+ = > ! T, = {v.(x) fonctions mesurables sur
_— ) "‘v'.'(_x_') J+tq ) J J
—_—
b(x) # 0 , avec 173 € L (b(x) # 0)}
|Log b (x) l
v, (x)
avee vl = l—51l ,
— It |Log b(x) | L (b(x) # 0)
c) Si, pour tout gq >0 , a > 2L M, = {b(x) # 0} , et soient
r ’ j+q 2r ’ j ’



-L'(Zr o + 1 - 2q)
p%(x) = sup {(b(x))2r It }
3 450
a,, -
9 a£+(j—l+%0(—gzgji&)
p(x) = sup {(b(x) e } .
J q>0 o, _az
R - SR §
253 jtg-4 T r

T? = {vj(x), fonctions mesurables de b(x) # 0 , telles que pﬁ(x) vj(x) € L2(b(x)#0)

Pl
p;(x) vj(x) e L2(b(x) # 0y} avec :

2 1 2
”vj" n =l|pj(x) vj(xﬂl 2

Tj L% (b(x) # 0)

2

2
+Ip%x0 v, 0l
] 3 L £ 0

REMARQUE. - Lorsque les poids sont des puissances de t , on retrouve le fait que les

traces, si elles existent, sont dans L2(Bo) et on retrouve aussi les valeurs criti-

_ 2g-1
j+q  2r
a des traces dans L~ . Pour la valeur critique, les traces sont "en logarithme". Pour

ques des paramétres O Ici, on voit que, "en dessous" de cette valeur, on
les valeurs plus grandes, les traces sont dans des espaces avec poids sous forme de
puissance de b(x) . La puissance de b(x) dépend des "pentes" et de la différence
des "pentes" des fonctions poids ainsi que des traces des fonctions poids. Dans les

deux derniers cas, la trace n'existe que sur b(x) # 0 .

On va appliquer ces méthodes & la démonstration de l'irrégularité de problé-
mes de Dirichlet.
EXEMPLE ETUDIE. - Soit £ un ouvert borné de R" , § étant une variété compacte a
00 . n ;a2 >
bord de classe C , soit W un ouvert de R de bord variété de classe C , avec

Q2 C wet & une fonction équivalente & la distance au bord de W :

w={xer?, 6x >0} , dw={x R, §(x) =0} d§ #0 sur ow

(d8 = différentielle de §).

B

On considére, dans ) , l'opérateur Av = D (a 8
alg1 &

- Bl<1
c & éD(Q) et on considére le probléme de Dirichlet homogéne associé en faisant

§ Dav) + cv ol a

aB et

l'hypothése de coercivité de la forme intégrodifférentielle associée sur 1l'adhérence

o
vV de :a () dans l'espace variationnel V :
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- si Q Cw , la régularité est connue, l'opérateur é&tant elliptique.

- si Q=& , la régularité a été étudiée dans (!). L'opérateur est régulier.

Dans le cas général, ce probléme ne peut &tre traité par aucune des méthodes connues
et l'irrégularité n'est pas évidente. Ce probléme correspond au cas exceptionnel de

1'inégalité de Hardy.

On va construire un contre-exemple explicité : on considére dans () , voisinage ouvert

de 0 dans Ei , 8(x,t)= t+b(x) , b(x) > 0 et l'opérateur
9
Av = - g%'((t+b(x)) 5%) - g%((t+b(x)) %%) + cv (ot c € D))
. . ° re v
On va montrer qu'il existe des v dans V tels que le groupe 3t ((t+b(x)) SE? ne

se sépare pas.

- < . - . k
Pour cela considérons (on généralise un le probléme au niveau H ) :

3) 3éme espace

Soit 1'espace wm(B+) suivant : B, ouvert de g1 , B fini
_ 2 1/2 3v 2 9 v, 2
WiB) = {verte) , (b)) T gL er (3 , ar (b)) P € LB , ...,
m-1
2
— (b (x) 2D e 1?5}
ot d
THEOREME 3. - L'adhérence des fonctions, & support compact dans B+ , dans Wm(B+) a
des traces caractérisées par :
Vo (X 2 2
i) € L (b(x) #0) , v (x) €L (b(x) = 0)
1/2 o
|Log b(x)|

i1) |zog b0 |2 bx) v, 0 €17k £0) , v (x) e’ = 0)

i11) |Log b(x) |2 (b(x® v (x) € mx £0) , 1<kl v, (x) € L2 (b(x) = 0) ,

1€ k € m=2

auxquelles il convient d'adjoindre des relations de liens

v_(®) = b(x) v,(x) Log b(x) €L’ (b(x) # 0)

2
k vk(x) +b(x) v, (x) €L7(b(x) # 0) 1<k m-2

Le relévement fait intervenir la totalité des traces sur b(x) # 0



136

ag

2157;7’+ (v, (x)+b (x) v2(X”

t
R(vo,vl,...,vm_l) (x,£) = x(t) (vo(x)+b(x) vy (%) f

t t m-2
_4t I - t__dt
.[0 T7b (0 + ...+ m=2) 1 (b (x) Vi1 (x) + (m-2) Voo (x)) Jo 775 (%) )

J
et sur b(x) =0 , Rvj(x,t) = ¥ (t) %—-vj(x) ou X(t)é.é?([@,B[), x(0) =1

S s m m .

Il s'agit ici d'un espace tel que T # Hj Tj . En effet, séparons les espaces T?
Pour ce faire, prenant vj dans l'espace topologique parcouru par v, du fait du
systéme ci-dessus, on construit les autres traces en annulant les relations de liens

et on vérifie que l'ensemble des traces ainsi déterminé appartient bien & l'espace

calculé au-dessus.

PROPOSITION 4. - Les espaces de traces sont (munis de leur norme canonique)
o v (%) 5
To = {v (x) , fonctions mesurables sur B , —————il———~£zz €L " (b(x) # 0) ,
© 5 ]Log b(x)l
v (x) € L9(b(x) =0} ,
TE = {vk(x) , fonctions mesurables sur Bo ' (b(x))k lLog b(x)ll/2 vk(x)
2 2
EL(bx #0) , v (x) €L7(b(x) = 0)}1<k<m_2 ,
m m-1 1/2 2
T = v () |Log b (x) | v (0 €L7(bx) # 0}
Revenons & l'irrégularité du probléme de Dirichlet précédent : la méthode
consiste a construire v & trace nulle telle que §E ((t+b (x)) %%J € L2 sans que

%%—Q L2 . On travaille donc sur le relévement avec vo nul et on écrit la relation

vérifiée par vl(x) .

=2
Contre-exerple explicité. - On considére, pour § voisinage ouvert de 0 dans R+

§(x,t) = t+b(x) , b(x) 3 0 et 1l'opérateur :

_ 3 v ] v
Av = - =¥ ((t+b(x)) Bt) T A% ((t+b(x)) 8x> + cv .
t+b (%) N
On prend pour contre-exemple : v(x,t) = T(x,t) LP(X) Log (—57;7—0 oid Z(x,t) est
une fonction Cm de troncature au voisinageQde 0 . On peut grendre au niveau L2
{b(x) = x6 ' LP(X) = x2} ou {b(x) = e_l/X B (P(x) = e_3/x } . On a des résultats

analogues au niveau H .
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,

4) Passons maintenant au détail des démonstrations. On commence par généraliser 1'iné-
galité de Hardy pour pouvoir calculer les propriétés des fonctions & trace nulle et

de dérivées intermédiaires.

A) 2 généralisations de 1l'inégalité de Hardy

Définitions et notations. - Soit [a,b] un intervalle non vide, a étant éventuel-
lement - et b+x» , et (t) une fonction mesurable, nulle sur un ensemble de me-
sure nulle, telle que, pour tout intervalle fermé et borné [c,d] , ['c,dl c ’la,b[ ,

d dt t do
j — existe. Si [ —— existe pour tout a < t < b , on définit la

¢ (@en? a (@lon?
1

transformée de (,P relative a a , h‘-?(t) par : h\P(t) = s .

(t) do
On peut faire de méme en b (soit H p(t) 1la transformée). Y 2
¥ a (@)
LEMME 1. - Soient ]a,b[ un intervalle non vide, fini ou infini, q)(t) une fonction
mesurable nulle sur un ensemble de mesure nulle telle que, pour tout a < t < b ,
t p
do .
f ——2 existe.
a ((f(o))
Il existe une constante ¢ > 0 , indépendante de Vv,¢, a, b, telle que pour toute
. 1 v 2

fonction v € C [a,b] avec (.?(t) 5% (t) € L [a,b] .

b 2 b

v(t) - 2
J l()‘t’(a)l dt < cf (gen? | | ae .
a 2 d 2
(Qt) (f ——) @
a (o))

Démonstration. - La démonstration se fait par intégrations par parties.
REMARQUE 1. - On a un lemme analogue au point b . Si q)(t) = ¢ , on retrouve les
inégalités de Hardy classiques 3 .
REMARQUE 2. - On appliquera l'inégalité ci-dessus aux fonctions t —¥ (.P(x,t) i
d'aprés le calcul ci-dessus, ¢ sera indépendante de x .
REMARQUE 3. - On ne peut pas, en général, calculer hq) et Hq, mais on peut les

encadrer par <y Lj)x(t) et c, U)x(t) , ou d)x(t) dépend de x et ¢y et c, sont

deux constantes non nulles.

EXEMPLE D'APPLICATION :

1 -1
PROPOSITION. - Soit & > 5 ' soient Bo un ouvert de Rn et B >0, il existe

une constante c¢ > 0 telle que, pour toute v 6C1[[O,B[,Mx] (ol MX est l'ensemble
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des fonctions mesurables en x) avec v(x,B) =0

8 5-2 8
J (J t5b(x)) T |vix,t) [Panax € ¢ f (J (£5+b (x)) 28 l%%~(x,t)[2 at)dx .
B B

m
B) Cas de ((x,t) 3V 40 € )
e m +
ot
Espace étudié. - wm(B+) est l'espace des fonctions mesurables qui, pour presque tout
x , sont dérivables & l'ordre m au sens des distributions et dont les dérivées sont

mesurables dans B+ et qui vérifient les conditions d'annulation en B :

v Bm_lv
v(x,B) = 7% (x,B) = ... = o~ (x,B) =0 .
at
™
On munit cet espace de la semi-norme ” (,?(x,t) —;- (x,t)“ P . On commence par
at - L (B+)
introduire les (M.) . . ol on définira la jéme trace.
j0<3<p
B 2m-2j-2
Notation M ={x &€B ,f g o . o} pour j g m-1 . Ils vérifient :
0 (\Y(x,0))
M0 D M1 D ... >Mq—1> Mq DMq+1 vees o« Si la mesure de Mo est nulle, il n'y a pas

de trace. Si la mesure de M0 est non nulle, on note p le plus grand entier ¢ tel

que : mesure (MQ) # 0 (il y a alors au total (p+1) traces).

PROPOSITION 1. - Tgl = {vj (x) , fonctions mesurables sur Mj avec
vj (x)
” " <o} avec la norme canonigque.
Fm23- [
(JB o™ 2 2do)1/2 L (Mj)
2
0 (q)(xlc))

PROPOSITION 2. - Soient Lj = {(x,t) & B, tel que

( BB f PP e L ...a0, 1/2
J J J ) < ©} . On pose pour (x,t) € L,
£ 70y S0y (@0 N2 ’
L? ' m-7j
wj (x,t) = 3 ! . Il existe ¢ > 0 telle
(JB JB JB Om_j dom—j dcm—j—l cee doy )1/2
2
t oy Om—j—l (q)(x,cm_j))

que, pour tout Vv ewm(B+)



139

2 (v 2 2 9"
JL Wy (x,£)) I—j (x,t)]“ at decJ (@ (x,t)) l——;

5 Jt B, ot

x,0)]? at ax .

REMARQUE 1. - MIL X [O,B[ < Lj pour tout j & m-1 , pour tout £ € [O,q]

REMARQUE 2. - Il y a compatibilité entre les dérivées intermédiaire et les traces
m j
)

@(x,t) —_n‘ft (x,t) € L2(M°x [O,B[) et wj(x,t) §-—‘J’ (x,t) € LZ(Mox [O,B[) impliquent
ot

ot
la méme relation sur v, .

C) Séparation des traces

LEMME 2

A) S'il existe c > 0 telle que V (x,t) € B , Vrew, [('Pa j(x,E)I L c |lPOL j(x,t)l

il existe une application linéaire et continue Pj de wm(B+) dans wm(B+) telle

que : yj(Pjv) = Y4V yk(Pjv) =0 VYk#7j

B) S'il existe c >0 telle que vV (x,t) € B, Vrew avec (x,rt) € B+ ,

. rt < . t alors on a la méme proposition.

lq)a’](x, )| < e ]Lpalj(x, )| alo n éme prop

REMARQUE. - B) est aussi vrai pour MX [:O,s(x)[ au lieu de B+ , M mesurable de
B , s(x) >0 (par exemple M = {b(x) < 0} , s(x) = Ib(x)l)~

o

D) Démonstration succinte des théorémes sur les relations normales

On se contente de la donner pour les Lpi(x) . Voyons d'abord la partie

traces. On considére d'abord 2 fonctions L{'R,(x) et q;m(x) et les relations

2 m
P, (x) B—Z (x,8) £ 12 et ¢, x 3—;— (x,t) & 1°
ot ot
L j-2 3
On pose wl(x,t) = 8—; (x,t) - S @__v (x,0)
ot (3-2)! 23t

On peut supposer, d'aprés le paragraphe C), que Vv a toutes ses traces (sauf la jéme)

nulles : wl(x,t) a toutes ses traces nulles.
j+gq-2 Q- (x)
2 U j+q e 3
De ij+q(x) —-—-————tj+q_2 (wl(x,t)) € L” , on déduit ——tj+q'ﬂ' wQ(x,t) L (ij+q(x) #0
X JO,B[) (par applications successsives de A)).
‘Pj+q<x) . : . -

On compare alors q? (x) et ———— ; soit t tel que les 2 poids soient égaux :

2 tj+q—JL 1
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1
| @,, (x| I+a-2
t, = (.__lfg___)

¢y

1 25-20

1 ]
Le calcul de c = f o f t————'g'f;z) I‘PR,(X)'z la—'J! (X,O)]2 dx
. 0 0 j=2) ¢
q;J+q(x)9‘ Qz(x)# 0 ((3-2)YH ot

2j-28+1
.. (x)  2j+2g-2%
nous conduit au poids pj (x) = sup {l LP;L(X)I ‘ij+q l 1.

Au niveau du relévement, on introduit un couple {21 S J et q > 0} tel gque

(Pll(X) et (Pj+q1(x) donnent le poids principal et on pose :

1
IQj+q1 (=) | 3+a, -4,

q(x) = (——I—M ) ) .
S |

J
On prend Rvj(x,t) = X(t/q(x)) ;_:—!vj (x) . Puisque B est infini, c'est un relévement.

On vérifie ensuite toutes les relations en utilisant le fait que, puisque le poids

est maximum, on a pour 2L j et g >0 :

29-20+1 23-20,+1
¢ 3+q, (x)  2j+2q,-2%, Qj+q1 (x)  23+2q,-2%;
|, 0| (IWD < lcf,%(x)l (]W B
% 23-20+1 1 23-20,+1
2j+2q,-24 @, (x) 2j+2q,-2%
LP-_,_ (x) 1 1 3+q1 1 1
g, ]  [—==2—D < g, ] dg—= D .
¥y @, oo < y

1

La démonstration est analogue pour R fini (on utilise l'annulation en B et on
modifie le relévement).

o,
Les démonstrations pour (tr+b(x)) * sont plus délicates mais de méme nature.

III. EXEMPLES D'ESPACES DE TRACES

On se placera dans le cadre suivant : Bo = (] —u,+u[) n-1 , B>0,

-
B, = Bo X]O,S[ , v € Cm(R+) , supp v C Bl\) Bo .
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EXEMPLE 1. - Soit B(x) une fonction c’ , b(x) > 0 , et soit Gp >0,

11
p=1,2,...,n-1, 6p>5—; ou 6p=0 .
1 2 v 2 (Sp v 2
= —_— r _— = -
Wie) = {veris) , o= €L7B) , (thb) P 3= €}, p=1,2,...,0-1.

P

PROPOSITION 1. - La trace vérifie (on prouvera que ces relations caractérisent la

trace)

A) Il existe ¢ > 0 telle que, pour toute v € W1(B+) , supp v € B+U B :

v el < el
o L2(B ) 1

o w (B+)

B) Pour tout p =1,2,...,n-1, il existe c ) 0 telle que, pour toute v [3 Wl(B+) ,

suppv€B+U Bo :

(B L <+t(tr+b())6" ) -v P anax < ¢ Jvl?
. v (x x ep v, (x x & e vl

2
. ‘0t W (B+)
ABUS DE NOTATION. - Dorénavant, pour alléger les écritures, on remplacera < ¢ ”v" 1
par < o . w (B+)
1/2 s ' : 5
REMARQUE 1. - Le cas Gp = 0 donne H . Le cas b(x) 2 0 donne l'espace dissymé-
1
2(x8_+1)

trique H P ol on a noté :

S,1Sre+448 s s s

2 -

gl 2 Polver’®@) , aseg 4t 2 vt M7 $0) e 1P

REMARQUE 2. - La condition 6p > %-% ou 6p = 0 est toujours vérifiée par t+b(x) ,

o
b(x) C , b(x) 20 ou par t2+|xl2 . Si cette condition n'est pas vérifiée, les espa-

ces de traces ont une expression différente dépendant de la forme de b(x) (cf. re-

marques complémentaires & la fin).

[e+]
EXEMPLE 2. - Soit b(x) wune fonction C , b(x) >0 et soit <Sp >0,
11 1
= veeyn=1 , 8§ >=-2 § = § > =2
P 1,2, ,n-1 o 37 ou o 0 et P >y
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2 $
Whe,) = {ve L2(B+) , g—‘t’ €L2(B+) , 3—% €L2(B+) , (t5+b(x)) P %‘ e L2(B+) ,
ot P
2 §+8 .2
Woen® 2 e e, e P T2V ¢ 2@y
9x_ ot 9x_9x
P p%%q

p=1,2,...,n-1 et qg=1,2,...,n-1 .

PROPOSITION 2

A) La trace v

1 est caractérisée par vy € L2(B°) et

§
L r o . ) i ) ]
fB JO t2 [vl(x+t(t +b (x)) ep) vl(x)l dt dx < pour p=1,2,...,n-1 .

B) Soit vﬁ = 3% - La trace Vo est caractérisée par les propriétés L2 avec
P -
poids : {v_€12(B) (b(x))ép 2 Px) € L2(b(x) #0) pour tout p=1,2 n-1}
. o fo) ’ o P ’ reee

et les relations intégrales :

/x 268

(b(x))1 r P §
) f J LEBB) | P e e ) T e P | at ax < o
b(x)#0 40 t ° a °

pour tout p =1,2,...,n-1 et tout qg=1,2,...,n-1 ;

ii) J JB —1l |y (x+t(tr+b(X))6Pe yv (]2 at ax <
B Jo 2t/ ° P ©

pour tout p = 1,2,...,n-1 .

REMARQUES. - Une remarque générale est que pour les espaces en tr+b(x) » b(x) 30
(en particulier t+b(x) , b(x) >0 ou t2+[x|2), 1l'espace parcouru par le produit
des traces est le produit des espaces parcourus par les traces séparément.

Il en est de méme pour les espaces en (pi(x) .

Sous des conditions autres que : {Gp > %--%- ou GP =0 et Gp > 5%—} ; les espaces

de traces ont une autre expression (cf. remarques complémentaires & la fin).
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o ]
pawes 3. - v e, et = L er?m) , folv g mr) ok ew,
ax~ 3t

<

mewW , k>0, ryu >k .

Cette derniére hypothése est faite pour ne pas surcharger 1l'exemple, ce
n'est pas une restriction. Les traces d'ordre j (j & m-1) (on peut aussi calculer

les autres) vérifient les propriétés caractéristiques suivantes :

m _ 2 o 2 . _
Ty = fvyeri) , vyer ®) , lal+i ¢ m-1 ,
—21; (2] o] +23-2m+2ry-2k+1) o )
(b(x)) vj(x) € L"(b(x) # 0) pour m.$|a|+j & m+k-1}

avec les relations intégrales :

B
[J J L Wixtoe ) - v |2 a0 dx < © pour |a|+i = m-1 et
B Jo o P J
(o]

p=1,2,...,n-1

1/x
f J(b(X)) (0r+b(x)>214
b (x)#0

> |vq(x+6e )-vq(x)[2 dodx < =
0 o J P J

pour ]a|+j = m+k-1 j

REMARQUE. - Il y a d'autres relations intégrales (surabondantes) sur les dérivées

intermédiaires des y (entre ya ou [a| = m-j-1 et vg ol |a] = m+k-1), & savoir :

/r
(o%+b () 2P

bt
Jb(x”‘o JO o2 (aT4b () 2/ % @) 1-a]-)

[v3 (x+oe )—vo.t(x)l2 do dx < o
J P J

pour p=1,2,...,n-1

On voit, sur ces exemples, apparaitre la structure des espaces de traces

formés par :

A) Des propriétés L2 avec poids sur les traces et leurs dérivées. Les propriétés

2

L avec poids opérent sur le domaine ol la trace existe et sur les domaines M?

ol les dérivées des traces sont localement dans L2 .

B8

Remarque : On a les inclusions : M? C Mj et Mj (& Mg si B>a .
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B) Des relations intégrales sur des couches : {Mj X [b,sj(x)[} ; {ng Bhsj(x)[}

construites sur les Mj et les M : s?(x) < sj(x) .

3

L'accroissement dans une direction donnée est commun & tous les y et les
o . . s <
y . Si M? = M? pour f > a , les relations intégrales sur les Mq ne sont pas

indispensables pour définir l'espace (elles sont surabondantes).

On voit comment se généralise la structure des espaces de traces ol

Qo5 = @ ) (") qui stait fornee de

( - propriétés L2 avec poids sous la forme A € L2(Bo) ou ¢ LZ(BO) '

-1 2’
cew” 7

- des relations intégrales sur les dérivées vz (éventuellement) de la

ﬁ forme :
8 1

o (0] 2 o
—_— - < o =
J n-1 Jo t2s+1 IVQ(X+tep) vz(x)l dt dax ou s sl,u,p ’

k étant le plus grand multi-indice tel que vz € LZ(BO) .

Ceci est en particulier le cas des espaces g° (s €WN) et de leurs traces.

IV. TRACES D'ESPACES DE SOBOLEV. METHODES

1) Décomposition de v

n-1
On se place dans le cadre suivant : B+ = Bo X ]0,6[ avec Bo = (J—p,+u[)
n =
0 . Les fonctions Vv considérées vérifieront : v € C (R:) , Supp V € B, v B° .

Les espaces de traces sont définis par des propriétés L avec poids et par des rela-

tions intégrales. Sauf exceptions (cf. remarques complémentaires & la fin), les pro-
priétés L2 avec poids résultent du II.

Voyons les relations intégrales : on commence par décomposer toute fonction v sous
la forme de la somme d'une fonction & traces nulles et d'une fonction des traces. Ceci
s'effectue au-dessus de chaque Nk ol Nk est une partition convenable de la base

Bo .

m
) ,

EXEMPLE. - Si on a une seule relation normale : (f(x,t) ——% (x,t) € L2 , on introduit
ot

Mo ol existe vo et Mj ol existe la trace vj . On a les relations :
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BODMODMID...)MjD...DMrDMr+3....>M .

1 P
On introduit les ensembles No =B - Mo ' N1 = Mo - M1  eee g Nr = Mr - Mr+1 et on
prend les décompositions : v(x,t) = (v(x,t)) + 0 sur No ’
vix,t) = (v(x,t)-v(x,0)) + (v(x,0)) sur N, Jusqu'a
r AT
vix,t) = (v(x,t)-v(x,0)-t %%-(x,O) - . - E_.é_!.(x,o))
r! 3 r
r .Y t
v t 9V
+ (v(x,0)+t 3 (x,0) + ... + T (x,0)) sur N_ .

at

Soit v(x,t) = w(x,t) + L(x,t) une décomposition ol w(x,t) est une

fonction & traces nulles et L(x,t) une fonction des traces.

2) Le lemme intégral

HYPOTHESES. - On se place dans R: . Soient M un ensemble mesurable de Rnn1 et

s(x) une fonction mesurable sur M , s(x) > 0 (M peut étre et s(x) = +).
. n
Soit (el’eZ”"'en) la base de R .
Soient ((x,t) et ¢p(x,t) deux fonctions mesurables dans Rz . On suppose que,

parmi les semi-normes qui définissent l'espace, figurent les relations

0 (x,t) Cha' (x,t) € L2(B+)
atd
an 2
VY (x,t) — (x,t) € L°(B,) 1&p<&n-1.
p 3B +
P
On considére une décomposition de v : v(x,t) = w(x,t) + L(x,t) .

Soient h_(x,t) et V(x,t) deux fonctions a valeurs réelles, définies sur

M x]O,s(x)[ avec, de plus, V(x,t) >0 .

LEMME 3

. On suppose que le changement de variable :

S =x + Chp(x,t)ep,T =t (1)

est possible avec un jacobien uniformément borné par rapport & C ou ]Cl-s 1.

. On suppose qu'il existe ¢ > 0 telle que, pour tout (x,t,Z) , x € M ,
t€e [o,s] . |g] <1
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vix,t) & cv(X+Chp(x,t).t) (2)
wl(x,t) < cwp(x+chp(x,t),t) (2)'

V(x,t) et hp(x,t) vérifiant : v(x,t) (hp(x,t))28 < c(lpp(x,t))2 our

x,t) € M x[0,s(0] (3)

. On_suppose que pour c¢' indépendante de (x,u) € Im

4
par le difféomorphisme relatif & ¢)

3%

M x [0,s(x)]) (1m,

image

U 2 M 2 2
vix,t) |ulx,t) ]| at g c (@ (x,£))° |=— (x,t)|° at (4)
0 0 3

d

. On suppose les relations de dérivées intermédiaires : pour ré.[l,B—l] , il existe

c" > 0 telle que pour toute fonction v :

s (x) 2r 3" 2
J (J (x,t) (h_(x,£))“" |&Z (x,t) | at)ax
M P o

0 Bxp
s e {J ( xen? I& (x,£) | % at ax
Jp atd
+
B
+ J W 012 12 012 at ax } (5)
B P Bxe
+ P

alors il existe ¢y > 0 telle que pour tout v € Cm(R:) , supp v € B+|J Bo :

s (x) 2
I (I v(x,t) |L(x+h_(x,t)e_,t) - L(x,t)|° dt)ax
u Jo P P

€ o f f ( (%)) x,t)|? at ax
B

2 |§E!
q
. ot
+ j W (x,£))2 IaBV x,0)|% at ax } )
B, P ;E
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3) Exemple d'application

On démontre, sur 1l'exemple 2, pour Vo s la relation :

S S |v_(x+t (£5+b ( ))ap ) x| 2
. 7 v x x ep—voxl dt dx < o .

L 70 €2 (t54b (1)) 2

On peut, par le critére de séparation, supposer v, nul. On pose, avec les notations

1
précédentes :

wix,t) = v(x,t) - v(x,0) , L(x,t) = v(x,0)

1

s
V(x,t) , h_(x,t) = t(tT+b(x)) P
£2 (t%+b (x)) 2/F P

Vérifions alors chaque hypothése :

(1) (2) (2)' résultent de 1'hypothése 6p > %-% ;i (3) est évident ; (4) résulte
2
du fait que -8—; (3 L2 et v1 =0 => u-Lxét—) é L2 ; (5) résulte du fait que 1l'on
at r t 8 32v 2 r 5-l v 2
a la formule de dérivée intermédiaire (t +b(x)) m éEL = (t +b(x)) r _3; €L
1
car § > e

4) Lemmes & l'ordre 1 (ces lemmes sont des applications du lemme précédent)

av
ot

Lf (x,t) 3v_ (x,t) & L2(B )} et s(x) >0 mesurable et M € {x €B_ ,
P ax,, v & HSsuravle et o

LEMME 4. - Soit un espace {(fo(x,t) vix,t) € L2(B+) ’ (f(x,t) (x,t) € L3(B+) '

t
I -—99—2 existe pour tout t € [O,S(x)]} .
0 (Y(x,0))
Y _(x,t)
On suppose que h_(x,t) = L et que :
p hp(x,t)

i) le changement de variable X = x+§php(x,t)ep,T = t est possible avec un jacobien

borné uniformément par rapport a Cp avec ]i;PI L1,

ii) il existe c > 0 telle que, pour tout (x,t,Z) , x€ M , té€ [_O,S(X)], 4R

hq, (x,t) & ¢ hq,(xﬂ;hp (x,t),t) (ce qui implique d'abord que

hq)(x*'Chp(X,t),t) existe)
wp(x,t) <L c lpp(x«}-chp(x,t),t)
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alors il existe une constante cy > 0 telle que pour tout v , v € wl(B+) , et si

v, (x) = v(x,0)

s(x) wp(x it)
j (J (h q(x,tn lv, (e—=——e ) - "o""| at) ax
M

0 hq(xrt)

< c{f (¢ (x,t)) |aqv (x,£)]% at ax
B

+
B
+ J W x,en? |2 ‘é (x,t) |2 at ax }
B+ P 9x

LEMME 5. - Soit un espace {q (x,t) vix,t) € L (B ) (P(x,t) v

ot
(x,t) 2 (x,t) € L () , 1& pg n-1} .
w 9x

P

2
(x,t) €L (B+) ’

Soit M un ensemble mesurable, M C Bo , S(x) une fonction mesurable définie sur

M, s(x) >0 sur M et v(x,t) > 0 une fonction sur M X [O,s(x)] , hp(x,t) une

fonction sur M x [O,S(x)J 4 valeurs réelles.

On suppose :

i) que le changement de variable X = x+§hp(x,t) ,T = t est possible avec un jacobien

borné uniformément par rapport & ¢ ou ICI 1 (1)

ii) qu'il existe ¢y > 0 telle que pour tout (x,t,) , x €M, t € [O,S(X)J,
}Cl <1:

vix,t) & <y \)(x+chp(x,t),t) (2)

2 '
lqap(x,ul < ¢ |qap<x+;hp(x,t),t)] (2)
Vix,t) et h verifiant : V(x,t) ((x,t)° < cl(q?p(x,t)_)z 3) .

iii) On suppose que pour c indépendante de x,t,s(x) :

2

s (x) t s (x)
3 2 219 2
JO V(x,t) IJO 5% (x,0)d0]” at < ¢, JO (¢ (x,t)) I% x,£)|“ at (4

alors il existe une constante c, > 0 telle que pour toute fonction v & Cl(l-{l) ’

3
supp v € B, v B etsi v (x) = v(x,0)
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s (x) 2
J J vix,t) |v_(x+h_(x,t)e ) - v_(x)|° at ax
M ‘o ° P P °

/A

2 (3 2
oy {JB (¢ (x,t)) Ia—‘t’ (x,£)]|“ at ax
+

" f (@ tn? |2 0| acax} .
p 9x
B+ P

REMARQUE. - On en déduit les propriétés des traces de nombreux espaces d'ordre 1 . En

effet, sous les hypothéses ci-dessus, la trace vo(x) vérifie sur Mo = [x € Bo '

8 do s cp sz .
— < o} les propriétés suivantes :
0 (q (x,0))

vo(x)

2
i) € 1.°(M) .
B a )1/2 o

<[ %
0 (¢ (x,0))
‘s . 2 . 2 2
ii) Ssi (w(x,t))” = inf {(kpo(x,t)) r (hp (x,£)) 1,
B 2 2

f (J (w(x,t)) dt)lvo(x)| dx < o .

M 0

Cette relation s'obtient en écrivant : v(x,0) = vo(x) = v(x,0)-v(x,t)+v(x,t) et

en utilisant les relations : (po(x,t) v(x,t) € L2 (Mo X [0,8]) et

hp(x,t) (vix,£)-v(x,00) € L2 u x [0,6]) .

iii) La relation intégrale ci-dessus pour s(x) convenable.

EXEMPLE
20, 20,
. . . 2 n v 2 P v 2
i) Soit l'espace { V€ L (B+) , |x| 3 €L (B+) , |x| Py € L7 (B,) 1,
p=1,2,...,n-1 , muni de sa norme canonique avec : otnetN et o €W , et
n-1 p
2 2
[x|“= 1 = -
s i
i=1

a
ii) La trace vérifie : elle existe sur |x| # 0 et |x| n vo(x) (3 L2(|x| # 0) . De
plus, on a les relations intégrales :
40,

s (x) n 20, -20.,
J[ | J -Lx-l2—- ]vo(x+t|xl pn ep) - vo(x) ]2 dt dx < «© pour tout
x|[#0 ‘0 t
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2an
p=1,2,...,n-1 ot s(x) = le

(t = s(x) est la couche suivant laquelle

2, 5y

on tronque : {v € 12 . xl 3t

é sz (cf. II, 4), D)). La vérification
des hypothéses nous conduit & 1l'hypothése (H) : pour tout p =1,2,...,n-1

’

Q. 0.
o #

iii) On verra que, sous cette hypothéses (H), les relations ci-dessus caractérisent

la trace.

UN EXEMPLE D'ESPACE DE SOBOLEV

Espace étudié. - On considére l'espace de Sobolev avec poids défini par : r €W ,

0 -
b(x) est une fonction C , b(x) 220 définie sur Rn t et :

a m
W) = {v €D (r) , (Fpx) © vix,t) € 128 , (T ® I 0 €123
8t!!l +
Q.
r P OV 2
(t7+b(x)) Bxp (x,t) 6 L (B+)} .

Si b(x) = 0 , on prend B+ = Ri et on a affaire & un espace de trace ad dissymé-
trique. La valeur limite pour qu'il y ait une trace est o = 2?;1 ;j si a3 2%%L '
2m-1 .

e il y a une trace Vs dans L (Bo) .

. ' e
il n'y a pas de trace; si a <

2

Les propriétés L avec poids des traces sont : v ao-2ro-1

2 .
éL(Bo) si R < > .

2
Les espaces de traces sont obtenus en complétant les propriétés L2 avec poids par

les relations intégrales :

t2ra t22 m+ro, -ro 5
—_— lv (x+t P e) - v (x)l dt dx < ® pour p=1,2,...,n-1
Rn—l o t2m 2 P L

Si b(x) est quelconque, on prend B+ petit voisinage de 0 et on introduit les

quantités :

r 20 r 20, 28 o_-0
v(x,t) = e +b(x)) , Vv (x,t) = E+b(x))  t. , h (x,t) = tm(tr+b(x)) p
2m 2 2m P
t t
et on pose : hypothése H, : ap > o+ % - % ou ap = 0 (cela correspond & la
n-1 '
relation (1) du lemme intégral). Dans le cas particulier ol b(x) = z oy xil ou
i=1
m 1
> i i ' & T -0 - = > =
uy eEw, o 7 0 , on introduit 1l'hypothése H, : z ' ap o m 0 ou a o .

P
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On a alors :

n-1 M,
THEOREME 4. - Sous l'hypothése H1 (resp. H2 si b(x) = oy xil od 0, >0
e - i
et U, EW) i=t
= ¥
. 2m-2 -1 .
a) Si o < Sy la trace vy est caractérisée par :

f fB (tr+b(x))2a t22
B

2
v € L“(B) et
2 o — 0 t2m

a_-o
lvl(x+tm(tr+b(x)) P ep)—vz(x)|2dtdx <

pour p =1,2,...,n-1

2m-2 -1
>

b) si o ™

i) si o - o < % » la trace v, est caractérisée par :

% (2ro+22-2m+1) 9
(b(x)) vpx) € P #0) et

1

(bNT 200 2% 00
J J a +b(§)) £ IVg(x+tm(tr+b(x) P e )'vz(x)lzdtdx <
b(x)#0 Jo " F

pour p=1,2,...,n-1;

est caractérisée par :

X m
ii) si u—aoa;, la trace v

2
1 0t-mo
OL°+(2,+5) ( o ) 5

(b(x)) vy (x) € L7(b(x) #0) et

o=

-2

(b(x)) m r 20, 2% o._-0

J J LEBE) g e (Fan) P e )-v, (0 |%atax < o
b(x)#0 /0 £ p

our p=1,2,...,n-1 .

V. RELEVEMENT DES ESPACES DE TRACES

1) Formule de relévement

Etant donnée y définie sur Mj , on la prolonge par 0O hors de Mj et

hors de Bo . On 3
On prend pour formule de relévement : Rvj(x,t) = u(x,t) ;:_l_[ n-1 R(C)vj(x+ZjH(x,t) £)ag
R
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H(x,t) est une fonction de troncature

ot R € D((J-1,+1D™ ) |, R(D) reéelle, fn_l R(Z)dg =
R

H(x,t) = (Hl(x,t),H2(x,t),...,Hn_1(x,t)) ’ Hi(x,t) €R.

2) Méthode

Le point essentiel, au niveau du relévement, est que les relévements avec
n X,
1 R(

noyaux soient : )) w(n) dn ol R(Z) = R(;1,§2,~--'C

n-1 n-1 H (x,t

I H, (x,t)
. 1
i=1
vérifie : R(p) €9((]-1,+1D"Y) , J .., R(@AC =1, ont des dérivées qui peuvent
R

se mettre sous plusieurs formes différentes (en fait, déduites les unes des autres
par intégrations par parties). On pourra donc, compte tenu des expressions des traces
ci-dessus, utiliser telle ou telle de ces expressions aprés avoir découpé B+ en

zones.

EXEMPLE D'EXPRESSIONS DIFFERENTES DES DERIVEES DU RELEVEMENT. - La dérivée par rapport

a xz peut s'écrire :
- soit

act T (5 (x,8))

1 2
- 2 _— P (C)w(x.+C.H4(x,t)dc--—————-J _q PP(Qwix, +7 H, (x,t))dg
p=1 Hp(x,t) Rn—l P i 7ivi Hl(x,t) Rn 1 i 2ii

o P (1) aépend de I etde p, P (€D (-1,+1[") , supp () € supp R(D)

J n-1 Pp(g)dc = 0 (mémes propriétés pour PZ(C)) (on pourra donc remplacer
R

.[R“'i Pp(C)w(xi+ciHi(x,t))dc par J Pp(c) (Wx +L H, (x,t))-w(x,))dT) ;

n-1
R

- soit J R(DE, 5o (8, (x,t) 322 (x, +T, 8, (x,t)) AL+ R(Z) (x S, (x,0))aE
Sl %y ox P 1 a

of, si on pose Q (L) = R(DT, ., Q€D (J-1,+41)% , supp Q, (2) C supp R(D) ,

JRq QE(C)dC quelconque.
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On a plus généralement :
Formules de dérivation des relévements

1 R( Ni7*y
n-1 n-1
n H, (x,t)
i=t *

LEMME 6. - Soit un relévement précédent : H—J(.x_t)_) w(n) an
. ’
i

a) Si on fait porter toutes les dérivations sur le noyau, une dérivée d'ordre

a = (a',otn) se présente sous la forme d'une combinaison linéaire de termes en :

T b i(H (x,t))
. r,
1 i= i

81 82 B
(Hl(x,t)) (H2(x,t)) ...(Hq(x,t))

1

s

n-1 T H_(x,%t)
r,

=1 i

R (7) wix,+z . H, (x,t))dg
JRn—l a,B,ui i Piti

ol 81\< 0y v 82$ Qo o eoe s Bn_1 < Oy f - Ru,B'ui(C)dg =0 sauf si o =0,

R

s n-1
I wysars+ ] B <l .
= i=1

b) Si on fait porter toutes les dérivations sur w , une dérivée d'ordre a = (ot',un)

se présente sous la forme d'une combinaison linéaire de termes en :

S

i 8!

Zl D (Hri(x,t)) I - R“i(C) 3B wx+g H (x,£))dAg
R

avec |B'| < la] J RU (2)dz de valeur quelconque,
n-1 i

R

REMARQUE. - Pour avoir le cas général, on combine ces 2 formules.

On a besoin aussi de la majoration de certaines expressions

LEMME 7

[ee]
a) Soit b(x) une fonction C , b(x) 20 , r €N , V>0, X(t) G@([O,l[) '

X(t) =1 sur [0,%—[ 7 il existe une constante c¢ > 0 , dépendant de (a',an) B

telle que, pour tout (x,t) € B, :
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clal o " ( X/ &I < <
5% a. X x N a v/r + [a'|/2

at © (b(x)) ®

00
b) Soit b(x) une fonction C , b(x) 20 et P>0, VER , r €N ; il existe une

constante ¢ > 0 , dépendant de (a',an) , telle que, pour tout (x,t) € B+ :

wr -v-la'|/2 -0 /r
- (—= )| € ¢ (5 (x) n .
ax® % (tFb )Y

Démonstration. - Pour établir ces majorations, on utilise une récurrence et le fait
Hi 1/2
que, si |u | =1, |07 bx| g cbx) /

technique de relévement. On prend le cas de la trace vy de l'exemple 2 et le relé-

() . Illustrons par un exemple la

vement Rvo(x,t) = x(t) Rn_l R(Z) vo(x+;H(x,t))d; .

/r

/T oat > e

On décompose B+ en t < (b(x))1

/x

1
Pour t > (b(x)) , on procéde par dérivation sur R ce qui conduit & des termes

majorés par :

8 1 r [ 2
et I J —_— ]vo(x+t(t +b(x)) ") - vo(x)] dt ax ,
B

llv_|l
° L2(Bo) 0 t2(tF+p(x)) 2/E

o

/r

relations qui figurent dans l'espace de trace, et, pour t < (b(x))1 , on procéde

en faisant porter les dérivations une fois sur v, ce qui conduit & :
2r %o
il (b)) = || , p=1,2,...,n-1 et

KA
°12(3) 3%, 112 (b (x) #0)

o

1/r
(b(x)) r 28
J J (t +b2(x)) va(x+t(tr+b(x))6) - Vg(x) 12 dt ax ,
b(x)#0 ‘0 t °

autres relations de l'espace de trace.

REMARQUES COMPLEMENTAIRES

A) La restriction 8 > %— dans l'exemple 2 est effective puisque, par exemple,

2
l'espace {v € L2(B+) v %‘é 6.L2 (B+) ’ a—-‘zi €L2(B+) , (t+b (x))’5 %Z— € L2(B+) B
. § v 2, Ot 26 3%y £
1€ ignl, (tb(x) 5= € L7(B,) , (t+b(x)) e 1S vis n-1}
i i%%5
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a pour traces :

1 2 v, 2
csis <z (v e1’s) ’a_{““ (B) +» 1g isn1,

2

J jB (£+b (x)) 2
B 0 t

Bvo s ov 2
|[=2(x+t(t+b(x))° e ) - —= (x)|“ at dx < =
9x, P X,

° 1 1

pour tous 1 i,p & n-1} .

1 2 vV, 2
.si<S=E: {voeL(Bo),EéL(Bo),Igifn-l,
b (x) v v
f J L) 0 ue(emo) P e ) - =2 P at ax < =
b(x)#0 ‘0 t i P i

pour tous 1g i,p < n-1} .

On peut aussi obtenir, dans certains cas, les traces dans le théoréme 4 dans les

cas ou les hypothéses H1 (resp. H,) ne sont pas vérifiées ou dans le cas des
—-29 -

22—%;—1? . Il apparait des propriétés L2 avec

poids supplémentaires et une modification des couches d'intégration. Voyons un

coefficients exceptionnels (a =

exemple dans Ri au voisinage de O :

2 2,1/2 3v 2 v 2 2

{ver (B) , (t+x") 3T €L (B,) , 3x €L (B+)} a pour trace : Vv eL” ,

2

X 2
J [ iEi%—L |v (x+_———§—T7E e) -v (x)|2 dt dx < = pour tout

|x|# 0 Jo t (£+x2) P °
p=1,2,...,0-1 .
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