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PROBLEMES AUX LIMITES UNILATERAUX
DANS DES DOMAINES NON REGULIERS

par

Pierre GRISVARD et Gérard LOOSS

Cet exposé est consacré 3 1'étude de la régularité de la solu-
tion de probléme; du type suivant : Soient § un ouvert de R" 2 fron-
tiére au moins localement lipshitzienne, B un graphe maximal monotone
dans Rx IR et A une matrice symétrique définie positive 3 coefficients
lipshitziens définis dans  ; pour f ¢ LZ(Q) donnée, on considére u
solution du probléme :

- div. A grad u+u = f pp. dans
(1
-VvV.A gradu B@u) pp surT = 23Q
ol vV est le champ de vecteurs normal sur [, sortant de Q .
Il est connu que ce probléme admet une solution unique u dans

1'espace de Sobolev H](Q) ; cette solution est obtenue par minimisation

sur H](Q) de la fonctionnelle
1
v —> (F(v) - |A 2 grad vlz + ]vl2 dx - fv dx + J j(v) do
2 kg Q r

ol j est une fonction numérique convexe définie sur R, dont B est le sous-
différentiel et ol do est la mesure de surface sur T . Cette méthode peut
étre appliquée dé&s que I est localement lipshitzienne si on entend la
condition aux limites dans un sens faible.

On cherchera ici des conditions sur 2 et A assurant que la solu-

. . 2 . o e . P
tion u soit dans H'(Q) c.a.d. ait ses dérivées secondes de carré intégrable.
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En gros, on atteindra ici deux types de résultats (qui seront énoncés ri-

goureusement, plus loin).

I. Si § est convexe quelconque et A proche de l'identité (c.a.d. divA
grad proche de l'opérateur de Laplace A) alors ueHZ(Q), sans restric-
tion sur B .

II. Si § est convexe quelconque et B particulier (c.a.d. correspondant
aux conditions de Dirichlet, Neuman ou Signorini({)) alors u e Hz(ﬂ_),
sans restriction sur A.

Des résﬁltats de régularité de ce type ont &té obtenus aupara-
vant par Fichera [5] (pour le probléme de Signorini en élasticité) et par
Brezis [2] qui supposent que ' est réguliére, c.a.d. de classe Cw mais
il est clair que les démonstrations indiquées par ces Auteurs, fonctionnent
lorsque [' est de classe CI’] (classe des fonctions 3 gradient Lipshitzien)..

Les frontiéres considérées ici peuvent €tre beaucoup moins régu-
liers puisque 1'exemple du polyédre convexe montre que [ peut &tre seule-
ment lipshitzienne. A ce propos, il est utile de remarquer que tout ouvert
convexe §! a sa frontiére localement lipshitzienne : pour s'en convaincre
on vérifie que {8 a localement la proprié&té du cOne uniforme (Agmon [1] ,
Ee&li [10]), ce qui est évident géométriquement ; ensuite, on utilise 1'é-
quivalence entre la propriété. uniforme du cOne et la propriété d'une fron-
tiére d'étre lipshitzienne (Chenais [4]).

La convexité de la frontiére (au moins dans les points oi elle

1,1 ‘s - . .
n'est pas de classe C ’> ) est une condition nécessaire pour que la solution

() Pour le probléme de Signorini, on ne considérera que le cas ot &
est un polygdne plan.
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appartienne 3 HZ(Q), comme le montre 1l'exemple du probléme de Dirichlet
(qui correspond 3 B(t) =¢ si t#o et B(t) =R si t=o0). En effet,
on sait que si § est un polygdne plan dont le plus grand des angles
intérieurs a pour mesure w, on peut trouver u.eH;(Q) solution de

M e dzdﬁ) et tel que

u ¢ WP @)
Im . 2 . . .
pour S = y + 7 1<p<+o (Grisvard EG:]) . Ceci montre bien que la con—-

vexité est nécessaire pour que ucaHZ(Q). De plus, méme si f est donné
trés régulier, on ne peut pas espérer que la solution u du probléme (1)
dans  polygdne convexe soit dans H(Q) avec S>2 ou danms Wz’p(ﬂ)
avec p >2, sans imposer de restriction supplémentaire sur Q.
Toujours en ce qui concerne le probléme de Dirichlet, le résul-
tat de régularité dans un ouvert convexe borné quelconque est di 3 Kadlec Bﬂ.
La méthode de démonstration de régularité utilise ici, suit les
idées suivantes : il y a deux sources de singularité@s qui sont 2 et B ;
on s'en débarrassera en faisant des approximations. On approche & 1l'aide
d'une suite croissante d'ouverts convexes réguliers Qm , m=1,2,... tels

que la mesure de S2-Qm tende vers zéro lorsque m->+= et que les frontiéres

r

m

BQm soient localement lipshitziennes uniformément par rapport 3 m.
D'autre part, on approche B par ses régularisées au sens de Yosida

définies par 1

_z= _ -1
By = A {1 - (1+2B)

} . Ao

Les BA sont des fonctions non décroissantes, uniformément Lipshit-
ziennes de constante_yﬁ (Brezis [2]) qui tendent vers B (dans un certain
sens !) lorsque A\ -o.

On est ainsi amené 3 considérer le probléme approché& suivant :
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- div A grad u = f| p.p. dans Q

+u
A,m A,m Qm

(2) :
-v. A grad 'u)\,In = Bx(“x,m) p.p. sur T

m

Ce probléme admet une solution variationnelle dans HI(Q) et par

1
conséquent la trace de BA(uA m) sur I‘m , appartient 3 H 2(I‘m). Les résul-
b

tats classiques de régularité concetrnant le probléme de Neuman impliquent

alors que u eHz(Qm). On effectue ensuite les passages 3 la limite

A,m

grdce 3 deux résultats essentiels que voici :

(1) Il existe une constante C telle que
lu, | < C |£| s YA, m.
A,mll 2 < 2 |
H (szm) L (Qm)
(ii) Il existe un opérateur de prolongement (*) PmeL(HZ(Qm) 3

Hz(]Rn)) , tel que
sup IP ﬂ < + o,
m -+ m

la

s

La seconde assertion est prouvée dans Chenais ]:4] . Quant
premiére assertion, elle résulte de la combinaison de 1'inégalité usuelle
dans Hl(Qm) et de la majoration des dérivées secondes obtenue directement
en intégrant par parties la quantité

2
|div A grad uk,ml dx.

JQm

C'est fondamentalement la méthode de Cacciopoli [3] reprise sous
le nom de "seconde inégalité fondamentale" dans Lady¥enskaia. Ural'cera [9]
Cependant, l'estimation des intégrales de bord utilisée ici est plus fine

que celle de ces Auteurs et c'est ce qui permet d'approcher des frontiéres

moins réguliéres.

Cet article développe l'exposé bref de Grisvard [7:] .

(“') c'est-3-dire que B V =v

Y g



IX-5

On ne donne ici que les démonstrations correspondant au cas od
est borné pour éviter un passage 3 la limite supplémentaire (du borné

au non borné) qui ne pose pas de probléme.
- Le plan est le suivant :

l. Intégrations par parties.

2. Inégalités dans un convexe régulier.

3. Régularité dans un convexe quelconque.

4. Probléme de Signorini dans un polygdne plan.
5

. Bibliographie.

1. Intégrations par parties.

Dans ce §, on suppose que { est un ouvert borné 3 frontiére régu-

lidre, c'est-3-dire, de classe cls!,

On pose
Lu=div A grad u

et v = A grad u.

En chaque point de T on décompose v suivant sa composante normale

vy (dans la direction de VvV vecteur normal & I sortant de ) et sa compo-

sante tangentielle v, . La composante tangentielle de grad u sera notée

T
gradTu et 1'opérateur de divergence tangentielle 3 I sera noté divT .

On note a, j » pour i,j=1,2,...,n les &léments de A. D'aprés 1l'hypothése
b

faite dans l'introduction, ce sont des fonctions uniformément lipshitziennes

dans Q. De plus, il existe a>o tel que A>a1 partout dans Q.

Proposition 1.1. Posant v =A grad u , on a pour uéHZ(Q) j (Lu)2 dx =
Q

J v BVJ
— ———dx - 2 J v, . grad,, v, . do
(1.1) 19 ' r T T

‘1
z
i,j=
. ) 2
[T {B(VT ,vT) + (tr B) A } do
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ou B désigne la seconde forme fondamentale de T.

Démonstration : Il sera plus aisé de calculer la valeur de la forme bili-

néaire correspondante : -
N N

u,u —> Lu Lu dx

Q

Ceci permet de localiser le calcul : utilisant une partition de
1'unité sur &, on voit qu'il suffit de faire le calcul en supposant que u

N ) . -
et u ont leurs supports au voisinage V (précisé@ plus loin) d'un point de .
3 3 L4 - -~ r\l

De plus, par densité, il suffit de considérer le cas ol u et u sont de

classe 03. Appliquant la formule de Green, on obtient (en posant naturel-

N N
lement v = A. grad u)

" " n Bv1 av
J Lu Lu dx = J divvdivvdx= I J Bx 3§l dx =
Q Q i,j=1 ‘Q
n W, n 32"’
X I V. v, =L do - T I dx =
. . i 1 9x. .
i,j=1 T ] i,j= J
A
n ov. n 9 v.
T f v; v, §§l do - I J v, V.o 1 do
i,j=17r j i,j=1 T 19%
n v ov
+ I f — dx .
i,5=1 ‘o axj ox.
On a donc n,
" n Bvi ov.
J Lu Lu dx = I J o §§l dx + I en posant
Q i,j=1 ‘Q j i

I-= J ‘v _divyv do - J v+ {(v. grad) v } do .
r Vv T :

On va maintenant transformer 1'expression de I au moins dans le
- v . . .
cas ot les supports de u et u rencontrent I' . On peut toujours choisir V
assez petit pour qu'il soit possible de fixer un réseau de n—-1 courbes deux
3 deux orthogonales sur I'\V ; on notera TyseeosToy les vecteurs unitaires

tangents 3 ces courbes (une fois fix@es l'orientation et la numérotation).
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Si on pose v; =T,V , Vv, =V.v,ona

n-1

[v = I v. T. +v._V

. 1 1 v
1=1

. i i
1=]
. s - 9 _ 9 _
Pour la briéveté, on posera Frad Ty - grad et 3 = V. grad.
I1 est clair que "
n=1 4 é“ n=1 dv, n-1 9T,
. v v 1
divv= I (E—VvV. T,  +5= .V = L =—+ I v, +—.T, +
k=1 T koo k=1 Tk i,k=1 10T K
"
n-1 n-1 oT. v
Q" oV Y 1 \Y
vV, I =/ T, + I V. —=— .V +
Voeaq 9Tk k j=p L OV v
D'autre part, on a :
n
v. {(v. grad) v} =
n-1 n-1
9 3 N
V. {(Z v, = +v. =) (I v. T. +v.v)} =
k=1 k ark V 9V oy L1 v
n
n-1 n Bri n-1 " 9T. n-1 ov 83
= I VvV, V.V.xg—+ L V V. V. x=—+ L Vv, =+ V ——
i,k=1 k 1 Stk j=p V1 v k=1 k ark Vv oV
La fonction 3 intégrer dans I vaut donc
‘ ‘ a-1 3V,  n-l 31
v, div 3 - v. {(v.grad) 3} = I v, 5?5 + Z vv31 —?i STt
k=1 k i,k=1 k
m
n 0l v n~-1 " BTi n-1 avv
VVV\) z —Tt—- Tk‘ z VkVi\).-a-j'r-—- z ng_E—.
k=1 "'k v i, k=1 k =1 k
A présent, on remarque que
n-1 n-1
N _ 9 "N _ p) N _
leT(V VT) T { S (vv vT)} Ty )X {BT (vvvi Ti)}.Tk
=1 k i,k=1 k
n-1 n-1 oT
=z 3%— vy %k) UL, ei 5?£ * Tk
k=1 "k i,k=1 k
n-1 a“ n-1 " Bri
= I v + (grad. v ) . v .+ I VvV Vv.=—. T
k=1 VvV 9 Kk T v T i,k=1 v 10T, 4
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div_(v. v.) - (grad.. v (grad 3

ivp (v, vo Ve« (grad, vv) grad, Vv) < Vo
A Dl 3. n " ari

+v v. (Z =—/.1T,)- I v. V.V ., =o=— .
VARV k=1 a'ck k i k=1 k 1 ark

Pour conclure, on rappelle que, en coordonnées locales, les

coefficients de la forme B sont

i Vv
V== = — T,
Brk ark i
donc
N n
v, divv - v. {(v. grad) v} =
. n " n N "
leT(V VT) VT.(grad Vv) - (gradT Vv)' Vo T tr B v, V" B(vT ,vT).
Revenant au calcul sur  on a donc obtenu
n
" n Bvi ov.
[ Lu Lu dx = z I-a—;-&ldx
Q i, j=1‘Q 3 i
. " N a
+ [P { dlvT(vv VT) Vo (grad vv) - (gradT vv). =
n n
—trB.v v, - B(vT : VT) } do
On peut encore intégrer le terme en divT (vv %T) qui vaut donc
zéro.

Par bilinéarité, la méme identité reste valable sans condition de
n . A -
"support sur u et u. On conclut en faisant u=u . C.Q.F.D.

Avant d'énoncer la proposition suivante, il est commode d'intro-

duire quelques notations. On écrira :

brr Bry

Av,'r Av,V

la matrice A dans la décomposition de R" en somme directe de 1'hyperplan

tangent 3 I et de la droite engendrée par V(R™= T(T) + R v). On a donc

_ A% (8 ~ .
v)v , A AT,v . On posera également :

A v Av.v , /AT,\) = Av - (/Av v,T

V,

’

($) Oon a Av v R , AT v est un vecteur identifié 3 un €lément de L(R; EfB,
b

x’ : . cerz P, n, .
/A\),T /A’l‘,\) est le vecteur /A'I‘,\) identifié 3 un élément de L(R ; R) ;

AT est une matrice.
s T

C/
'h
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- A\)a\) ATsT AT,\) \)s

Proposition 1.2. Sott ueH Q) vérifiant V. A grad u = -8(u) sur T ,

avee B uniformément lipshitzienne non décroissante, on a :

9 n ov. Ov.
J (lw)" dx = I J 8—£ -a—-'l dx
Q i,j=10 *;

¥
+ 2 I B (w) grad,, u. A grad_, u do
T T T

Avv

2 {(tx B D) B(u) = 2 B(u) grad, u. A B A‘I,\)

FA\)

+ grad, u ./ABﬂgradTu } do
-1

Bw)® " 34
+f—-—-—-—-— z {a (=— vr)—(——-—-v\)) . T, } do
r /A\),\) k=1 Vv,V ark AT k
ou B est la matrice de la forme B .

Démonstration : On utilise 1'identité& (1.1) et on calcule en premier lieu

=2 I Voo gradT x)v do en tenant compte de la condition aux limites qui
r

s'écrit v, = -B(u). On va &liminer Vo au profit de v, et gradTu. En

effet, on a :

_ ou _ _
v,= Ao o 8radp u +‘/A\) v 59 B (u)

Vo = T rad u + /A'I‘,\) 8\)

B +a,

puis IAT OglA‘O T /AT,\)
= @p - —m ) gradpu -7

\) v V,V
@ grad, u _/AT,\) B(u)).

. gradT u)

B (u)

V,V

On obtient ainsi :

- = '
2 LVT, gra.dT v, do =+2 L Voo B' (u) gradT u do

1
(1.3) =+2 '( 2 (u) gradT u.A gradT u do
I' "v,v

-2 j :T B(u) B'(u) grad u do
T .

V,V
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La derniére intégrale vaut aussi :

. [r A’r,v AT,\)

TRy v

(1.4) do

A

. gradT B(u)2 do = f B(ti)2 div
v,V r

I1 faut donc maintenant calculer

tiv AT,v ) d1vT AT,v —,AT grad Av,v
T /Av,\) A\),v >V

En premier, on a :

Bp = A, 'A\),v v

donc n-1 3 n-1 5

divTAT’\)=k§1 (5‘-[— Al' ). Tk= z (3—— {a -a  v}). Ty =

Ensuite, on a : A = v, Av donc
. Vv,V 4
] Y oa
— A =2A — .V ++— V.V
ark V,V Brk a'rk |

n—-
)\ oA
=2A —_—t— V.V =2 I
v, T ark a'rk im1 K
d'otd n-1 %
grathA\)v=-2£BA + I (=—Vv.v) T
s

Vv, T k=1 Brk

ov oA
(—a-;l_— . Tl) A\),T . Ti +_3.'{'; V.V

k.

I1 en résulte que

. ,V tr B A ¢ 1 % o
leT A = tr B - A +A z 3—’1'—- V. Tk
v,V Vv,V v,V k=1 k

v WT_ Ty (3,
=1 9% A
V,V V,V
En tenant compte de (1.3) et (1.4), on a :
- - B' (u)
2 f Vo gradT vy do = 2 J = gradTu. A gradT u do
T T V,V
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tr B A n-1 B A
+ f B(u\)2 {tr B~ yy T,T * & ! )y %—T-@—v.rk +2 AT\’ 5 v, T
T Vv,V Vv,V k=1 k /Av v
n—-1 ’
- Z (-5-{3— V. \)) ATV k do
k=1 k A
v,V

Pour obtenir 1l'expression compléte de 1l'intégrale de bord dans

(1.1), il faut encore ajouter le terme avec la forme B ; on obtient ainsi

2 n Bvl ov.
j (Lu)“" dx = X I — -—-J- dx + 1
Q Q

i,5=1 ax Bxi
ol
\]
I=2 J 4—6{——(—&)- gradTu. A grad, u do
| VIRY)
tr B n-1 ' o, B A
+[ B2 (- . AT,T+ Al - aAka+2ATv2 v,T
r Vv,V v,V k=1 9tk A

Vv,V
n-1 .T
- I (g A y.v) A, Tk } do
k=1 9Tk A2
Vv,V

-LB(VT,VT)dO.

On substitue maintenant 1l'expression de v,, obtenue plus haut,

T

dans B(VT,VT) ;s cela vaut :

5 {B@ grad, u, A grad, u) + B(AT,\) s A‘l’,\)) B(u)2
- 23 (b gradg u, AT,\)) B(u) =

. 2 _
—— {gradTu.A[BAgradTu + AT,\) B AT,\) B(u)” - 28(u) grad, u.AB A’I‘,\)

d'ol finalement, en remarquant en outre que :
A’I,\) B AT,\) - (tr B A’I,T) A\),\) = -tr BA, on a :

!
I=2 J g—-—@)— gradTu. & gradTu do
I' "v,v

+ fI‘ 5 {- B(u) tr B A+ 28(u) grad, u. A B A’I,v

A
V,V

- gradT u. A BA grad, u} do

.
.
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n
+ J Béu) z
T a k=

oA oA
LAv,v G- V1) - (5 v'v>‘AT,v - Ty} do .
v,V k k

L'identité& (1.2) résulte de (1.5) C.Q.F.D.

Remarque 1.3. Les calculs précédents sont considérablement plus simples

lorsque A=T c.a.d. L=A4 . En effet, on a alors A\) v 1, /AT,'I‘ =1,
m& v = Av T = Oetd =1 et 1'identité (1.2) devient (avec v =grad u)
y b . A

2 n ov. dv,
[alan § [0,
Q ij=1 %2 *i %%

+ 2 f B' (u) IgradTul2 do
(1.6) r 2
- [ {B(u)” tr B+ grad, u. B. grad; u} do
r

Cette identité résulte aussi immédiatement de (1.1). /

Remarque 1.4. Les calculs précédents sont également simplifiés lorsque n=2

car alors on a A = det A et la ma;rice B est simplement la multiplication
par - %% ol § est une abcisse curviligne le long de T et © 1l'angle de T
avec 1'axe (o,x]) (par exemple)

L'identité (1.1) s'écrit alors

2 v, ov. ov.
(1.7) I |Lu|2 dx = I j -s—i-s—l dx - 2 [ v, .7;¥ dé + I %% |vl2 ds .
Q i,j=1 9 %5 %% T T

L'identité (1.2) s'écrit quant 3 elle

9 2 ov. 9v.
[ lLul dx = z f szi s—l dx
Q i,j=1 49 9%5 °*i

+2J B (W) (gernm) |22 45
; 38

A
(1.8) VoV
+ f —L {(det &) B(w)? -2 (det ) Ay B(w) 2%+ (der m)?|3Y%) 4o
ra,
2
. B(u) oA oA
+ «fr ZZ_—- {A\:,v (—3—5 V.T ) - (ﬁv.v) AT,\)} ds
V,V

Pad
-
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1.5. Un dernier cas ol les calculs précédents se simplifient est

celui ot

(1.9)

Remarque

B=o0 (probléme de Neuman) : L'identité (1.2) devient alors

2 n ov. ov.
| f (lu)“ dx = I f = o= dx
Q - 3 Q kj Xi

1,3=1

- I 21 gradT u. A B A grad,, u do

T
r A\),\)

1.6. I1 faut reprendre complétement le calcul de la proposition

1.2 pour

obtenir une identité analogue dans le cas ol u vérifie une condi-

tion de Dirichlet u=o sur I' . On a alors

gradT Av,v

(1.10

1T~
gradT u=o0 dod

du du
Vv A\),\) EN IR AT,\) F
On a alors en posant w = %% :

-2 IP Vo fgradT vy do = —2' [FAT,V W. gradT Av,v w do
2
= =2 L‘ AT,\) ’A\),v w gradTw do =2 J'I‘ AT,\) W gradT /A\),\) do
. 2
L, d1vT QAv,v AT,v)‘w do -2 IF
2

jI‘ {AV’\.) leT AT,\) - gradT v,v° AI,\)} w do .

2
AT,\) . gradTAv,v w do

Utilisant les valeurs calculées précédemment, de divT AT y et
H]

on obtient :
=2 f v., . grad, v. d0 =
I‘2'r Ty o=l a aAvT}w do
{{A tr]B-A (trIB/AT)+Z \)var k
r v,V T k=1
n-l 2
- L‘ {-2 ]B(A\),T + kE (F-\).\)) 'rk} . AT,\) w do .
Grdce 3 cela, on peut. reecrlre (1.1 comme sult :
J n Bv aV
(Lu) dx = z J — 3 ax
Q i,j=1 ) QX BX i
n=1 a/A 9 A du
+ L‘ tr BA = ki] [A\),\) (-5—1.-1:\).Tk) (—a-,-t-lz\).\))'l'k '/AT,\)} ‘—a'\-)'l
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2. Inégalités dans un convexe régulier.

Les identités obtenues au § précédent permettent d'obtenir des
inégalités a priori pour les solutions du probiéme (1). Dans ce §, on va
considérer le cas ol { est convexe borné et 3 frontiére de classe Cl’l.
Pour la suite, il est commode d'introduire 0 >0 tel que A>a II et queé

majore les coefficients aij et leurs dérivées premidres dans Q ()

Lemme 2.1. Il existe k>0 et M>o ne dépendant que de o tels que :

82u 2 ov. v,
2. 1) Li‘e T iR %

culol B, .
H (Q) H™(Q

Démonstration : On applique la formule de dérivation d'un produit et le

lemtme 7.1, p. 152 (inégalité (7.6) en particulier), Ladyfenskaia -Ural'
ceva [9] .

Comme il est clair que %%_A_ = (Tk. grad) A est borné sur I' , on
déduit de (1.2), du lemme 2.1, du "flgit que B'(n) >0 et que /A_>_o¢2 1,

1'inégalité
2 2

d u 2
ko3 f‘—-—-—-| dxi[ ww? dax
(2.2) + . A21 {(tr BA) B(u) =2 B(u) grad,l, u. A B AT,\)
VsV + gradT u. A BA gradT u} do
2
+Mfu| o Juf ,  +K|grad u]”,
H (Q) H™(Q) L)

oi K ne dépend que de Q.

Ceci permet d'établir le :

\

() On rappelle que les a; ; sont les coefficients de A.
2



IX-15

Théoréme 2.2. On suppose que ) est borné convexe, de classe Cl’1 et que
la matrice (symétrique)
o - -ABLA AB AT,v
AT BA -trBA
,V
est positive partour sur T,
alors pour tout € >0, tl existe K(€) tel que

2 2
- [ |._.____.1 ax < [ ILa|? dx
.. ox Bx -
(2.3) 1,39 &

velol?, +xe@ Jul?
H(Q) 1' @

pour toute u eHz Q), vérifiant -v A grad u = B(u) sur T. De plus, k ne

dépend que de o et la fonction K ne dépend que de o et du diamétre de Q.

Démonstration : L'hypothése assure que la forme bilinaire (définie sur

Rx R°) £, —> -(tr B A) €2+2£n./AIBLATv—n.AlB/An soit po-
b
sitive donc que l'intégrale de bord dans (2.2) soit négative. On en déduit
que :
x|
1,3

2
M HuHH @ “““Hz(ﬂ) K |grad u“LZ(T) :

2 2
Im—l dxf_[ |Lu|® ax
] e

On conclut en appliquant l'inégalité habituelle
2
lgrad u]?,  <e]grad un + R(e) grad o], .
L) g (%)) H(
C.Q.F.D.

Remarque 2.3. La positivité de la matrice M peut €tre obtenue de la maniére

suivante. La forme bilinéaire correspondante est

-(trIB/A)g2+2£n./A]BArV-n.A]B/An

- (er B A) 2+ 24 . BEA, -4n. BAn

- (tr B A) gz ~ @n-gA, ). B(bn- E/AT,\)) + QZ/AT,\, B A;
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- B(On-EA, |80 -EA, ) + ¢ (By | > By ) = tr BO)
- B(An-EAy 380 -EA, ) - £ er B (B-A  Oh ).

En conséquence, dés que {2 est convexe (et donc B est une forme

négative), la matrice M est positive si et seulement si

a - By y ® By 20

sur I'. Compte~tenu de la définition de A, c'est le cas en particulier si

(2.4) b, . A -2 a4,  ®A, 6 >o
V,V \)J.,v.L VL,\) \)‘L,v

pour tout vecteur unitaire V (T désignant cette fois l'hyperplan perpendi-

culaire 3 V et écrivant bien entendu

A, &,
VL,V VLY
A =
A A A
BN
v,V VU,V

~ . s n . 1
dans la décomposition de R en somme directe VvV & R V).

Remarque 2.4. L'inégalité (2.4) est éviderment vérifiée lorsque L est 1"opé—

rateur de Laplace A puisqu'alors A =A. L'inégalité (2.3) a donc lieu dans
ce cas dés que {2 est convexe (et de classe Cl’l). Il est clair par conti-
nuité que la condition (2.4) signifie que L est voisin de A (au sens de A-1

est petit uniformément sur Q).

Remarque 2.5. Dans le cas de la dimension 2, un calcul élémentaire montre

que (2.4) a lieu pour tout V si et seulement si :

Xl 1/2 A 1,

2, 2
-2 < (TZ-) - (‘)“;') _<_2

ol Al et )\2 sont les deux valeurs propres de A (cette condition doit avoir

lieu en tout point de I'). En dimension supérieure, la condition :

A - x)2
Min O‘i A.) > max ( 7 ]
i# T T

ou les )\i sont les valeurs propres de A, est &galement suifisante pour que
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(2.4) ait lieu.

Remarque 2.6. Dans le cas particulier du probléme de Neuman, c.a.d. lorsque

B=0, on voit en utilisant 1'identité (1.9) que 1l'inégalité (2.3) a lieu dés

que { est convexe (sans hypothése sur M).

Remarque 2.7. Dans le cas d'un probléme de Dirichlet, 1'inégalité (2.3) ré-

sulte de (1.10) dés que { est convexe (toujours sans hypothése sur M).

Remarque 2.8. L'inégglité (2.3) dans le théoréme 2.2. a lieu méme sans hypo-
thése sur M. En effet, il existe toujours HE€ R tel que B<p 1l (M=o
signifie que ) est convexe) et par conséquent, si on suppose que (2.4) a
lieu, la forme bilinéaire qui intervient dans le théoréme 2.2 admet une
minoration de la forme
- (er B A) E2 + 2EN. A &y, = .AB AN Z_v(&z + |n|2).
Ceci reporté dans l'intégrale de bord dans (2.2), implique 1'iné-

galité (2.3) mais la fonction K y dépend également de U.

3. Régularité dans un convexe quelconque.

Théordme 3.1. Soit Q un ouvert comvexe borné de R"; on suppose que en tout

point x voitsin de T on a

A A -2 A ®Aa > 0.

VsVt ot vhv o vhv T ‘ )
Alors st B est un graphe maximal monotone dans RxR, pour tout £el”(R),

la solution du probléme (1) est dans HZ(Q).

Démonstration : On choisit une suite croissante Qm , m=1,2,... d'ouverts

-~ o~ l 1 3
convexes 3 frontiére de classe C ’ , inclus dans (! et tels que la mesure
de Q—Qm tende vers zéro lorsque m-++~, On utilise alors l'approximation

du probléme (1) par les problémes (2), comme il a &été indiqué dans 1'intro-
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duction. Pour la solution uy o du probléme (2), l'inégalité (2.3) a lieu
’

avec une constante K(€) indépendante de m (car elle ne dépend que de A et

du diamétre de Qm). On a donc

z |82 | | B
k X I dx < J £f-u dx
i,j=1 g "% Tlg o hm
2 2
+ € fu, | + K(e) [u, |
A,m HZ(Qm) A,m Hl(Qm)

Par ailleurs, en multipliant par u o 1'équation dans (2), on
b4
obtient 1'inégalité :

[C R
M) T P@)

au moins lorsque B(0) Do ce qui implique BA(O) =0. En combinant ces deux

inégalités, on obtient l'existence d'une constante K indépendante de m et A,

telle que

3.1 loy o <xle,
H (Qm) L (Qm)

Il est facile de vérifier (ﬂ=) que les I'm sont lipschitziens uni-

formément par rapport & m. Il en résulte que le théoréme de prolongement de

Chenais [4] est applicable : il existe U)‘ meHZ(Q) tel que
b

- 2 ' .
et U}\ n reste dans un borné de H (Q) lorsque m et X varient.
b
On fixe A pour faire d'abord le passage 3 la limite suivant m :

il existe uy € HZ(Q) tel que

> u

U)\,m A

2 . . . .
dans H (Q) lorsque m —> + = suivant une suite extraite. La limite uy

est solution variationnelle du probléme

-div A grad uy +tuy = £ dans Q .
(3.2) _ r
-v. A grad uy = Bk(u)\) sur I' .

# Grace 3 1'équivalence entre condition de cdne uniforme et condition de
Lipschitz.
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En effet, on a :

1 2 2 _
E-J []/TK_ grad'UA,ml + IUA,ml ] dx - J £fU

dx
A,m
Qm : Qm :
* fr .Jl(,U'?\,m) do <
I 2 2 1
Vi JQ [|/TK_ grad v| + |v| } dx - J fvdx + J jk(v) do
m Qm rm

pour toute v<;Hl(Qm) donc en particulier pour toute V'éHl(Q). Ici jk
désigne une primitive de BA . Le passage 3 la limite dans les termes liné-
aires ou quadratiques n'offre pas de difficulté puisque
-;— [ | /A grad U)\’mlz + IU_)\,mIZ:] - £ U}‘;m
-——>-% [ | /A grad Ux|2+ IUAIZJ - £ FX
dans L](Q). Le passage 3 la limite dans les termes de bord est plus délicat.
Pour passer 3 la limite dans JF jk(v) do , on remarque que jk(v) est une
fonction fixée dans HI(Q), qu'on va noter g dans ce qui suit. Localement,
on peut trouver une transformation bilipshitzienne Xm de T sur Pm , telle
que les suites 537 Xy et 327 X;l‘ restent bornées au voisinage du point
considéré car les Rﬁ sont lipshitziennes uniformément par rapport 2 m. On
a alors : ,
JF g do = I g o Xm do
m T
au moins si le support de g est assez petit. Les g o Xm restent bornées
dans Hl (T) et Xm —> |1 uniformément ; par compacité&, on en déduit que
go Xy —>8
suivant une suite extraite, dans LZ(T). Ceci implique que.L gdo —> J g do
au moins selon une suite partielle. En remplagant la fonctio: fixe g p;Z

. 1 . -
une suite g o w=1,2,... convergeant vers g dans H (), on voit de la méme

facon que
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"
v.g'm d0—>[ g do

‘T r

m

donc que
.

er T

Ceci achéve de prouver que u, est solution du probléme (3.2).

.jngA’m) dg —> J _jl (ux) do.

Ensuite, comme les uy demeurent dans un borné de HZ(Q), on peut
trouver une suite Kj'\.o telle que uy —> u dans HZ(Q) et on vérifie
que u (qui appartient 3 Hz(Q) ) est solution du probléme (1) en procédant
exactement comme dans Brezis [2] C.Q.F.D.

Voici quelques résultats voisins plus directement utilisables.

Corollaire 3.2. Sozt Q un ouvert borné convexe de IRn, B un graphe maximal

monotone dans RxR; alors, pour tout f£ eLz (Q) la solution u du probléme

-Au+u=f dams Q

_
v

appartient d B2 Q.

B(u) sur T

C'est la conséquence de la remarque 2.4.

2
Corollaire 3.3. SoiZt Q un ouvert borné convexe de R, R un graphe maximal

monotone dans RxR. On suppose que pour tout x € (}) les dewx valeurs
propres A.(x), j=1,2 de A vérifient la condition
1 1
vl e |2
-2 < 1 - __2___.. < 2
- XZ (%)) KI(X) -
alors pour tout f£ eL2 (Q) la solution u du probléme

- divA grad u + u = £ dans Q
- V.Agrad u € B(u) sur T
appartient d H2(Q).

Cela résulte du théoréme 3.1 et la remarque 2.5.

~LD
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Corollaire 3.4. Soit Q un ouvert borné convexe de R", alors pour tout

£ eL2 (Q) la solution u du probléme de Newmann
- divA grad u + u = f dans Q
- Vv.A gradu=o0 surl

appartient 4 H2 «Q).

C'est la conséquence de la remarque 2.6 et du théoréme 3.1.

Remarque 3.5. A partir de la remarque 2.7, on retrouve le résultat analogue

concernant le probléme de Dirichlet, démontré il y a longtemps par Kadlec [8] .

A partir de la remarque 2.8, on peut énoncer l'extension suivante

du théoréme 3.1 :

Théoréme 3.1'. Soit Q un owvert borné de R- tel qu'il existe une sutite

erotssante d'ouverts Qm c Q, m=1,2,... & frontiéres de classe Cl’1 telle

que :
(Z) la mesure de Q Qm tend vers zéro lorsque m—r+ © ;

(i7) les frontiéres l“m = BQm sont Lipschitziennes uniformément en m ;
(227) la suite B des secondes formes fondamentales des I‘m est bornée

supérieurement indépendamment de m(b.) .

On suppose que en tout point x voisin de I', on a :

A\”" Av“' , vt -2 A\)"‘ ,0®A\)" R v‘>'°

alors, si B est un graphe maximal monotone dans RxR, pour tout f e 12 ),

la solution du probléme (1) est dans u? .

On pourrait encore affaiblir 1'hypothése en demandant seulement

que :
- >
&, , A, , -28, ® A, >0

n’'m vy, Vp Vm 5 Vp Vo > Vm

(b) c.a.d. qu'il extste W tel que B < u1 pour tout m.
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sur Fm pour tout m, hypothése techniquement difficile 3 vérifier.

L'avantage de cet énoncé est d'englober le théoréme 3.1 et le cas
oli Q est borné de classe Cl’l (sans aucune hypothése de convexité&), cas ol
il suffit bien entendu, de poser £ =Q. C'est le résultat de Brezis [2] ol
on a remplacé c” par Cl’l.

Cependant, ainsi on considére également (et entre autres) des
ouverts de classe Cl’l par morceaux dont la frontidre est convex" seulement
dans les points singuliers (c.a.d. dans les points ol deux morceaux de classe

1,1

C ‘se rencontrent). La figure | donne un exemple d'un tel ouvert en dimen-

sion 2 (les points singuliers sont les Si)'

S

6

Figure 1

La démonstration du théoréme 3.1' est analogue 3 celle du théoréme
3.1 car grace 3 la remarque 2.8, 1'inégalité (2.3) a lieu dans chaque Qm s

les constantes ne dépendant pas de m.
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4. Probléme de Signorini dans un polygdne plan.

Tous les &noncés précédents ont fait apparaltre une restriction
sur la matrice A ; dans certains cas, il est possible de lever cette res-
triction sur A 3 condition d'imposer des restrictions sur B. Voici un exem-
ple dans cette direction.

On suppose désormais que

B(x) = | o si x>0

[~=,0] si x=o0
) si x<o
c'est-3-dire que la condition au bord dams (1) é&quivaut &

u>o, V. A grad u>o0, u (V. A grad u) =o p.p. sur Q.

J

On suppose maintenant que { est un ouvert plan 3 frontiére I'= U I’J.

j=1

od les T—j sont des arcs de courbes de classe Cl’1 et on suppose que I'j

rencontre Fj+1 au sommet Sj suivant un angle convexe wj vers l'intérieur

de Q.

Théordme 4.1. Sous 1l'hypothése ci-dessus, le probléme

-divA grad u + u = £ dans Q
(4. 1)
u>o ,veAgrad u>o, u (V.A grad u) =0 surT

admet pour tout £ eLz (Q), une solution unique ue Hz «).

- . . -~ . . 1
Démonstration : On sait que ce probléme admet une unique solution ueH ().

Ceci &tant, le probléme de la régularité est local ; en effet, soit ‘PeCI’I(JRZ)

tel que :
v. A grad =0

sur ', alors @ u est solution d'un probléme de méme nature que (4.1)

puisqu'on a

- div A grad (Pu) + $u = ¥f - [divA grad ; Y] u
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ol le crochet désigne le commutateur et

. fu>o
V. Agrad (Yu) = Y. A grad u) > o

(Pu) (v. A grad Yu) = P2 {va grad u}) =0

au bord. Comme il est bien connu que Yu ¢ HZ(Q) pour toute Pe@(Q), il

suffira dans la suite de prouver que Yu e HZ(Q) avec @ identique 3 unm,

au voisinage d'un point du bord. On supposera dans ce qui suit que ce point

est un des sommets (Sj) car c'est le cas le plus difficile. Il est clair

qu'on peut fixer P ¢ Cl’l(]Rz) identique 3 un au voisinage de Sj’ vérifiant
\)J..Agrad =0 sur I‘j

.Agrad $ =0 sur Fj+

Vi+1 il

et telle que le support de Y ne contienne aucun autre sommet que Sj et ne

)

rencontre aucun des autres arcs du bord que I’j et rj+l

A présent, on va utiliser le fait que le probléme de Signorini

est conservé par changement de variable.

Lemme 4.2. Soit X un difféomorphisme de classe Cl’1 de w sur Q et soit u
une solutiqn du probléme de Signorint relatif 4 L=-div A grad dans Q ,

alors ueX est solution du probléme de Signorini relatif 4 (x-l)*L dans

L est l'image de L par X—l.

~

-1,
wou X )
Pour vérifier ce lemme, il suffit d'écrire que u minimise la

fonctionnelle

L
v—>%—f [lAzgrad v|2+ Ivlzj dx-f fv dx
Q Q2

() La construction d'une telle fonction de tronquerture au voisinage d'une
aréte ou d'un sommét en dimension 3 ou plus, n'est pas toujours possible,

c'est pourquoi on s'est limité ici au cas n=2.

0
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sur le convexe K des fonctions de HI(Q) qui sont > O au bord.

" Revenant 3 la démonstration du théoréme 4.1, le lemme 4.2 permet
de ramener le sommet Sj a l'originé par translation. Ensuite, une rotation
diagonalise A(o) puis une homothétie de rapport différent dans chacune
des variables raméne A(o) 3 1 (la matrice identité). Ces opérations ont
conservé la convexité de l'angle mj. La fonction image de Y u est 3 pré-
sent solution du probléme de Signorini pour l'opérateur

A+ div P grad
ol la matrice P est 3 coefficients lipschitziens et s'annule en zéro.

M)

. . 1,1
Pour terminer, un nouveau changement de variable de classe C’

au voisinage de 0, coincidant avec 1l'identité zéro, nous raméne au cas ou les

arcs I'j et rj+1 sont linéaires sans que mj soit modifié. L'image de ¥u est

donc solution du probléme de Signorini dans un triangle () pour 1'opérateur

A + div P grad. Si on a choisi le support de Y (donc (@) ) assez petit, la

condition '
A A WO
-2 i-(W) - v(m—) <2

est vérifiée sur @ par 1 + IP , donc ueHz(Q) grace au corollaire 3.3.

C.Q.F.D.

(A) On peut &viter ce dernier changement de variable en utilisant le th.3.1'.
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