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OPERATEURS PSEUDODHTERENTIELS
ANALYTIQUES

par

L. BOUTET DE MONVEL

N O T A T I O N S

Nous utiliserons les notations suivantes concernant les dérivations

etc... :

Soit a == (a- / . . . /a ) un multi-indice (suite de n entiers posi-l n
tifs). On pose

H = a! +— ^

a! = a ! ... a !

(a) = a!/P!(oi-P)i (P désignant un second multi-indice)
P
xa = x04... x^ si x ç (T" .l n

Nous noterons d la collection de dérivations (-— ,. .. ,-—) (ou d
ÔX< ÔX —

s'il y a risque de confusion)^ et

^ - ̂  - ̂ 'al - ̂ 'an •
Si x , y , . . . sont des vecteurs de Œ , on pose

xy == x.y- +.. . x y (noté aussi parfois x.y ou <x,y»

on posera aussi, si a = ( a - . . . a ) ç (D

ad = a- -—- +. .. a -— .1 ôx- n ôxl n

Ainsi, par exemple, si f est un polynôme, la formule de Taylor

s ' écrit . ,

f(x+y) ==2 4 ̂ )af(x) = e xf •

Au §2 , nous aurons besoin de notations analogues pour des fonc-
tions polynomiales d'une infinité, de variables.
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§1 - S Y M B O L E S

1. CÔNES COMPLEXES. FONCTIONS HOMOGENES.

( 1 . 1 ) DEFINITION. - Un cône complexe (ou cône) est une variété analytique

complexe U sur lequel le groupe multiplicatif R^ opère librement et ans.
lytiquement.

C'est-à-dire de sorte que l'action de TR^ : 3R^xU -. U se prolon-

ge en un germe d'application holomorphe Œ* x U -» U défini au voisinage

de R^xU c Œ*xU .

L'exemple qui nous servira le plus souvent est le suivant : U
Nest un voisinage conique de (T \0 (éventuellement, un ouvert étale de

Œ \0 -par exemple l'ouvert de définition de la fonction (Zz2)1^2 , qui

est un revêtement à 2 feuillets du complémentaire du cône isotrope

(2 z - 0) ) ; et le même exemple avec paramètres : U ouvert (étale)

conique de E\0 , où E est un fibre vectoriel complexe holomorphe, de

base holomorphe, et 0 désigne la section nulle. Dans cet exemple 1R+

opère par homothéties de la façon évidente.

De façon générale, si U est un cône quelconque, tout point de
U possède un voisinage ouvert conique isomorphe à l'un des exemples ci-
dessus ; nous prendrons comme modèles locaux des ouverts coniques de

n N
Œ x (Œ \0) (où R .̂ opère sur le second facteur, par homothéties :

\ ' (x ,9) = (x , \Q)) (seule la dimension n+N est un invariant local ; mais
en pratique il sera aussi commode de pouvoir choisir N = n , ou N = 1).

( 1 . 2 ) Soient U un cône, et f une fonction holomorphe sur U . On

dit que f est homogène de degré m si on a f(\x) = X^x) pour tout

x 6 U et tout \ >0 . Ici m est un nombre réel ou complexe (c'est afin

de ne pas exclure d'emblée les exposants m non entiers que nous avons

préféré R .̂ à <E^ comme groupe dans la définition ci-dessus).
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Plus généralement, soit U un cône, et E -. U un fibre vectoriel
complexe sur lequel TR^ opère (de façon compatible avec l'action sur U).
On dit qu'une section f : U -. E est homogène de degré m si on a ,
pour tous u ç U et \ > 0 , f(\.x) = ^xO. f(x)) (dans cette expression,

\ .f(x) dénote le résultat de l'action de \ € K+ sur f ( x ) € E ; et
^x^ . f îx) ) désigne .l'ho mothétique de (\.f(x)) dans la fibre vectorielle
de X - f ( x ) ). Ainsi, on parlera de champ de vecteur, ou d'opérateur diffé-
rentiel sur U , homogène de degré m . Par exemple, sur le cône
U = a ^ x C Œ \0) où R+ opère par \(x,9) = (x.^e) (a réel donné), les
champs de vecteurs verticaux —|- sont homogènes de degré -a , et les

004

formes d9. sont homogènes de degré +0. .

2. SYMBOLES.

(1.3) DEFINITION. - Soit U un cône. et. n un nombre réel (ou complexe).
On note S^(U) l'ensemble des séries formelles

00

a = E a , ( u )
k=0 ^k

où pour tout entier k ss 0 , a est une fonction holomorphe homogène deH-K
degré n-k sur U .

Les éléments de S^ sont les symboles formels de degré ^ |JL .

Plus généralement, on définit S^(U,E) si E est un fibre vecto-
riel complexe de base U , sur lequel R+ opère, comme ci-dessus.

^u.S (U) est un espace vectoriel. On peut aussi multiplier les sym-

boles (comme des séries) : on a ab ç S^^ si a € S^ , b € S^ . On a enfin
des inclusions : S^ c: ê^ pour tout entier k ^ 0 .

Désormais U est un cône ouvert dans Œ x (Œ \0) , 'dans lequel
R opère par X . ( x , 9 ) = (x ,X6) • Nous aurons à considérer des opérateurs
différentiels formels
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( 1-4 ' . p = 2 "a '̂iî'9

où, pour tous multi-indices a == ( a < , . . . ,a ) , 0 = (0, ,... ,0.J . p est1 n l isj 0,3^m g
un symbole : p ç S ap , de degré m . entier, et où m - | s 1 - -œOLP a-P O^g i • i

pour (a,0) - œ . Comme chaque terme p (—)a' (^-)' opère de S^ dansi , û0 ôx à9
^U+m g- @ ,
S ap ' , il est clair que la somme P opère de ê4 dans S^ si
m == sup(m - |6 |) •OLP ' '

(Dans le calcul de P. a , a 6 S^ , il faut regrouper les termes
homogènes d'un même degré, et puisque m -|g| -* -œ , il n'y a qu'un

OL0 ' '
nombre fini de contributions dans chaque degré).

Dans les cas que nous aurons à utiliser le plus souvent, on a
deg p = m- | a | • (Mais nous utiliserons un autre type d'exemple au §2).

3. SYMBOLES ANALYTIQUES/NORMES FORMELLES.

Soit U un cône, (a,) et (b^) deux suites de fonctions réelles
positives sur U . Nous écrirons

(1.5) • Ea^ « Sb^

si on a a, ^ b, pour tout entier k . Nous écrirons aussi

(1.6) ^k^ << œ

si pour tout compact K c U il existe s > 0 tel que la série converge
uniformément pour u ç. K , |T| ^ c .

03

(1.7) DEFINITION. - Soit a = E a . $ S^U) un symbole formel. Nous
0 ^"k ———

dirons que a est analytique si on a

m*^2 IVkl IT « ' •
L'ensemble des symboles analytiques de degré ^ n est noté S^(U) .
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Certains auteurs disent aussi que a est un symbole "convergent".
Il faut prendre garde que ce n'est pas la série Ea qui est convergente.

|Ji~k.

Si U est un voisinage conique complexe de X x R^ dans X x Œ * ,
on peut définir pour tout k la transformée de Fourier inverse a (x,t)

U-k
de la distribution pf.a , ( x , 9 ) . On montre que le symbole Ea est

analytique si et seulement si pour tout compact K c X il existe e > 0
tel que la série Sa , ( x , t ) converge uniformément pour x € K ,

<5 ^""K

jlmt j < s |Ret| < e" .

Nous supposons désormais que U est un ouvert conique de
O^x ((D^O) , et nous notons (x,9) la variable de U (x == (x , . . . , x îçŒ11,
9 = (9^ . . . , 9^0;%) .

Soit a = E a , ç S^(U) un symbole formel. On poseH-K

(1 .8 ) N^a) = N^(a,T) = S l^d^l l2^^ ̂ /(k+ial+1 3 |) i .
k f(i, P

II résulte très facilement de la formule de Cauchy et de la formule
de Stirling que le symbole a est analytique si et seulement si
N (a,T) « œ .

H

D'autre part, on déduit aussitôt de la définition et de l'inégalité
entre coefficients du binôme :

,k+e+|a+Pk . ,a+&
\ i , ( ( / S» V /k-^la l a

qu'on a

(1.9) N , (ab) « N (a)N (b)U+v [i ^
N (^) « TN (a) , N .. A « T N (a) .

H à 9. n U+l ôx_ n

Soit maintenant P = S P od^' un opérateur différentiel formel
CLp X U | i

comme en (1.4). Nous supposons au* on a p € S^ l0 '! pour tous a, 5 .
CL@

II est alors naturel de poser

(1.10) N (P) = E N , , (p n^0! .
H • ^g H-H a0

II résulte alors aussitôt de (1.9) qu'on a
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(1.11) N (P.a) « N (P) N (a) si a ç S^ .
H4^ H \)

On dira que P est analytique si N (P) « œ . Ainsi Pa est
H

analytique si P et a le sont.

Remajqi^e : pour certaines questions, il serait agréable d'avoir
N (PQ) « N (P) N (Q) / ce qui est faux avec le choix des coefficients ci-|J'\^ H ^
dessus. On a néanmoins

(1.12) N , . (PQa) « N (P) N (Q) N (a)
U+V+p H y p

si a est un symbole de degré s » p , P et Q des opérateurs différentiels.

Ceci suffira pour les applications que nous avons en vue.

k oc R kSi P = Z p d d^ , où p est homogène de degré ^ -k- |a| /<xp x y o,p • ' »
on pose

( 1 . 1 3 ) N ( P ) = E C^Vd^p1' | T2k+ la l+ lal l+ l0l+IP l l
^ k , a , @ / a , P - ka0 -x 9 a0

avec C^ = 2(2n.2N)-k ^|,^J^?^,, ̂ ;,. ?. .

On vérifie alors, en recopiant le calcul de [l] , § l / pp. 303-304 qu'on a

N ^ (PQ) « N (P)N (Q) .U+V n ^

( 1 . 1 4 ) Exemple : Soit q = q(x,y,'n,9) ç S"^^) , où U est un cône
ouvert de Œ"+n x (Œ"'1'""^) . Posons

d01

P = E (^q. -1 .ôy a!a

a ainrq N fP^ - T r- 1 ^-k 1 2 k + | Y |a alors N^(P) - ^E C^^ (^^p; T I Y i avecOn a alors N m

^ y = s a » ( k + h n » (la somme P0^ sur les multi-indices a = (a. ...a )' a+0=Y u' • v l P | / • i n
correspondant aux dérivations par rapport aux seules variables y , et p
quelconque). Il est clair qu'on a
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1 ^ C, ^ (2M)k+Mk , Y
M = 2n+n'+n" désignant le nombre total de variables. Donc

N (q) « N (P) « N(q,2MT)m m
de sorte que P est analytique si q est analytique.



VII-8

§2 - O P E R A T E U R S FSE UD 0 D IF FE RE NT IE LS

1. DEFINITION DES OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS.

Soit X un ouvert de Œ , et

(2 .1) p = p(x,ç) = 2 a (x)^
|a|^m a

un polynôme de degré s m , à coefficients holomorphes dans X , que nous
considérerons aussi comme fonction sur U = X x ( ( C \0) (p€ S (U)) .

A ce polynôme nous associons l'opérateur différentiel

(2 .2 ) P = p(x,d) = S a (x)da .
CL

Nous poserons
- - d°-

(2.3) L = e'—oPoe^ = p(x,S+d ) = E d^pîx,?)-^ .
P x S 0^'a

Ainsi L est un opérateur différentiel sur U (qui ne fait intervenir que
des dérivations horizontales d01) . On a en particulierx

(2 .4) p = Lp(l) = e'^e^) .

Soit maintenant Q = q(x,d) un autre opérateur différentiel, et

soit R = r(x,d) = PoQ . On a évidemment L = LQ'^O ' ^'°û

(2.5) poq = r = Lp(q) = S— d^P-d^q

(où la première égalité constitue une définition de poq) . Ceci s'écrit aussi

(2 .6 ) poq = R (p) avec R- = Z — d^q . d^
q ^ Cl ; x '3

ou enfin

^n(2.7) P°q(x,;) = e y 'p(x^) q(y,;) |•y^
1=S

Notons aussi qu'on a en particulier
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(2.7)bis p(x,d)f == e y r} p (x ,n) f (y) | ^ .

. r)=0

Soit maintenant U un cône ouvert de XX^D^O) , et p ç S^U)
On pose à nouveau

L = S ^dîpd01 .
p a a! s x

C'est un opérateur différentiel au sens du §1.2, et il résulte aisément de
la formule de Cauchy et de la définition de la norme formelle (1.10) que p
est analytique si et seulement si N (L .) <^ <s> .m p

Si maintenant p ç S371 et q ç S111 , nous posons

d^
poq = L (q) = e J TI p(x,ri)q(y, Ç) 1

n=ç
On a donc poq ç S , et poq est analytique si p et q le sont.
On a L == L o L : e n effet ceci est vrai lorsque p et q sont des

polynômes d'après ce qui précède. Or on a de toute façon :

L - L o L = EA da
poq p q a.

où les A sont des polynômes à coefficients rationnels des dérivées dea
p et q et comme il n'y a pas de relation algébrique entre les dérivées
d'un polynômes, les A sont identiquement nuls.

a

(2.8) DEFINITION. - On notera ^(U) = U S^U) l'algèbre associative
mçZ

dont la loi de multiplication est (p,q) -* poq . Ses éléments sont les opé-
rateurs pseudodifférentiels sur U .

Il est clair qu'en fait £• est un faisceau d'algèbres associatives
filtrées, sur les ouverts coniques de Œ^x (Œ^O) .

Si p ç S , q ç S , il résulte aussitôt de la définition et du
fait que d^p est de degré as m-1 si a ^ 0 qu'on a poq-pq ç Q^^ ~ ^

Ainsi l'algèbre graduée associée Gr JB- s'identifie à l'algèbre gra-
duée des fonctions homogènes de degré entier (la loi d'algèbre étant la
multiplication).
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De même les symboles formels donnent naissance à un faisceau
d'algèbre s.

00

Si p = 2 p , € S , on posera a(p) = p : c'est une fonctionQ m-K m
homogène de degré m , qui caractérise la classe de p mod S"1"" . On

écrira o (p) s'il y a risque de confusion sur le degré de p (a (p) = 0m m
signifie donc qu'en fait p est de degré ^ m-1). La remarque ci-dessus
signifie qu'on a

(2 .9) a (poq) = a(p)a(q) .

Il résulte aussi de la définition que si p / q sont de degrés res-

pectifs m et m* , [p.q] = poq - qop est en fait. de degré ^ m+m'-l ,
et on a

( 2-1 0 ' 'mW-l^'-t'n^m''1'!

où { , 3 désigne le crochet de Poisson :
n

(2.11) [ f ,g} = E
n ôf - 5g âf âg
1 ^j ^j ^j ^j '

Voici un premier résultat d'invers ibilité qui explique comment l'algèbre des

opérateurs pseudo-différentiels pourra jouer le rôle de localisée de l'algèbre
des opérateurs différentiels :

(2.12) PROPOSITION. - Soit p $ ^(U) un opd. de degré m . Pour que p
ait un inverse de decn-é -m , il faut et il suffit crue ^rr/p) soit inversible
(on dit alors que p est elliptique dans U ) .

En effet, soit q le symbole — 6 S^CU) (réduit à un seul
Pm

terme, donc analytique). On a alors poq = 1-r , où r est de degré ^ -1 .

Posons maintenant

q' = l + r + r 2 ^ . . . = 1 + (l-L^.r ç S°(u)

(où dans la première somme, il s'agit des puissances successives dans



VII-11

l'algèbre £• ) . Il est clair qu'on a poqoq ' = 1 , et d'après la remarque
(1.12), on a

N^l-L^r) « E N^(L^-r) « (E N^L.)^ . N^r)

car si a est analytique, on a N (r) « oo , N (L ) « » et puisque N (L )
n'a pas de terme constant,

(2 N^(Lp) = (1-N^L.))"1 « » ,

de sorte que q' et p~1 = qoq' sont analytique. (Le même raisonnement

montre que p a un inverse à gauche, nécessairement égal à l'inverse à
droite).

TRANSPOSE , ADTOINT.

aO.Si P = p(x,d) = S a (x)d est un opérateur différentiel sur
n a

X c Œ le transposé (resp. l'adjoint) est défini par

t = tp(x,d) = Et-^a (x)
P a

p» = p*(x,d) = S(-d)a a (x) .oc

II résulte donc des formules (2 .7 ) , (2 .7) bis qu'on a

(2 .13) tp(K^) = e x Sîx.-ç)

d dç
p*(x,s) = e x 'p((x,s)*)

où on a posé (x,ç)* = x,-s . Ces formules se prolongent aussitôt aux
opd. Noter que si p est un opd., défini dans un cône ouvert U , t?

est défini dans le cône opposé -U , et p* dans le cône U* .

2. INTEGRALE OSCILLANTE. METHODE DE LA PHASE STATIONNAIRE.

Soit P = p(x,d) un opérateur différentiel sur X , et y = ^(x)
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une fonction holomorphe. Nous noterons cp = (d^) , a ^ 0 la famille des
^

dérivées d'ordre > 0 de cp .

Si A = (A ) est une famille de nombres entiers indexée par les
multi-indices ^ JE 0 , tous nuls sauf un nombre fini (multi-indice en une
infinité de variables), nous poserons

«A = n "^ .
^

H = ^ A^

A^ = S yA (A^ est un multi-indice au sens
"y usuel) .

On a e'^de^ = (d+cp") , d'où

(2.14) e-Ve^ = (d-h^ = H (—— + ̂ -^j =: 2: X;, ̂ ^
0 J ° j A+?=a p"'

^ <<

dans la troisième égalité, le produit des (-—+ —^) peut être calculéôx, ôx.

dans n'importe quel ordre car ces opérateurs commutent. La quatrième égalité
constitue une définition des coefficients ^a , ceux-ci sont évidemment

Ap
entiers. Que la somme porte sur les multi-indices A / @ tels que ^+@=a
se voit aussitôt en faisant des changements de variable linéaires, de ma-
trice diagonale.

Par suite, si P = p(x,d) est un opérateur différentiel, on a

e-^x,^ = L -XacpA(-)ap(x,0)dp .
0+A=a a! Ae^ ôs

Nous allons réécrire cette égalité sous une forme qui permettra de
la généraliser aux opd, en regroupant les termes qui contiennent effective-

ment une dérivée première de cp . Pour cela, on observe que si on pose

e^Pe"^ = q(x,d^)

cp(y) = cp(x) + <y-x,s(x)> + h (y) (donc ;(x) = dcp(x))x
on a
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.^- e^p(..̂ '̂  - ̂ \^^\^

= 2 — (—î^x^xn.e^^e x|a! as y 'y^

Or on a évidemment

^x a ̂ x. ^ a A , 0e d e | == 2 ^ cp dp

y y A+g=a p ^
où S* signifie qu*on somme uniquement sur les A tels que A = 0 si
I Y J == 1 (de façon équivalente, on remplace cp* par 0 dans les coordon-
nées de cp , sans toucher aux autres dérivées). D*où finalement«^

(2.15) e^pe^ = 2' ^ ^ 1- ^£(x,;(x)) d0 avec s(x) = d co .
Â+0=a A0Î" a! ô^ x'

Nous allons enfin écrire cette formule d'une troisième façon, en
s'inspirant de (2.7) :

(2.16) PROPOSITION. - Soit ç(x,y) une fonction vectorielle holomorphe
telle que cp(x)-cp(y) = <x-y,ç(xy)> . On a alors

e'^Pe^f = e y T1 p(x,Ti+S(x,y))f(y) | ̂  .

TI=O

PJ'J"0.1!®1!3!10!1 : P0111" abréger, nous poserons lorsque q(x,y,n)
est un polynôme de n , à coefficients holomorphes en x et y .

(2.17) I(q) = e ^qîx.y^) |
ys=^

11=0

I(q) est donc une fonction holomorphe de x . 1 se comporte comme
l'intégrale oscillante.

(2n)-n JT e^^^x^mîdyd^

de la théorie des opérateurs intégraux de Fourier :

(2.18) UEMME. - ûn_a I((^- + x ^ - y ) q ) = I ( (——-n . )q ) = 0 .
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En effet, le crochet [-—, T).] = à., commute avec tous les ope-ôr|, K ]K
rateurs différentiels. On a donc

[e^x-y] =--L e^L ' J T STL e

(car on a [f(A),B] = f ' (A) . [A,B] si [A,B] commute à A et à B) . D'où
d d , d d

. e '^V^'V^''1

et la restriction à l'hyperplan y. = x. est'nulle. L'autre égalité se démon-
tre de la même façon.

Démontrons maintenant la proposition : il s'agit de prouver qu'on a

I((^(xWy)p^ , p(x,r i+ç(x,y)))f(y)) = 0 .

Or on a . , ^ ,.<d ,s(xy)>
p(x,r)+ç(xy)) = e ' p(x,Ti)

e^- '̂pb^) = e-<x-y•s(x-y)>p(x,,) .
Mais on a ,, , ...

,-<x-y,S).,<d^5> _ (^^-^^.^^x-y.ç)

d'où il résulte aussitôt que (e"^^^7 p(x,n) - p(x,y+ç))f est combinaison
linéaire de polynômes de la forme indiquée dans le lemme.

Ce qui précède s'applique encore bien sûr lorsque cp , f , etc...
dépendent d'un paramètre 9 .

3. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES.

n NSoit X un ouvert de Œ , U un cône ouvert de X x. (Œ ',0) ,
et cp = cp(x,9) une fonction holomorphe homogène de degré 1 sur U , telle
que d cp ne s'annule jamais dans U .x

Soit maintenant V un cône ouvert de X x ((D^O) , tel que
(x,d cp(x,G) € V pour tout (x,6) 6 U / et soient p ç S^V) , a ç S^U) .j\
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d d
(2.19) L^(a) = e y ^.p^.r^xyQ))^^) \

P y~x
î1=0

si Ç est une fonction vectorielle holomorphe, définie au voisinage de la

diagonale x = y , et telle que cp(x, 9)-cp(y,9) = <x-y , ç(xy9)> .

rn
L ' ( a ) est donc un symbole sur U , analytique si p et a sont

analytiques. D'après le n°2 , on a L^a = e^pîx.dîe^a si p est un po-

lynôme. La formule (2.14), et l'argument de prolongement des identités al-
gébriques du n° 1, montre que L^ est l'opérateur différentiel formel sur U :P

(2 .20) L^ = E1 ^a ^ — (—î^x.d cp(x,6))d3

A+@==a w a s x x

où cp désigne le vecteur (d^p) , I v l ^ 1 ' et S* signifie, comme pour
(2.14) , qu'on somme sur les multi-indices A = (A ) tels que A = 0

Y Y
si |v| = 1 .

Les termes de plus haut degré de (2 .20) sont

(2.21) L^ = p + E ^ — — + - S - ^ -12-!-4-—P ÔS. ôXj ^ SÇ.âS. âx ôx
2

les coefficients (P^TT- , ô p , . . . ) étant évalués au point x ,ç = d cp(x,6)ô S . ô S . ô S . x

On voit sur la formule (2 .20) que L^ est un opérateur différentiel
A p

formel du type décrit au §1 , (1.4) : co est de degré |A| = EA , et
w ' ' Y

à a

(—) p de degré ^ m- |a| ; comme on a J Y | ^ 2 pour A ^ 0 dans la
somme, donc |A| = E |y | A ^ 2 I A ( , le coefficient de d@ est de degré
^ m + |A| - ( a ) ^ m - | @ | - • ^ I A I (on voit aussi qu'il n'y a qu'un nombre
fini de contributions dans un degré donné). En fait, ceci se voit mieux
encore sur la formule (2.19), qui montre aussi clairement qu'on a

NO^
P

q = p(x ,Ti+S(x ,y ,9) ) ) .

N(L ) « co si p est analytique (exemple (1.14), avec
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4. CHANGEMENTS DE COORDONNEES, FAISCEAU DES OPD.

Soit X un ouvert de Œ , et y un isomorphisme de X sur un
autre ouvert de (D . Nous noterons encore y == x(x) (y est donc un nou-
veau système de coordonnées sur X ) .

Soit P = p(x,.d) un opérateur différentiel sur X , et P = x P
X ^

son image par \ : on a P = p (y,d ) où p est un nouveau polynôme :A. \ y \

(2.22) p (y,n) = e'^Pie^) .
\

Les formules du n°2 nous donnent un moyen d'écrire ce polynôme
p en fonction de p qui se prolonge aussitôt au cas où p est un opd :
si on pose \(x) - \(x') == M(x.x') ,(x-x') (où M est une matrice à coef-
ficients holomorphes),.

d^ t
(2.23) P.(Y.îl) = e x s pîx.S'+'Mîx.x1)^) 1 . (y=\(x)) ./\ x""'"x

ç'=0

Nous noterons encore y^ l'application p -* py : si p ç S^U) ,
on a y^p 6 S (V) si V est le cône image de U par l'application

(x,s) -» (\(x), \ (x).ç) i.e. l'extension de \ aux vecteurs cotangents
(puisque M(x,x) = \'(x)) .

Si nous interprétons Xx^^O) comme le fibre cotangent de X
(privé de sa section nulle) : T^X\0 , nous voyons que nous avons défini un

foncteur, qui à un ouvert X c (D11 associe un faisceau A^ sur les ouverts
coniques de T^X\0 , et à un isomorphisme de variétés \ : X -. X* associe
un isomorphisme de faisceaux \^ de ^ dans £• . Ceci permet aussi-

tôt de définir, par recollement, le faisceau des opd. d'une variété analyti-

que complexe. En vue du n°2 , on peut aussi définir un opd. sur X comme
une classe d'opérateurs différentiels sur les développements asymptotiques

de base X (deux tels opérateurs sont équivalents si localement, pour un

choix de coordonnées convenable, ils proviennent d'un même opd. ; nous

laissons au lecteur consciencieux le soin de mettre au points les détails de
cette définition).
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Ainsi ^ est un faisceau d'algèbres associatives filtrées sur les

ouverts coniques de T*X\0 . Nous noterons F^ le faisceau des opd.

de degré ^ k . Si s est un point de T*X\0 (vecteur cotangent non nul),
^

nous noterons j j y , F j j - l'ensemble des germes en ; .

Remarquons que dans la formule (2 .22) le terme dominant de p
\

est
py (y/^) = P-^/ x'(x).Ti) ( y=x(x ) )
\ f 111 lîl

(puisque M(x,x) = x^x)) . Autrement dit a(p) = p^ se transforme comme
une fonction (homogène de degré m) sur T^XYO .

Pour tout entier m , on notera o(m) le faisceau des fonctions
homogènes de degré m sur T^"X\0 : a définit donc par passage au quo-
tient un isomorphisme

«-,m yi-m—1 ^ , »
F £/F ^ —^ 0(m)

de sorte que l'algèbre graduée Gr £- s'identifie à l'algèbre multiplicative
C 0(m) .

Si p , q sont deux opd. de degrés respectifs m et m' , on a

encore ^-^-.i^P^l ) == (^ W ' ° ^(^} (le crochet de Poisson étant
celui de la structure symplectique canonique de T^X).



VII-18

§3 - T H E O R E M E DE F I N I T U D E

1. ENONCE.

Le résultat ci-dessous fournira, pour les opd. , des résultats du
même genre que le lemme de préparation et les résultats de finitude qui s'en
déduisent, pour les fonctions analytiques.

Nous nous plaçons sur U = (D11" x (<D\0) , où les homothéties sont
données par X(x ,9) = (x,X9) (en pratique, on a besoin d'autres actions de
TR^ , par exemple celle sur T^X , pour les opd. , comme au § 2 - mais on

peut toujours, par un changement de variables convenables, se ramener à ce
cas). Soit Ç un point de U ; nous noterons S l'espace des germes en
^ de symboles analytiques de degré m , et Sy = US"1 .

Nous noterons Sy c S. le sous-espace des symboles qui ne dé-
pendent que des variables X - . , . . . ,X ,9 (et pas de X ,.. . ,X ) .1 P p+1 . n-1

Soit enfin

( 3 .1 ) P = Sa^ : (SJ1'™1 - (S^a ç ç
k (^un opérateur différentiel analytique comme en (1.4), de sorte que a d

k a
soit homogène de degré - k - (a| ^pour tous k,a . (Les a sont de ma-&
trices à M + M ' lignes et N colonnes, à coefficients homogènes).

On notera Qç l'espace des germes en ç de fonctions homogènes
b

de degré 0 , et 0-y c Oy le sous-espace des fonctions qui ne dépendent
pas de X^,...,X^ .'

P diminue les degrés, et définit par passage au quotient un ho-
momorphisme 0-linéaire

a(P) : ^w - ̂
ï S

T<

(qui n'est autre que la multiplication par la matrice a , a = k = 0 )a
Soit 3 c (Sç) un sous-espace vectoriel, tel que

gr3 = ©S^S^/S^S^^ soit un © 0(n)-module , donc gr3 - ©0(n) ® c:(3) ,
avec j(3) = gr°3 = S^S^/antS::1)3^ .

Soit enfin u la restriction de P à S © S' . O n notera en-
? ?

core cr(u) la restriction de a(P) à ^M © O13^' .
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(3.2) THEOREME. - Supposons que l'image de u est contenue dans 3
Alors si (?(u) est suriectif : ^M + ̂ M -< a(3) , l'image de u est 3
Plus précisément, pour tout m , on a 3n (S"^ = u^S"1)1^1 + (SL"1)1^')

Montrons d'abord que l'extension de u aux symboles formels est
surjective : si f = 2^ 6 S^ + S^' , et g = Zg1^ € S ^ , l'équation Pf = g
équivaut à la suite d'équations

S a^^
P+q+|a|=k a

soit encore

(3.3) a^ = g1^ - S a^d^ .
0 P+q^K a

q<k
Pour k = 0 , cette équation a une solution (puisque g° 6 0-(m)®a(3) si
m = deg g , et qui a° est aussi une surjection Odn)1^1 + ^'(m)1^1 - 0(m)®a(3)
pour tout m ) . Supposons alors construite f°. . .f "" , de sorte que
g - P( S f3) soit de degré ^k . Alors comme g - P ( . C f.) 6 3 , sa partie

0 0 J
principale, qui est le deuxième membre de (3.3), est dans O(m-k) ® cr(3) de
sorte que l'équation (3.3) a une solution, et la récurrence se poursuit indé-
finiment .

Pour démontrer le théorème, il s'agit maintenant de refaire la cons-
truction ci-dessus, de sorte que les f ne soient pas trop grands : c'est
ce que nous faisons au n° 2.

(3.4) ÇêîP^J^yêê : on a <^(Kerv) = Kera(v) ; en particulier v est in-
jective si a(v) est injective. En effet il est clair qu'on a cr(Kerv) c Kera(v) ;

d'autre part si a 6 Kera(v) , et si a = a(a) où a est de degré 0 , va
est de degré ^ -1 donc il existe b de degré ^ -1 tel que va = vb .
On a alors v(a-b) = 0 et a = a(a-b) € a(Kerv) .

Plus généralement, supposons qu'on a coupé P (et v ) en deux
morceaux : v ' ® v" , de sorte que grimv" soit un © 0- (n) -module, et que
a(v") ait pour image a(Imv") . Alors si a(v).cp = 0 implique c?' = 0 ,
v.f = 0 implique f = 0 ( f ' , f " ou cp ' , îp" désignant les composantes
correspondant au découpage v == v ' ® v " ) . En effet supposons v.f = 0 ;
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si f ^ 0 , soit m son degré {a (f) ^ 0) . Comme deg vf" s; m , le
théorème montre qu'il existe f" tel que vf" = vf" , avec degf" s m
(en fait il suffit d'appliquer un nombre fini de fois le procédé de récurrence
ci-dessus). On a alors v . ( f + f " ) = 0 , donc cr(v). (a ( f ' )+<j (f")) = 01 m m 1
qui implique CT^(f') = 0 contrairement à l'hypothèse.

(3.5) Çêîl13!̂ 11® : ^e fhéorème admet l'extension suivante :
Soit S (resp. S') l'ensemble des germes de symboles (de degré

entier) en un point 9^ (resp. y de <D\0 (resp. (D^YO) ; soit i|> un

germe d'application holomorphe, homogène de degré 1 : (E11 -* <D , telle
que ij»(y = 9^ . Soit enfin u : SM+S•M ' - S1^ une application linéaire
définie au moyen d'opérateurs différentiels formels :

u(s,s.) - PS+P.S . -j;a^(ç).d^ ^V5).d^(9)i^(g

où les ^(ç) f ^^ sont des symboles analytiques à coefficients matri-
ciels, de degré ^0 et SNÎa1)^00 « » , SN^3)!^ « œ .a p

Supposons que l'image de u soit contenu dans un sous-espace
vectoriel 3 de S , tel que gr3 soit un S (^(n)-module, et que a(u)
ait pour image a(3) tout entier. Alors Pimage de u est 3 tout entier.

On se ramène comme suit au théorème :

notons S" l'ensemble des germes en (ç , 9 ) de symboles sur
_,N+N' „ — , ° ° M M' N(G \0 . On prolonge alors u en une application U : S" +S' - S"
définie par

v(s,s ' ) = P s + P ' s ' = Sa (^(d.+l^ .d^s+Eb^çîd^s 'O)^ a b â Ç 9 _ @ p 9

(la k-ième composante de d. +-ôld. est -—— + S—^ -s— )
? ô9 9 ôÇ^ ôÇ, ô9.

Soit v1 : (S11)1^' - (S'^ défini par

v'(s^...,s^.) =^ (9 -^ . (Ç) )s . (s^s1^) .

Soient finalement w = v + v' , et 3' = 3 + I m v 1 . Alors par cons-
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truction l'image de a(w) est a(3') entier, donc l'image de w est 3'
entier, et tout élément a € 3' de degré ^m est image par w d'un élé-
ment de degré ^ m .

Soit maintenant m l'idéal engendré par les fonction 9 . - ^ . ( ^ )
^ n' où . ^ ^ •) ^

(idéal de définition du graphe de ^ ) : on a (—— +S—1- — — ) . ( 9 . - ^ (ç)) = 0
^k 1 ^k ^j 1 x

pour tout entier i ,k , et par suite PîmS111^) c mS"1^ . Ainsi w passe au quo-

tient, et l'application S" /mS" + S' -* S" /mS" qu'il définit n'est
bien sûr autre que u . Enfin comme l'image de w est ^' , l'image de u
est S'/mS^ = 3 .

2. DEMONSTRATION DU THEOREME.

Nous utiliserons les jauges (normes) suivantes, sur les germes de

fonctions analytiques en ? 6 C si p. = (p . . . p ) 6 TR est un "poly-rayon",
on pose

(3.6) ||fU = Sifjp01 si f(x) = Ef (x-ç)01 .
P Ow OC

(Ce qui suit marcherait aussi bien avec la norme du sup :

HC = , sup lf(x)| ).
p IXj-S^p^.

Si f est une fonction à valeurs vectorielles (par exemple une ma-
trice), on note encore |lf|| la série (3 .6) , (f j désignant la norme du

vecteur f . De cette façon, si a est une matrice, on aa
Mlp ^ NIpNp .

Il résulte aisément de la formule de Cauchy qu'on a, pour p ^ u

(3 7) 11-^ 1 1 ^ (-^^llfll( à 9 / ) "a! "sp 'u-s7 "-"up •

Nous utiliserons enfin le lemme suivant : nous notons 0^ les
^

germes de fonctions analytiques en Ç (homogènes ou non) et QL les fonc-

tions qui ne dépendent pas de X - , . .. ,X , , de sorte que a(v) définitp+l n-l
- . ,. . . -.M , _ , M' Naussi une application linéaire : G - + 0 - ^ G p .

? ç ^
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(3.8) LEMME. - cr(v) possède une scission \ : OÎ? - 0^ + a.1^1 (i.e.
^ S '3

c^v) =a(v)\a(v) ) telle crue

1) X est homogène (i.e. transforme une fonction homocrène en
une fonction homogène du même degré.

2) II existe une famille de poly-ravons tendant vers 0 , telle

que pour tout polv-rayon de cette famille et tout nombre réel s , -r- ^ s ^ 1 ,&
on ait. avec une constante C > 0 convenable

ll̂ lls, " S'^sp •

Le lemme sera démontré au n°3 .

Il s'agit maintenant de prouver qu'on peut résoudre les équations
(3.3) de sorte que la série SH-ryll T converge pour s et T assez pe-

J^ • 0 •

tits. Nous raisonnerons avec f^/k! plutôt que f : (3.3) s'écrit encore

.k k » * » ^p .̂q
^ 9 ) a0^- = g- - E P'q^' ^L.fÈJL)(3^ ^k! k! p^(^k ^ P! ^W •

q<k

*]^
Notant y le second membre de (3.8), nous choisissons bien sûr

fk ^
la solution — = ^ . g , X étant la scission du lemme (3.8).j^ «

Si P et g sont analytiques (au sens du § 2 ) , on a pour A

assez grand, p assez petit, et s ^ 1

( 3 . 1 0 ) ll^U ^A.A^l
P • °P

• S^ll ^A^'k! sp

Nous choisissons maintenant p une fois pour toutes, assez petit

pour que les inégalités (3.10) soient vraies, et de sorte aussi que l'inégali-
té du lemme (3.8) soit vraie. Observons que si A est choisi assez grand
(A ^ sup(l/p.)) , on a d'après (3.7)

,OCrq A I-, | r<5

(3.11) \\±l-\\ ^ (——^hl—ll Pour s^l .• q! sp u-s "qi "up

Nous allons prouver, par récurrence sur q , qu'on a pour B grand

( 3 . 1 2 ) H^- » ^ B^)'1 pour ^s^l .
€4 • o P JL—* S H
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Dans le deuxième membre de (3 .9 ) , la norme du terme indexé par
p ,q , a est, d'après (3.10), (3.11), . majorée par

H H ^ £IÎ IA A^^1 (-^^Ai
""•"sp k! "•" "u-s' "q! "up •

Or la borne inférieure pour u ç ] s, 1 [ de la quantité
(__)l<(__)q ^ (q+IcLD^^/q^al1 0 1 1 . Donc si (3.12) est vrai

U "" S jL """U

pour q < k , cette norme est aussi majorée par

(3 .13 ) 1 1 . . . I l , . M^B.A^21^——)^sp pq i~s

^ ^ .^.(^laP^' .
PCI kl q^a)1 1 1

Remarquons qu'on a ^— ^ -—.- , et a! ^ |a | î , d'où
Jv • K "P •

(3.14) lai
^ , q. ia l ! (q^lal)^'01' _ /q^al\q •LJ /J_ . q^a |\ /q^la l\q , Ja

Pq (q+lal)! ^q^TTr \ <? / jU V^l ^ / \^ )

Ajoutant les inégalités (3.13) et appliquant la scission X , on
obtient, pour 1/2 si s ^ 1

ll^ll . C A/A^ S Be^A^2'^——)^) .l > k ! l l s p p l p / q / a 1-s' f
v p+|al=k-q>0

La récurrence pourra donc se poursuivre si on a

C AfA^B Ç , el^2'^——)^!) ^ Bî-3-)1^ .
P ^ 0<p+|a|^k 1-s / 1-s

q=k-p-|a|
Soit encore, compte-tenu qu'on a 1-s <. 1

C 1.^)^ C Zî Jal^lal^p^lal ^ ^ ^
P 0 B P0<p+|a|^k B

La récurrence pourra se poursuivre si cette inégalité est vraie pour tout
A A k 1k ^ 0 . Or le premier terme C -s-(-s') est ^ -^ si B ^ 2C A ; quant à

P D D Z P

la somme, elle est majorée par la série infinie (indépendante de k )

C S (eA)^)^ ,
P p+ia|>0 B

elle est convergente, sans terme constant, majorée, si A s 1 , par
@A — n™ 1 1C ( l - ( l - — n — ) ) , donc sa somme est aussi s, — si B est choisi assez

P D . . à
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grand. Ainsi l'inégalité (3.11) est vraie pour tout k si B est assez grand,
et ceci termine la démonstration.

3. PREUVE DU LEMME 3.8.

Notre point de départ sera le résultat suivant, qui est une amélio-
ration du théorème des voisinages privilégiés due à B. Malgrange [3] :

Notons Q, l'anneau des germes de fonctions analytiques à l'origi-
ne de (D , et soit u : a^ ^ aq une. application Ci-linéaire. Alors

(3.15) il existe une scission \ (i.e. u=u\u) telle qu'on ait

"^"sp '• "pWso
pour , ^ s ^ 1 , pour une famille de polyrayons p tendant vers 0 (de

façon précise : il existe une constante c et des fonctions > 01
^^I^^PI 'PZ^- - ^n^l-^n-l5 ' ^ telles que pour Fj ^ ^PI '—'P--^

et — ^ s ^ 1 on ait l'inégalité ci-dessus).
£*

Nous voulons maintenant un résultat analogue pour un homomorphis-
me v : 0 + Q -» Q , dont l'image est un Q -module ; nous faisons la
construction en deux étapes.

1er cas : on suppose v surjectif. On pose k" = k - k ' , et m'
désigne l'idéal engendré par x ...x^. , de sorte que CL/î"' s'identifie à
Q^n / et v définit par passage au quotient mod. m' une surjection :

o^eP'-^,,.
Celle-ci possède un inverse à droite \ qui vérifie les inégalités (3 .15) .

X... se prolonge en une application Q. .-linéaire X, : Q^ ^ Q^ ^ O? :u k 1 k k k'
si (g ) est une famille de séries entières en les variablesa
x^,^ , . . . /x^ , on pose X^(Sg Xe1) = ^Q^ Lxa •

Si alors p = ( p ' p " ) est un poly-rayon, on a :

ll^fllp ^ Cl|fi| pour toute f€0^

si SI Vil p" ^ l̂lp" P0^ toute ^^n
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(pour abréger, si g = (g.,gJ € G^ + 0^. (resp. G13 + Œ^ ) , on â'posé

' IgISp = ilgillp + llg2'lp. ^P- l^Hp" + l^SD ) •

Maintenant Id - u X - est Q,,-linéaire, nulle pour x' == 0 , et
continu pour la norme 1| 1| (dès que X.. est continu pour la norme 1| 1| „ ),

P ^ P
donc aussi petit si p * est petit. uX- est alors inversible, et son inverse

est donné par la série géométrique

( u x j 1 = Sdd-uX,)111
1 0 1

qui est convergente, et continue pour la norme H |l si X.. est continue

pour la norme |1 1| „ / et p ' assez petit.

Finalement u admet pour inverse à droite X . (aX.) , qui est

continu pour la norme [| 1| dans les mêmes conditions.

Cas général : l'image de v est un 0,-module c5 c Q* . Il existe

de toute façon un début de résolution :
cÇ -!l> cÇ -!o_> ^ _> o .

Nous noterons w un relèvement de v : û, + Q , , -* Q, .

s possède une scission X^ comme dans (3.15).

Comme (e+w ) est une surjection : 0 + Q" + Q -» Q , il

possède d'après le premier cas un inverse à droite :

Id == e X' + wx"
où X ' / X " sont continues pour une famille de semi-normes comme dans ( 3 . 1 4 ) <

On a c^e = 0 , donc Cp = £ow^" -

Par suite
y = c^w = e^XoGoW = CQXQV = CQWX-XQV = v\-\^

et X " X ^ est une scission de v , qui a évidemment les propriétés de conti-

nuité de (3. 15).

Pour le lemme (3 .8) , on applique le résultat ci-dessus à a(v) :

0 + 01 -» 0- , 0 , étant identifié à l'anneau des germes de fonctions
; 9 Ç 9

holomorphes des variables X ,. .. ,X . Puis on prolonge la scission Xg
\^ \^

obtenue comme dans le premier cas : X(Sf , . (9 -6 . ) ) == S x ^ ( f , ) . ( 6 - 9 J / qui
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k kimplique X(9 f) == 9 Xp(f) . Il est alors clair que X est homogène, et
qu'elle est continue pour une famille de normes || || comme dans (3 15)

P

4. APPLICATIONS.

Lemme de préparation.

Soit X un ouvert de (C11 , ç un point de T X \ 0 , et p ç ̂
un opd. de degré m . Soit u l'une des variables X. , ç . , et k le pre-
mier entier tel que —pm ^ 0 . On suppose k < oo .

ou"

Soit J ^ y l'anneau des germes en Ç d'opd. dont le symbole total
ne dépend pas de u . Alors tout opd. a s'écrit, d'une seule façon

k , .
(3.16) a = E b . o U ^ + r.p

1 ] 0
avec r ç. ̂  , de degré ^ deg a - deg p , b. € ^ de degré ^ deg a - (k-j)degU

Ici U désigne n'importe quel opd. de symbole u et il est commo-
de de choisir l'opd. de symbole total u . Ceci résulte aussitôt du théorème de
division pour les fonctions holomorphes, et du théorème (3 .2) et de la remarque
(3.4) . En fait on peut mettre les b. , et r / indifféremment à gauche ou à

k-j ^ k+1droite des U et de p , obtenant ainsi 2 énoncés.

^
Appliquant ceci à a = u , on en déduit l'analogue du lemme de

préparation : il existe q elliptique tel que q o p soit un polynôme distin-
gué :

(3.17) q^op == U1^ - Sb.U^ (avec b.ç^l) .
1 î J Ï

Structure du module 7l[———————————— ^

Soit X un ouvert de (D (ou plus généralement une variété),
U c X x ( ( C \0) un cône ouvert (les homothéties sont données par

X ( x , 9 ) = (x ,X9) ) , et œ une fonction homogène de degré 1 sur U / telle
que la dérivée en x , d cp ne s'annule jamais. Soit (x,.,9J un point dex 0 0
U , et ÎQ = d^p(xQ,9 ) . Au § 2 , n° 3, nous avons muni S - S, , = U S^

d'une structure de ^- -module, en posant
^0

p. a = j^.a .
P
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Soit ^p l'algèbre des germes d'opd. partiels de symbole p ( x , Ç , 9 )
au point (^,^,9^ . En fait les formules du § 2 , n° 3, permettent de munir
SQ d'une structure de .^-module (on reprend les mêmes formules, 9 jouant
le rôle de paramètre). Nous noterons M^ le £ -module S- , muni de cette
structure de module.

Nous définissons un homomorphisme u : ^' -< M^ par
u(p) = j^(l)

u est évidemment surjectif (on a u (p )=p si p ne dépend pas de ç ) , et
on a

/p 3cp \ / 5 . ôcp âcpi , -
^j-^ = (^+ i3Ç-^ )• l î= 0 •

Par ailleurs u est de degré 0 , et o(u) est la restriction :
p(x , ; ,9) ^ p(x,d^cp(x,9),9) (donc est surjectif). Par suite Ker a(u) est
l'idéal engendré par les fonctions Ç, - |̂ - , et par la remarque (3.4) Ker u

} OXj

est l'idéal à gauche engendré par les ç. - ̂ - . Ainsi u induit un isomor-J ox.
phisme de ^ -modules :

V^b-V^'-^-
Nous coupons maintenant 9 en deux groupes : 9 = (9 ' , 9 " ) avec

P' = ( e ^ . - e y , S- = ( 9 ^ . . . 9^) . Soit J l'idéal engendré par les A- ,
et soit C = V(J ) la variété des zéros de J (muni du faisceau structuralw (43 cp
a/j ).

^

Notons N = S(^7+——).M . N est un sous-^-module de^ ô y . o y . c p cp u
•n/r / rr ^ ÔCD . 0 -11 Ô CD

CD e iiT ii17 = e ii778 commute aux opérateurs différentiels

e ^p(x,d)e , donc aussi à tout opérateur S^ si p ne dépend pas de 9 ) .

Nous noterons f l'application (x,9) ^ (x,d cp) de V danso x
T X \ 0 , et TT la projection (x,ç) - (x, ...x. , Ç . . . . ç . ) , de T*X dans

1 ^ J! ^r s ' • A i
(C x Œ . Nous supposons la deuxième composante de n(x.,ç ) non nulle.
Nous noterons enfin ^- l'anneau des germes au point Tr(x-^Ç ) des opd.
partiels, de symbole p(x, . . .x. , Ç. . . .ç . ) .

1! \ h ^
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(3.18) PROPOSITION. - Avec les hypothèses et les notations ci-dessus, on
suppose que la restriction de n < i ( f à. C est finie en (x , 9 ) . Alors-
M^/N^ est un Ê -module fini.

Démonstration : Posons 6. = -^- +—— , et soit 6 : (S^ - S.
--—-—---— J dU. dO. 0 0

défini par ô(b) = E ô . b , . 6 est de degré 0 , et on a o-(b). 0 = S 5CO, g.1 } ô 61 j
Dire que la restriction à C de n o ï|t est finie revient à dire qu'il existe

Cp N
des fonctions a ç a(M^) (l^N) telles que ^(M^) = S0'-.a. + S- .̂ .^(M^)

(où OQ = crC^y ). Soit alors u l'application (^/O3^ + (SJ01 - S- définie
par u ( p ^ , . . . , p^ ,b^ , . . . ,b ) = SL^.a. + S ô . b . , où a. est choisi de de-

^* * v J J J J

gré 0 , de sorte que a(a.) = a. . a(u) est surjectif, donc u est surjec-
tif , et notre assertion en résulte aussitôt (les classes des a. engendrent
M^/N^ sur ^. L d'après la remarque (3.5)

(3.19) LEMME. - Nous gardons les hypothèses et les notations ci-dessus.
Supposons crue la variété critique C est de codimension q (le nombre

Cy /"y ^^——î ——^—«—«—«—

d'équations -^— = 0 ) ^n. (x 9 ) . Alors on a a{^) = T)-^ .0(1^') .c y. u u ^ ô 9 .

Nous noterons e = ̂ 7 + —— , donc a(€.) = -^- , et e : 3e1 - S
] ôb, ôo^ j à9.

défini par e(b) = Ec .b . . D'autre part pour i < j , nous noterons R. . l'opéra-
teur vectoriel dont les composantes sont

R.. = ô. s. - ô., c.i] in j jk i

(où 6., est le symbole de Kronecker) de sorte qu'on a £ o R . . = 0 .
1K jj

Par définition, on a N^ = Im e . Soit alors a = cb de degré 0 ;
nous allons montrer qu'on peut toujours choisir b de degré 0 , donc
a(a) = a(e) .a(b) = ^^—o(b.} 6 S^c^M ) .ôo. J ô9 . cp

Pour cela nous prouverons que si b est de degré m > 0 , on a
aussi a = c(b') avec b' de degré ^ m-1 . En effet si a == a(b) où b
est de degré m > 0 , on a a (cb) = a(e) .a (b) = 0 . Or comme C est

m m -s c?
intersection complète, les seules relations entre les -^ sont les relations

â 9 _
triviales p . . = aR.. . G (b) est donc de la formeij ij m
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^(b)=Zp^(cy

où les C^ sont de degré m . Posons alors b' = b - SR..C. . : on a
J^(b') = 0 , donc b- est de degré ^ m-1 , et e(b') = e(b) = a puisque

- îj = ° •

(3 .20) COROLLAIRE. - Toujours avec les notations ci-dessus. supposons que
c;; est de codimension q , et que l'application n o ij, induit un isomorohis-

P^Sme de c^, -SUT ^ (au voisinage de (x^ /Bç) ) . Alors M^/N^ est un
^-module libre de rang 1 .

En effet avec les hypothèses ci-dessus, (JÎN^ est exactement
l'idéal engendré par les ^- , donc od^/N^) = o{U^}/a{^} s'identifie

à l'anneau des fonctions homogènes de degré 0 , en (x , 9 ) , sur C
si n o i ' est un isomorphisme, ce dernier est un module libre de rang 1
sur ^(^g) , et le corollaire résulte de la remarque (3.4).

L'exemple suivant est inspiré par le travail de F. Pham [ s ] , et est
un cas particulier de ce qui précède.

Soit cp = îp(x,y) une fonction holomorphe sur Œ;"1'1"" , et
$(x,y,z) = Tc?(x,y) sur le cône (D1" n x <D* ( T est de degré 1 , x et
y de degré 0 ) .

Nous noterons M" l'ensemble des germes au point x = y = 0 de
symboles analytiques sur C"14'11 x (D* , et N^ le sous-espace :

^ = S t ï ^ ^ . — — Î M 1
ôx, Sx.

(intuitivement, si a € M , sa classe mod. N représente l'intégrale
f e ^ a d x ) .
"IR"

$Comme au § 2 , M est un module sur l'anneau £ des germes

d'opd. de symbole total p ( x , y / ç , r ^ T ) au point x = y = 0 , ç = Td ce
x '

n = ïd ce . Nous noterons ^ ' le sous-anneau commutatif des opd. dont le
symbole total ne dépend que de y , T .
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(3 .29) PROPOSITION. - Supposons que la variété critique (^£.=0).
ôx_ j=l,...,m

est de codimension m au point x = y = a dans (D11^11 . Alors M^/N^ est
un ̂  -module fini.— y ———————

En effet ici le cône critique C est défini par les équations
^^P

—- = 0 (j==l, . . . ,m) , et H o ^ est l'application (x,y,r) - (y,r) ; si la
^j
variété critique est de dimension m , l'application (x ,y ,T) -* (d cp ,y , ï )x
est finie, donc la restriction de rro^ à C est finie.ï

Supposons maintenant qu'on a n = 0 (pas de variable y ) .

L'hypothèse signifie alors que l'origine est un point critique isolé

de la fonction cp . Le cône critique C- est de codimension m . de
î

sorte que le lemme 3.19 s'applique. Enfin dans ce cas, on a <7C&'J = (D

(il n 'y a plus de variables), donc a(M /N ) est nécessairement libre (de

rang fini) - et comme dans la proposition 2.1, M /N est un .&-module
libre.

Le rang de M /N (sur ^ ' ) est .la dimension de a(M /N ) sur
ôcc(C , c'est-à-dire la codimension de l'idéal engendré par les fonction ——
ÔXj

dans l'anneau des germes de fonctions homogènes de degré 0 des variables
X , T , qui n'est autre que l'anneau des germes de fonctions des variables x

§ $
seules. Autrement dit le rang de M /N est le nombre de Milnor de cp .
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§4 - P R O P R I E T E S D U F A I S C E A U D E S O P D .

Dans ce paragraphe, £• désigne le faisceau des opd. partiels un
cône ouvert U c Œ11 n x (Œ"4"1'1 \0) de symbole total

P(x,y,ç,^) (xçŒ;" , yçŒ 1 1 1 , ççC" , e^Œ"")

avec la loi de composition

Poq =S ^ d^P.cÇq .
CL

^ est un faisceau d'algèbres associatives filtrées sur les ouverts coniques
de U .

^
Nous notons F ^ le faisceau des opd. de degré'^ k . Si ç est

^
un point de U , nous notons ^ , F ^, l'ensemble des germes en ; .

Comme au §2 , on note O-(m) le faisceau des fonctions homogènes
de degré m sur U , et plus particulièrement o- == o(0) . Ainsi gr ^

s'identifie à l'algèbre multiplicative ©O-(m) ; et si p ç. £- est de degré
^ m , on note a(p) ou cr (p) ç o(m) sa classe mod. F"1"" JQ- .

Tous les modules considérés dans ce paragraphe sont à gauche.

1. FILTRATIONS.

Soit Vi un faisceau de ^-modules (dans la suite le mot "faisceau"
sera omis). Une ^-filtration de 71\ est une filtration croissante par des

T.

sous-faisceaux F 771 (kçZ) , telle que

F^.F^c F^
k j k+j k(ceci implique F ^J771 = F 7l\ car F ^ contient localement des éléments

elliptiques, i.e. inversibles, dont l'inverse est de degré -k) . Par exemple,

sur le module libre a = ^ , la filtration canonique F a = (F ^M est
une ^-filtration.

Si 7^ est muni d'une ^-filtration, le gradué associé Gr 771 est
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un © o-(n)-module. Nous poserons

(4.1) . a(M) = F^/Ï"1^

de sorte que <j(yj est un ©--module, et gr ^ s'identifie à ©o(n)<g)<j(^) .

Si a $ F y( / on note a(a) sa classe mod. F" ^ . Ainsi si p ç F°J- ,
on a a(pa) = a(p) a(a) •

Soient 97; et 7; deux ^-modules munis de ^-filtrations (sur un

ouvert conique U c T^X\0) , et soit U un homomorphisme 77; .-» ^ . On
dit que u est de degré s. k si on a UÎF^) c F^ (7^) (si ceci est vrai
pour un entier j , ce l'est pour tous). Par exemple, si ^ = j^r , muni

de sa filtration canonique, il revient au même de se donner un homomorphis-
me de degré ^ k : 71\ ^ 71 , ou de se donner N sections f, ...L, de

k I N
F T[ (les images de la base canonique de 7J\).

Si u : 771 ^ 71 est de degré ^ 0 , on note

(4.2) a(u) : a{7Ti) - a(??)

l'homomorphisme déduit de u par passage au quotient. Ainsi, si a $ F°^ ,
on a a(ua) = (j(u).a(a) .

(4.3) Soit 97; un ^-module muni d'une ^-filtration, et soit i : ^ - ^
un homomorphisme injectif. La filtration induite est définie par
k I L .

F n = i" (F^ . C'est une ^-filtration, et si on munit ^ de cette filtra-

tion, a(i) est un isomorphisme de 0(77) sur le sous-module image de

in n F°î7; dans a(^) .

(4.4) De même si j : TJ\ -* P est un homomorphisme surjectif de ^-

modules, la filtration image (ou quotient) est définie par F P = j(F y<) .

C'est une ^-filtration, pour laquelle a(j) est une surjection : a(yj -»o(P) ,
de noyau

Ker a(j) == a(Ker j)

(en effet, pour tout ç $ U , si a ç F°^ et ja = 0 , on a a(j)a(a) = 0 ,
\i'où a(Ker j). c (Ker a(j)). . Inversement, si a = a(a) $ (Ker a(j))- / Ja

S S S
est en fait de degré ^ -1 et, par définition de la filtration quotient, il
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existe b ç F ^ tel que ja = jb ; on a donc j(a-b) = 0 , et

a = o(a) = c(a-b) , d'où (Ker a( j ) )^ c a(Ker j) ) .

On peut regrouper (4.3) et (4.4) dans l'énoncé suivant :

(4.5) Soit 0 —^n —^ 7i\ —*- P—*" 0 une suite exacte de ^-modules. On
suppose ^ muni d'une ^-filtration, 7? de la filtration induite, et P de
la filtration quotient. Alors la suite

O^aW °^ aW °^ a (p )—0

est exacte.

(4 .6) Avec les notations de (4 .4) , soit de plus P' c P un sous-module,
et ^' = Ç (P') c ^ , munis tous deux des filtrations induites. Alors la
filtration de P' est image par j de celle de ^' , et on a

aW = aOr1^1) .

k k(si a 6 -F PL , il existe b € F ^ tel que a = jb ; on a alors
9 ç kb ç y(y par définition de l'image inverse, donc aussi b ç F ̂  par défi-

S ^
nition de la filtration induite, d'où la première assertion. Pour la deuxième,
notons u : p -» p/P' la surjection canonique ; alors P' = Ker u , et
a(p') = Ker a(u) d'après (4.4) ; de même u' = Ker (uj) , et

a(77(1) = Ker a(u.) = Kera(u)a( j ) = a(j)"'1 Ker a(u) = a(j)"'1 a(P1)) •

(4.7) De façon générale, si u : ̂  -* n est un homomorphisme de ^-
modules, de degré ^ 0 , on a

a (Ker u) c Ker a(u)
Im a(u) c a(Im u)

Ker u et Im u étant munis des filtrations induites (en effet si a ç F 7T^
et ua = 0 , on a a(u) a(a) = 0 donc a(a) ç Ker a(u)ç ; de même si
@ $ Im cr(u), , il existe a € F0^. tel que 0 = a(u).a(a) , donc

î ^
S = a(ua) ç a ( I m u ) ) . Ces inclusions peuvent être strictes (par exemple si
u est en fait de degré < 0 , donc a(u) = 0 , sans être nul).

Nous emploierons au besoin les notations et les résultats analogues
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pour l'anneau des germes ^ , ou pour le faisceau des opd. formels J5- .

Si TU est engendré par des sections f , . . . f . , - , on définit une1 M
filtration

P\ = EF^.f^ .

Cette filtration dépend du choix des générateurs f . , mais la topologie
associée/ elle, n'en dépend pas : en effet si g - . . . g sont d'autres gé-
nérateurs, pour tout ç ç U il y a un nombre k^ tel que g. ç F °^

le
( i = l , . . . , N ) et f . ç 2 F °^.g^ ( j = l , . . . , M ) au voisinage de ^ , donc
pour tout k

k-k. k ^o
F °7n c E F'^.g^ c F \

au voisinage de ç .

On pourra donc parler, sans ambiguïté, de la topologie de 7j\
lorsque ^ est localement de type fini.

(4.8) DEFINITION. - Soit ^ un ^-module, on dit qu'une filtration F^

est bonne si c'est une J"-filtration et si

(i) 71\ est localement de type fini, et la topologie associée à la
filtration F^ est la topolocrie de Tn .

(ii) a(77i) est un o--module cohérent.

(Il y a une définition analogue pour les ^-modules ; pour les
^.-modules, il faut remplacer (ii) par : aW) est un 0-- -module fini ;

^ S
mais on verra que c'est une conséquence de (i)) .

(4.9) Remarque : Soit ^ un ^-module, muni d'une bonne filtration. Alors

pour tout ç ç U , on peut choisir des sections f . . . f , , de F0^ dans
un voisinage V de ç de sorte que les f . engendrent 771 dans V ,
et les a(f.) engendrent a(M) dans V . La filtration de M est alors

T^ K

(dans V) quotient de la filtration canonique de £- par l'application

^M - ^ définie par les f3 . En effet, on a de toute façon F ^ c S F ^,f .
puisque les f . sont de degré ^ 0 . Par ailleurs, puisque les a(f .) en-

gendrent aW) i on a
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F^ =SF°^.f^ + F"1^
d'où, par récurrence,

F°^ =2F°^.f. + T~\
],

pour tout entier k . Mais comme la topologie définie par les F ^ est la
topologie de ^ , on a F" î7îc2F°^.f . (dans V) si k est assez
grand (et V assez petit), d'où F°^ == 2F°M. , qui implique

k kF 7T, = 2F ^ . f , pour tout k .

Remarquons aussi que si V{ est muni d'une bonne filtration,
j(97;) = 0 implique V( = 0 . En effet, soit ç un point de U ; il existe

k kalors des générateurs f . de degré 0 tels que F ÎTL = 2F ^ .f. . Si
aW) = 0 , on a fj $ F""1^ donc f. = 2a.,f, avec des. a., 6 F~1^ ;

et ceci implique f. = 0 car la matrice Id - (a.,) est inversible (son
symbole est la matrice identité).

2. CALCUL SYMBOLIQUE,

Dans ce numéro, nous exploitons le théorème de finitude du §3 .

(4.10) PROPOSITION. - Soit J> c ^N un sous-module, et u : ^M - J
un homomorphisme de degré ^ 0 , tel crue a(u) soit une sunection :
0- - a(c5) (cî est muni de la filtrat ion induite). Alors ù est surjectif :
j^- -» j , et sur j> la filtration induite coïncide avec la filtration quotient,

II s'agit de montrer qu'on a u(F ^ ) == F j pour tout s , sa-
N S 5

chant qu'on a a (u) .o^ = a(j),- , et ceci résulte aussitôt du théorème 3 .2 .
Observons que la filtration de j) est bonne puisque o(j) est cohérent
, , , , , . , , v M Nx(c est 1 image de <j(u) : o- -* o- ) .

Soit maintenant 57; un ^-module, muni d'une bonne filtration. On
a vu (remarque (4.9)) que pour tout ç ç U , il existe un voisinage V de
ç et des sections f . . .f^ de degré ^ 0 de M dans V , définissant
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une surjection e^ : L° = £• -.57; telle que la filtration de ^ soit image
par s de celle de L° .

On a alors <7(Ker e^) = Ker a(e^) d'après (4.3) ; comme Ker o(e )
est cohérent, on peut -quitte au besoin à diminuer V de nouveau- trouver

des sections 9, . . .g ,T 6 F (Ker e ) , telles que les cr(g.) engendrent
Ker CT(e^) = o Ker e^ . D'après (4.10) , l'homomorphisme e : L1 = ^N -. Ker e
est surjectif, et la filtration de Ker e^ est image par e, de celle de L1.
Ainsi de proche en proche, on construit une résolution de fr[ :

( 4 . 1 1 ) ... L3' ^ L3-1-^ ... L1 X 1° ^ 7n — 0

par des modules libres, de sorte que la suite

, o(e.) . - , , o(eJ c7(ej
oO3) -J. aÇL' ) -^ ... CT(L1) — CT(L°) -^ CT(î7î) — 0

soit une résolution de 0(57;) . (En fait, la construction s'arrête car le théo-

rème des syzygies montre que pour j assez grand on peut choisir CT(e.) '
i+1 ^injectif, donc aussi e , injectif, et L" = 0 ) . Une telle résolution sera

appelée bonne résolution de ^ .

(4.12) COROLLAIRE. - Soient ^ , T[ deux ^-modules munis de bonnes
filtrations. u : f^ -< ^ un homomorphisme de degré s. 0 , e^ J c 7; .uji

sous-module contenant u^ . Sj. o(u) est sun'ectif : (j(^) - (j(t3) , alors
u est sunectif : ^ -. j , et on a ^F^) = F j pour tout k . (En par-
ticulier la filtration de ^ est bonne).

k kII s'agit de prouver qu'on a u(F ^ ) = F ,j. en tout point ; .
D'après (4.11), il existe un voisinage conique V de ç , et des débuts
de bonnes résolutions par des modules libres, dans V :

£ —L Vl

!v | u
1 b r,0 c£ —^ s, —^ n
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Quitte à diminuer encore V , on peut aussi choisir un homomor-
phisme v : , £ - . £ , de degré 0 , tel que CoV = Uo a (relèvement de u) .

Soit j' = c"1^) . On a donc, d'après (4.6) a(^) = a(c)"1 a(j) ,

de sorte que a(b) + a(v) est une surjection : a(£1) + cr(£) -o a(c?1) - On a
donc bF^1 + vF^ = F^' d'après (4.10), et comme F\ == aF^ ,
F^ = cF^0 , (4.12) en résulte aussitôt.

(4.13) Cernante : Soit ^ un ^-module muni d'une bonne filtration, et

soit ^ c 97; un sous-module muni de la filtration induite. Alors si a(^)
est localement de type fini, la filtration de ^ est bonne.

En effet, il existe au voisinage de tout ç ç U un homomorphisme
Nu : £- - ^ c TT{ i de degré 0 , tel que Im a(u) = a(<?) , et notre assertion

résulte donc de (4.12).

(4.14) COROLLAIRE. - Soit 7T{ un ^-module muni d'une bonne filtration.
Alors ^ est séparé ( n F^ = 0)

^
En effet, soit J == n F ^ . Il est clair que j est un ^-module,

et qu'on a a(j) = 0 . Comme j est un sous-module de y< , et comme

a(c?) = 0 est cohérent, la filtration de ^ est bonne et on a donc j = 0 .

(4.15) COROLLAIRE. - Soit & ^ y ^ Q trois ^-modules munis de
bonnes filtrations, et deux homomorphisme s de degré ^ 0 . Si la suite

a(u) , a(v) est exacte en a(y) i alors la suite u , v est exacte en ? .

En effet, on a d'après (4.7) Im a(v) c a(Imu) c a(Ker v) c Ker a(v)

Si la suite a(u) a(v) est exacte, les quatre sont égaux et il résulte de
(4.12) que u est une surjection : & -» Ker v .

Par exemple, soient s ~ des modules libres, et

d : . . . £ - ' ^ £^1 -^ ... £1 -^ £° -^ ^ -^ 0

un complexe de ^-homomorphisme s de degré ^ 0 , aboutissant à un ^r-
module TU, muni d'une bonne filtration. Alors pour que d soit une bonne
résolution de ^ , il faut et il suffit que a(d) soit exact.
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(4.16) COROLLAIRE. - Soit O - . & ^ y ^ Q ^ O une suite exacte de ^~

modules. On suppose ? muni d'une ^-filtration, £ de la filtrat ion in" '
duite et Q de la filtration Quotient. Si deux de ces filtrations sont bonnes,
la troisième l'est aussi.

En effet, la suite 0 - <j(£) a(u) o(y) a(v) a(ç) - 0 est exacte d'à-
près (4.5) ; donc cj(e) , j(y) et a(ç) sont tous trois des 0-modules cohé-
rents (puisque deux d'entre eux le sont). Si la filtration de y est bonne,
celle de £ est bonne d'après (4.13) ; celle de Q est aussi bonne (car

a(Q) est cohérent, et sa filtration est quotient, de celle de y donc satis-
fait à la condition (i) de (4 .8) , comme celle de y ) . Inversement, si les
filtrations de £ et de Q sont bonnes, pour tout ç ç U il existe d'après
(4 .9) des sections e ...e ç F°£, et f . . . f ç F°y. telles qu'on ait

SF^.e^ = F^ , EF^.vf^. = F^

au voisinage de ç . On a alors aussi

2F^.e. + EF^.f. = F^

au voisinage de ; (puisque la filtration de Q est la filtration quotient,
et celle de £ la filtration induite) ; et comme o(y) est cohérent, la
filtration de y est bonne.

3. COHERENCE.

(4.17) PROPOSITION. - L'anneau ^. est noethérien.

En effet, soit ^ un idéal ; alors a(c?) est un idéal de Q^ ,
S

donc de type fini puisque o-< est noethérien. Il existe alors un homomor-
phisme de degré 0 , u : £• -» ^ tel que <j(u) soit surjectif. Alors u est

surjectif, donc ^ est de type fini.

Nous noterons G, le quotient F°^/F ^ . Ainsi, si TT{ est

un ^-module filtré, ^TT/F3"^ est un Q -module si q^k+1 . G s'iden-
tifie à Q- <
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(4.18) PROPOSITION. - Le faisceau Q est cohérent.
IsL

L'assertion est vraie pour k = 0 ; nous la démontrons par récur-
rence sur k . Soit donc u : Q^ -< Q * un homomorphisme ; il s'agit de
prouver que Ker u est (localement) de type fini.

^
Remarquons que F G, est un idéal (isomorphe à O-(-k)) , et

-kG s'identifie au quotient G,/F G, •

Considérons le diagramme commutatif :

0 ̂  ff-"^ - ̂  - G^ - 0

^v [^ ï^

0 - (F-\)1' - ̂  -G^ - 0

où les lignes sont exactes, et les flèches verticales se déduisent de u
par passage au quotient et par restriction. Le diagramme du serpent four-

nit une suite exacte de Gi, -modules :
ô

0 -» Ker v -* Ker u -» Ker w -» coker v -» coker u ^ coker w -» 0
*

-1̂
Supposons G, cohérent. Alors F Gi- est cohérent sur G, • Ainsi

K— J. K K— 1

v et w sont en fait des homomorphismes de G,, --modules cohérents,
donc ker v , coker v , et ker w sont cohérents. Par suite ô est
aussi un homomorphisme de Gi, -modules cohérent, donc ker ô est

K> — ±

cohérent. Finalement, on a une suite exacte

0 ^ Ker v -* Ker u -» Ker ô -» 0 .

Comme Ker v et Ker ô sont cohérents sur G, / ils sont localementK — -i
de type fini sur G, i donc aussi sur Q , et ker u est localement de

type fini sur Gi- •K

(4.19) THEOREME. - Soit u un homomorphisme ^p - ^q . Alors sur le
faisceau Im u , la filtration induite est bonne.
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Nous supposerons u de degré ^ 0 (on peut toujours se ramener à
ce cas, quitte à composer u avec un homomorphisme elliptique convenable)
Soit J = Im U . Il s'agit de prouver que <j(j) est cohérent.

Posons $ == uœ^y/^F^nF^ : si k ^ r-s-1 / | estr / s r , s
un Q,-module, image de l* homomorphisme de G,-modules cohérents ;
pr^ypS^P ^ F^q^pS^q ^ ^^ ^ ^ cohérent sur G, .

r, s K,

. Soit maintenant ^ = u^^în F^/uîF^) n F ~ ^q : on a une suite
exacte de G -modules

0 - * t - » $ , - * $ ^ - » 0 .'r •r,-l •r,0

Donc ^ est cohérent sur G i et aussi sur G = 0 puisque c'est en
fait un o- -module.

Maintenant, il est clair que la suite ^ est une suite croissante
de sous-modules de o = a(^ ) , dont la réunion est a(j) . Comme les
^ sont cohérents, cette suite est localement stationnaire, et sa réunion
j(j) est cohérente. C.Q.F.D.

(4.20) COROLLAIRE. - Le faisceau ^ est cohérent.

Soit u : È -» JQ- un homomorphisme ; montrons que Ker u est

localement de type fini. Comme la filtration induite sur j = Im u est
bonne, j possède (localement) une bonne résolution par des modules
libres :

1 w o v
• . • <£ - £ - J - 0 .

Soit maintenant a : ^ -^ £ un relèvement de u , et b : £ -* ^p un
relèvement de v .
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On a évidemment u(l-ba) = 0 et ubw = 0 . Par ailleurs si u(a) == 0

on a a = (l-ba)a + baa , et comme u(a) = 0 , on a v(a) = 0 donc
aa € Im w . Il résulte de ceci qu'on a

Ker u == Im (1-ba) + Im (bw) .

Donc Ker u est de type fini. C.Q.F.D.

4. APPENDICE.

Le complété de ^ pour sa filtration canonique s'identifie naturel-
lement au faisceau o des opd. formels. Plus généralement :

(4.21) PROPOSITION. - Soit TU un ^-module. muni d'une bonne filtration.
Alors le complété ^ s'identifie à ^ < a ^ % .

Plus précisément, l'application canonique i : ^ <g ^ -» ^ est un
£'

isomorphisme.

Il est clair que ^ est séparé, et a(^) == 0(57;) . ^ possède
une bonne résolution :

/ 11 ^ ^ y, - o .

Par passage au complété, on en déduit un complexe

y 11 y h. v, _ o .
Comme on a a(cj = a(cj et a(e ) = a(e ) , ce complexe est une bon-i l o o
ne résolution de ^ -donc en particulier une résolution de 771 (les résul-
tats des n°l et 2 , qui ont été énoncés pour les ^-modules). Or lorsqu'on

identifie le complété de £ à ï , e- s'identifie à Id ® c , de sorte
^ 1 £ 1

que coker e- s'identifie à ^® TJl .
^

(A.22) COROLLAIRE. - ^ est fidèlement plat sur ^ .
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II s'agit de prouver qu'on a JQ- ® 71\ ^ 0 si 77; ^ 0 et que
Id- s u est injectif si u est injectif. En fait, il faut prouver ces asser-

Jj
tions pour les germes en chaque point s , et il suffit de les prouver pour
les modules de type fini. Or tout module de type fini sur £ est le germe
en ; d'un ^-module muni d'une bonne filtration (parce que ^ est noethé-
rien, donc tout £- -module de type fini admet une présentation finie, qu'on
peut prolonger dans un petit voisinage de s ) .

Il suffira donc de prouver que si TJl et ^ possèdent des bonnes
filtrations / et si u : ̂  -» T[ est injectif, alors 7!\ ^ 0 si 71\ ^ 0 et û
est injectif. Ceci est évident car on a aW =: a(î7î) ^ 0 si ^ ^ 0 , et si
u est injectif, on peut munir 7^ de la filtration induite (qui est bonne),
de sorte que a(u) == (j(û) est injectif, donc û est injectif.
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