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OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS
ANALYTIQUES

par

L. BOUTET DE MONVEL

NOTATIONS

Nous utiliserons les notations suivantes concernant les dérivations

etc...

Soit a = (al,...,an) un multi-indice (suite de n entiers posi-

tifs). On pose

la|] =a; *oov o
a! = al' an!
(OB') = q!/B1(a-B)! (B désignant un second multi-indice)
o (o4
x%* = xll...xnn si X¢e€ ch .
Nous noterons d la collection de dérivations (ga;— se o ,Si— (ou dx
s'il v a risque de confusion), et 1 n
G _ D% _ 3 (01 3 \%n
d- = (ax) (——axl) (----—ax )

Si x,v¥,... sont des vecteurs de CBn , on pose

Xy = X,¥, +... X v (noté aussi parfois x.y ou (x,y))
. . n
on posera aussi, si a = (al...an) e C
o) 9
ad = a,— + a — .
lax1 n axn.

Ainsi, par exemple, si f est un polynéme, la formule de Taylor
s'écrit vd

(o} Q )
f<x+y)=z§7(§;> fx) = e *f

Au §2 , nous aurons besoin de notations analogues pour des fonc-

tions polynomiales d'une infinité de variables.
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§1 - SYMBOLES

1. CONES COMPIEXES, FONCTIONS HOMOGENES.

(1.1) DEFINITION. - Un céne complexe (ou céne) est une variété analvtique

complexe U sur lequel le groupe multiplicatif R, opére librement et ana-
lytiguement.

C'est-a-dire de sorte que l'action de R, : R . xU - U se prolon-
ge en un germe d'application holomorphe C* xU - U défini au voisinage
de R,xU c C*xU . |

L'exemple qui nous servira le plus souvent est le suivant : U

N
est un voisinage conique de € \0 (éventuellement, un ouvert étale de

(IJN\O -par exemple l'ouvert de définition de la fonction (22?)1/2 , qui
est un revétement & 2 feuillets du complémentaire du céne isotrope
(= z? = 0)) ; et le méme exemple avec paramétres : U ouvert (étale)

conique de ENO , ol E est un fibré vectoriel complexe holomorphe, de .
base holomorphe, et 0 désigne la section nulle. Dans cet exemple IRy

opére par homothéties de la fagon évidente.

De fagon générale, si U est un cbne quelconque, tout point de
U posséde un voisinage ouvert conique isomorphe & l'un des exemples ci-
dessus ; nous prendrons comme modéles locaux des ouverts coniques de
GJnx((DN\O) (ot R, opére sur le second facteur, par homothéties :
L-(x,8) = (x,A8)) (seule la dimension n+N est un invariant local ; mais

en pratique il sera aussi commode de pouvoir choisir N =n , ou N = 1),

(1.2) Soient U wun céne, et f une fonction holomorphe sur U . On
dit que f est homogéne de degré m sion a f(Ax) = A Pf(x) pour tout
x €U ettout A>0 . Ici m est un nombre réel ou complexe (c'est afin
de ne pas exclure d'emblée les exposants m non entiers que nous avons

préféré R, a C*¥ comme groupe dans la définition ci-dessus).
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Plus généralement, soit U wun céne, et E = U un fibré vectoriel
complexe sur 1eque1 IR+ opére (de fagon co'mpatible avec l'action sur U).
On dit qu'une section f : U - E est homogéne de degré m sion a ,
pour tous u€U et A>0, f(A.-x) =1AMx(\ f(x)) (dans cette expression,
“.f(x) dénote le résultat de l'action de A € R, sur f(x)€E ; et
2 Mx () -f(x)) désigne l'homothétique de (\.f(x)) dans la fibre vectorielle
de X-f(x) ). Ainsi, on parlera de champ de vecteur, ou d'opérateur diffé-
rentiel sur U , homogéne de degré m . Par exemple, sur le céne
U = G:nx((DN\O) ot R, opére par A(x,8) = (x,,%6) (¢ réel donné), les

champs de vecteurs verticaux % sont homogénes de degré -q , et les
]

formes dej sont homogénes de degré +g .

2. SYMBOLES.

(1.3) DEFINITION. - Soit U un cbne, et u un nombre réel (ou complexe).

On _note §“1(U) l'ensemble des séries formelles

a= 2 a
k=0

ou pour tout entier k=0 , a K est une fonction holomorphe homogéne de
-

|~l_k(u)

degré p-k sur U .,

les éléments de S™ sont les symboles formels de degré < u .

Plus généralement, on définit S™(U,E) si E est un fibré vecto-

riel complexe de base U , sur lequel R, opére, comme ci-dessus.

éu(U) est un espace vectoriel. On peut aussi multiplier les sym-
~ + ~ -~
boles (comme des séries) : on a ab ¢ ¥V sioa € s+ , b€ sV . On a enfin

~ At
des inclusions : S < SH k pour tout entier k=0 .

n . .
Désormais U est un céne ouvert dans C x(GJN\O) , dans lequel

R+ opére par A.(x,8) = (x,\8) . Nous aurons & considérer des opérateurs

différentiels formeis
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’ d3,a,3,B
1.4 P = — —
(1.4) ‘ Z paB (ax) (ae)
ol, pour tous multi-indices ¢ = (al,...,an) : B = (Bl,...,BN) ‘B est

.m
un symbole : paE € S ap , de degré M8 entier, et ol mc.B- |8] = -=

d .,a o
pour (g,B) - « . Comme chaque terme p (—a-;) . (-a%s opére de S dans

aB
g“ﬂnaﬁ- 8]

, il est clair que la somme P opére de §“ dans §“+m

si
m = sup (m_.-|8|)

(Dans le calcul de P.a , ac€ é“ , i1 faut regrouper les termes
homogénes d'un méme degré, et puisque maB_‘B‘ - == , il n'y a qu'un

nombre fini de contributions dans chaque degré).

Dans les cas que nous aurons & utiliser le _-lus souvent, on a

deg Pog = M- |a| . (Mais nous utiliserons un autre type d'exemple au §2).

B

3. SYMBOLES ANALYTIQUES, NORMES FORMELLES.

Soit U un céne, (ak) et (bk) deux suites de fonctions réelles

positives sur U . Nous écrirons
' S 3 k
(1.5) Za.kT < Eka

si on a ak < bk pour tout entier k . Nous écrirons aussi

(1.6) Z‘,aka XK ®

si pour tout compact Kc U il existe ¢ > 0 tel que la série converge

uniformément pour ue¢K , |T\ <¢c .

=<}
(1.7) DEFINITION. - Soit a = 2, a}-l‘k ¢ SHU) un symbole formel. Nous
0

dirons que a est analytique si on a
.
p.-k\ k!
L'ensemble des symboles analytigues de deqré =<y est noté S™(U) .

z |

<L @ ,
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Certains auteurs disent aussi que a est un symbole "convergent".

Il faut prendre garde que ce n'est pas la série T a K qui est convergente.
. -

Si U est un voisinage conique complexe de X x R¥ dans XxC¥,
on peut définir pour tout k la transformée d= Fourier inverse a _k(x,t)
‘de la distribution pf.au_k(x,e) . On montre que le symbole Z’au-k est
analytique si et seulement si pour tout compact KcX il existe ¢>0
tel que la série ;p_k(x,t) converge uniformément pour x € K ,

‘Imt‘ < g ‘Ret‘ <ez

Nous supposons désormais que U est un ouvert conique de
¢ x ((EN\O) , et nous notons (x,0) la variable de U (x = (xl,. - ,xn)E(En,
_ N

Soit a = Z‘,au_k € s4U) un symbole formel. On pose

2k+|a |+
(1.8) N (=N @m0 = 2 |a%P | T2 a4,
. M W k,a,8 8%
Il résulte trés facilement de la formule de Cauchy et de la formule

de Stirling que le symbole a est analytique si et seulement si
N (a,T) < = .
o)

D'autre part, on déduit aussitét de la définition et de l'inégalité

entre coefficients du binéme :

k+e+|a+8| ot
el = €
qu'on a

(1.9) NL1 (ab) « N (a)N (b)

N ( ) «< TN (a) , “_*_1( ) < TN“(a)

Soit maintenant P =2 p Bda‘ dg un opérateur différentiel formel
comme en (1.4). Nous supposons au'on a pc.B € S“—la‘ pour tous «a,S8
Il est alors naturel de poser

+
(1.10) N® = = N, ()rle*8l
H ‘ G.IB IJ-—\G.‘ G.B

Il résulte alors aussitét de (1.9) qu'on a
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. v
(1.11) N“_N(P.a) < NH(P) N\)(a) si ae$

On dira que P est analytique si NM(P) « o . Ainsi Pa est

analytique si P et a le sont.

Remarque : pour certaines questions, il serait agréable d'avoir

W(PQ) < NH(P) Nv(Q) , ce qui est faux avec le choix des coefficients ci-
o

dessus. On a néanmoins

(1.12) Nu+\)+p(PQa) < NH(P) Nv(Q) Np(a)

si a est un symbole de degré < p , P et Q des opérateurs différentiels.

Ceci suffira pour les applications que nous avons en vue.

. _ s K B S : ; -k -
Si P=2p dede , ou pCLB est homogéne de degré -k Ic.l,
on pose
(1.13) N' (p) = )2 c* BB]d dﬁ ks\ p2ktlal*la' |+ +]8" |
lelBlG.‘la' @
a'8' _ -k ktat Bt
R S M EIVICE PA T R

On vérifie alors, en recopiant le calcul de [1], § 1, pp. 303-304 qu'on a

N +\)(PQ) < N“(P) Nv(Q)

(1.14) Exemple : Soit gq = q(x,y,n.9) € Sm(U) , ou U est un céne

|+ "
ouvert de " nx(mn+n \0) . Posons

a

d\ T

P = o
Z(ay) a7
|d¥am | _ax+|
- I tmekl vl
On a alors Nm(P) kZ} Ck:Y CZIPIbT T avec
'Y
_ (k+]y|)! o

Ck,v ) CL!(k‘*'IB\)! (la somme porte sur les multi-indices ¢ = (al...qn

correspondant aux dérivations par rapport aux seules variables vy , et 5

quelconque). Il est clair qu'on a
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1 = C < (2M)k+|Yl
K,y
M = 2n+n'+n" désignant le nombre total de variables. Donc
N (@) « N (P) « N(g,2MT)
m m

de sorte que P est analytique si g est analytique.
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§2 - OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS

1. DEFINITION DES OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS.

. n
Soit X un ouvert de € , et

(2.1) p=px,8) = ¥ axze
la|sm ©

un polynéme de degré < m , & coefficients holomorphes dans X , que nous

considérerons aussi comme fonction sur U = Xx((Dn\O) (pe s™(u))
A ce polynéme nous associons l'opérateur différentiel

(2.2) P=px,d =2 aa(")da )

Nous poserons

. a®
_ =x£ x§ _ - _ a =
(2.3) Lp = e oPoe = p(xls+dx) = ? dgp(xlg) a!

Ainsi Lp est un opérateur différentiel sur U (qui ne fait intervenir que

des dérivations horizontales di) . On a en particulier

(2.4) p=L,(1) = e X5 (X%

i

Soit maintenant Q = q(x,d) un autre opérateur différentiel, et

soit R =r(x,d) = PoQ . On a évidemment Lr LpoLq , d'ou

=7 = S .
(2.5) peq =T = Lp(q) ) oy dgp dxq

(ot la premiére égalité constitue une définition de poq). Ceci s'écrit aussi

= _s 1 .a a
(2.6) poq = Rq(p) avec Ry z = qu . d§
ou enfin
deT] :
(2.7) peq(x,3) = e pl.maly.s) |
n=3

Notons aussi qu'on a en particulier



, d
(2.7)bis px,df = e ¥ 1 plx,n) f(y) \yq{
n=0

Soit maintenant U un céne ouvert de XX(CCn'\O) . et p ém(U) .

m

On pose & nouveau

L =2 -l-d(}pd
p a a! S

o4
X

C'est un opérateur différentiel au sens du §1.2, et il résulte aisément de
la formule de Cauchy et de la définition de la norme formelle (1.10) que p

est analytique si et seulement si Nm(Lp.) < o .

~ ]

. , am
Si maintenant p €S et q¢e€ Sm , hous posons

d.d
peq = Lp(q) =e ¥ Mp(x,nqly,g)

y=X
n=g
- sm+m'
On a donc peoq € S , et poq est analytique si p et g le sont.
On a Lpoq = Lp ° Lq : en effet ceci est vrai lorsque p et g sont des
polynémes d'aprés ce qui précéde. Or on a de toute fagon :
o
L -L oL =2ZAd
pPeoq p q a

ou les Aa sont des polynémes & coefficients rationnels des dérivées de
p et g et comme il n'y a pas de relation algébrique entre les dérivées
d'un polynémes, les A sont identiquement nuls.

a

(2.8) DEFINITION. - On notera /(U) = U s™(U) 1'algébre associative
meZ
dont la loi de multiplication est (p,q) = poq . Ses éléments sont les opé-

rateurs pseudodifférentiels sur U .

Il est clair qu'en fait 5 est un faisceau d'algébres associatives

filtrées, sur les ouverts coniques de (an (CDn\O)

Si pe s™ , € s™ , il résulte aussitét de la définition et du
m+m'-1

fait que d%p est de degré s m-1 si g#0 qu'ona p.g-pqg€SsS
Ainsi l'algébre graduée associée Gr 5 s'identifie a l'algébre gra-
duée des fonctions homogénes de degré entier (la loi d'algébre étant la

multiplication).
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De méme les symboles formels donnent naissance & un faisceau

d'algébres.

- <]
Si p=2 p K € s™ , on posera o(p) = p_ : c'est une fonction
g m- m

homogéne de degré m , qui caractérise la classe de p mod s™ 1 on

écrira gm(p) s'il y a risque de confusion sur le degré de p (om(p) =0
signifie donc qu'en fait p est de degré < m-1). La remarque ci-dessus

signifie qu'on a
(2.9) o (peq) = o(p)alq)

Il1 résulte aussi de la définition que si p,q sont de degrés res-

pectifs met m' , [p,q] = peq - qop est en fait. de degré < m+m'-1 ,
et on a
(2.10) S am -1 Peal) = {o_(p),0 (q)}

ot { , } désigne le crochet de Poisson :

n
_ df - 3g _ df g
(2.11) {f.q} -? 28, ox, | ax; 3%,

Voici un premier résultat d'inversibilité qui explique comment l'algébre des
opérateurs pseudo-différentiels pourra jouer le role de localisée de l'algébre

des opérateurs différentiels

(2.12) PROPOSITION. - Soit p€ #U) un opd. de degré m . Pour que p

ait un inversede degré -m , il faut et il suffit gque Gm(p) soit inversible

(on_dit alors que p est elliptique dans U)

-m

En effet, soit g le symbole _pfl- € S U) (réduit & un seul

m
terme, donc analytique). On a alors peg = 1-r , o0 r est de degré < -1.

Posons maintenant

2

qQ = l+r+r°+... =1+ (.l—Lr)—l.r e %)

(ot dans la premiére somme, il s'agit des puissances successives dans
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l'algébre 5) . Il est clair qu'on a poGeq' = 1 , et d'aprés la remarque
(1.12), on a

N_((1-1) 7' « z N (Lr) < - N (L)) . Ny @)

car si a est analytique, on a No(r) < o , No(Lr) <« o et puisque No(Lr)

n'a pas de terme constant,

-1
(1—NO(LI')) <L o ,

™
2

=
"

et p"1 = goq' sont analytique. (Le méme raisonnement

de sorte que @
montre que p a un inverse a gauche, nécessairement égal & l'inverse &

droite).

TRANSPOSE , ADJOINT.

Si P = p(x,d) =2 aa(x)dc' est un opérateur différentiel sur

X c CDn le transposé (resp. l'adjoint) est défini par

t, = tox,d) = 3 (-d%a (x)
(o4

p* = p*(x,d) = 2(-d)% a(i)

Il résulte donc des formules (2.7), (2.7) bis qu'on a

t dxd§
(2.13) p(x,8) = e p(x,-§)

‘ d dg
p*(x,8) = e * *p((x,3)*)

ol on a posé (x,8)* = x,-g . Ces formules se prolongent aussitét aux
opd. Noter que si p est un opd., défini dans un cbéne ouvert U , tp

est défini dans le cbne opposé =-U , et p¥* dans le cébne U¥ ,

2. INTEGRALE OSCILIANTE, METHODE DE IA PHASE STATIONNAIRE.

Soit P = p(x,d) un opérateur différentiel sur X , et o = o(x)
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une fonction holomorphe. Nous noterons ¢ = (dc‘cp) » o # 0 la famille des
~

dérivées d'ordre >0 de o .

Si A= (AY) est une famille de nombres entiers indexée par les
multi-indices y # 0 , tous nuls sauf un nombre fini (multi-indice en une

infinité de variables), nous poserons
A A
o = ]] @) ¥ ,
S
Z A
Y

1A

]

A 2. YA (A est un multi-indice au sens

usuel)

On a e Pde® = (d+p') , d'ot

(2.14) e Pd%® = (@+w")* =TT ( + acp 20,5 . ¢ Xzs o™ P
j A+B=a ~
dans la troisiéme égalité, le produit des (a—i—+ aa:f ) peut étre calculé
j j

dans n'importe quel ordre car ces opérateurs commutent. La quatriéme égalité
constitue une définition des coefficients Xzﬁ ' ceux——ci sont évidemment
entiers. Que la somme porte sur les multi-indices A,B tels que A+8=¢q

se voit aussitét en faisant des changements de variable linéaires, de ma-

trice diagonale.

Par suite, si P = p(x,d) est un opérateur différentiel, on a

z = <——)°‘p<x 0d® .

e-mp(x,d)em AB
B+A=C.

Nous allons réécrire cette égalité sous une forme qui permettra de
la généraliser aux opd, en regroupant les termes qui contiennent effective-

ment une dérivée premiére de ¢ . Pour cela, on observe que si on pose

ePpe™ = q(x,c)
oly) = ox) + (y=x,3(x)) + hx(y) (donc &(x) = de(x))

on a
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-h_(y) h_(y)
-(y) o(y) X . X
,d ) = e ld ' = ,
alx.d_ ply.d)e™ | _ =e ply,5+d Je | yex
- h
_ 1 3., - hy a X
—Z&—' (Bg) p(x,8(x)).e dye lyq .
Or on a évidemment
-h .
e Xdaehxl — = > xz cpAdB
ol 2J' signifie qu'on somme uniquement sur les A tels que A =0 si
‘ Y
|y| = 1 (de fagon équivalente, on remplace ¢' par 0 dans les coordon-

nées de ¢ , sans toucher aux autres dérivées). D'ou finalement
N

- a
(2.15) e Ppe® = T \© cpA -—1-,- -a-—p-(x,é(x)) dB avec §(x) =d o .
A_'*'S:G- ~ QO aga X

Nous allons enfin écrire cette formule d'une troisiéme fagon, en

s'inspirant de (2.7) :

(2.16) PROPOSITION. - Soit E&(x,y) une fonction vectorielle holomorphe

telle que o(x)-ply) = (x-y,8(Xy))> . On a alors

d,d
0, ©. _ Yy™n g
Pe™ f = nHe(x,y))f
e e e p(x,n+s(x,y)) (Y)‘y=x

n=0

Démonstration : pour abréger, nous poserons lorsque q(x,y,n)

est un polynéme de n , & coefficients holomorphes en x et y .

dydn
(2.17) I(q) = e q(x,y,n)|y=x
.n=0
I(g) est donc une fonction holomorphe de x . I se comporte comme

l'intégrale oscillante.

™ [} ¢V qie,yinid 8

de la théorie des opérateurs intégraux de Fourier :

° - = (- - =
(2.18) LEMME. - On _a I((aﬂj *+ % Yj)q) I((ayj ﬂj)Q) 0.
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En effet, le crochet [-éan—,nk] =3 commute avec tous les opé-

] k
rateurs différentiels. On a donc

d.d

[eY'ﬂ dyd

2 v

' X
e}
M

-y.] = - e
J

)

(car on a [f(A),B] = f'(@).[A,B] si [A,B] commute & A et & B) . D'od

Yy n_ o yn
+ - = -
. e ('r—j ’ Xj YJ) (X] yj)e

et la restriction 3 l'hyperplan yj =xj est nulle. L'autre égalité se démon-

tre de la méme fagon.

Démontrons maintenant la proposition : il s'agit de prouver qu'on a

1((e W) Do my - bl mExL Y EW)) = 0 .
plx,n+E(xy)) =e p(x,n)
et
e B A N
Mais on a

] d_+x-y,
ey, sy (eS| GV ey

(e—cP.(X)"'CP(Y)

d'ot il résulte aussitét que p(x,n) -p(x,y+8))f est combinaison

linéaire de polynémes de la forme indiquée dans le lemme.

Ce qui précéde s'applique encore bien sGr lorsque ¢ , f , etc...

dépendent d'un paramétre 8 .

3. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES.

Soit X un ouvert de ch , U un céne ouvert de X x ((BN‘\O) ,

et o = o(x,8) une fonction holomorphe homogéne de degré 1 sur U , telle

que dxcp ne s'annule jamais dans U .

Soit maintenant V un céne ouvert de X x ((Bn\O) , tel que

(x,dxcp(x,G) € V pour tout (x,8) € U , et soient p¢€ Sm(V) , @€ Su(U)
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d d
(2.19) L‘; (@) = e ¥ Npx,n+Exye))aly,s) | =

n=0
si § est une fonction vectorielle holomorphe, définie au voisinage de la

diagonale x =y , et telle que o(x,8)-oly,8) = (x-y, S(xy8))

LCP(a) est donc un symbole sur U , analytique si p et a sont
analytiques D'aprés le n°2, on a L;S -Cpp(x,d)ecPa si p est un po-
lynéme. La formule (2.14), et l'argument de prolongement des identités al-
gébriques du n°1, montre que chp est l'opérateur différentiel formel sur U :

Al

P -
(2.20) L Z} >‘AB~ 'a§

A+B=q

) p(x,d cp(x 6))

ol ¢ désigne le vecteur (d;((cp) , ‘Yl >1 , et Z' signifie, comme pour

~o

(2.14) , qu'on somme sur les multi-indices A = (AY) tels que AY =0

si ‘Y\ =
Les termes de plus haut degré de (2.20) sont
2 2
P d3p_ 1 d d
21 L + e
(2.21) p =PI ST Z 5 a 3% 3%,
J
les coefficients (p,agj §aa§ ;...) étant évalués au point x,§ = dxcp(x,e)

On voit sur la formule (2.20) que ch est un opérateur différentiel

formel du type décrit au §1 , (1.4) : cpA est de degré ‘A] = ZAY , et

~
(Sa—é-)ap de degré < m-|a| ; comme on a |y| = 2 pour A, # 0 dans la
somme, donc |A| =2 |v|A, = 2|A] , le coefficient de dB est de degré
s m+|A| - |a| s m- 8] -%—\A\ (on voit aussi qu'il n'y a qu'un nombre
fini de contributions dans un degré donné). En fait, ceci se voit mieux
encore sur la formule (2.19), qui montre aussi clairement qu'on a

N(ch) « o si p est analytique (exemple (1.14), avec

= p(xlﬂ+§(XIYIe))) .
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4, CHANGEMENTS DE COORDONNEES, FAISCEAU DES OPD.

. n : .
Soit X un ouvert de € , et x un isomorphisme de X sur un

n
autre ouvert de € . Nous noterons encore y = X(x) (y est donc un nou-

veau systéme de coordonnées sur X)) .

Soit P = p(x,d) un opé'rateur différentiel sur X , et PX = X,P

son image par ¥ : on a PX = pX(y,dy) ol pX est un nouveau polynéme :

(2.22) p (v, = e MpEe’M)

Les formules du n°2 nous donnent un moyen d'écrire ce polyndme
pX en fonction de p qui se prolonge aussitét au cas ot p est un opd :
si on pose x(x) - x(x') = M(x,x').(x-x') (o0 M est une matrice & coef-
ficients holomorphes),.

- d_,d.,
(2.23) Pty = e ™ P pGe, g MO, [y (y=XE))

g'=0
Nous noterons encore ¥, l'application p - py : si P& s™) ,
on a X,p € Sm(V) si V est le c6ne image de U par l'application
(x,8) = (X(x),tx'-l(x).g) i.e. l'extension de ¥ aux vecteurs cotangents

(puisque M(x,x) = X'(x))

Si nous interprétons Xx(CDn\O) comme le fibré cotangent de X
(privé de sa section nulle) : T*X\0 , nous voyons que nous avons défini un
foncteur, qui & un ouvert X c c” associe un faisceau 'BX sur les ouverts
coniques de T*X\0 , et & un isomorphisme de variétés x : X - X' associe
un isomorphisme de faisceaux X de 5, dans &

X X'
td8t de définir, par recollement, le faisceau des opd. d'une variété analyti-

Ceci permet aussi-

que complexe. En vue du n°2, on peut aussi définir un opd. sur X comme
une classe d'opérateurs différentiels sur les développements asymptotiques
de base X (deux tels opérateurs sont équivalents si localement, pour un
choix de coordonnées convenable, ils proviennent d'un méme opd. ; nous
laissons au lecteur consciencieux le soin de mettre au points les détails de

cette définition).
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Ainsi & est un faisceau d'algébres associatives filtrées sur les
ouverts coniques de T¥X\0 . Nous noterons Fkﬁ le faisceau des opd.
de degré < k . Si & est un point de T¥X\0 (vecteur cotangent non nul),

nous noterons _&g ’ Fkﬁg l'ensemble des germes en &

Remarquons que dans la formule (2.22) le terme dominant de pX
est

p, _(v.m) = p_(,'XG.n) (v = x(0)

X, m

(puisque M(x,x) = x'(x)) . Autrement dit o(p) = bm se transforme comme

une fonction (homogéne de degré m) sur T¥*X\0 .

Pour tout entier m , on notera @&(m) le faisceau des fonctions
homogénes de degré m sur T*¥X\0 : o définit donc par passage au quo-
tient un isomorphisme

-1 ~
Flp/Ff™ "5 = olm)

de sorte que l'algébre graduée Gr 5 s'identifie & 1l'algébre multiplicative

& ¢o{m) .

Si p, g sont deux opd. de degrés respectifs m et m' , on a
encore cm+m._1([p,Q]) = {cm(p),cm.(q)} (le crochet de Poisson étant

celui de la structure symplectique canonique de T¥X).
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§3 - THEOREME DE FINITUDE

1. ENONCE.

Le résultat ci-dessous fournira, pour les opd., des résultats du
méme genre que le lemme de préparation et les résultats de finitude qui s'en
déduisent, pour les fonctions analytiques.

n-1

Nous nous plagons sur U = C x (C\0) , ol les homothéties sont

données par \(x,8) = (x,\8) (en pratique, on a besoin d'autres actions de
1R+ , par exemple celle sur T*X , pour les opd., comme au §2 - mais on
peut toujours, par un changement de variables convenables, se ramener & ce

cas). Soit &€ wun point de U ; nous noterons ng l'espace des germes en
Z de symboles analytiques de degré m , et Sg = USrgn

Nous noterons - S. < Sg le sous-espace des symboles qui ne dé-

i ] ; o o 0 ! e o o o

pendent que des variables Xqs Xp (et pas de Xp+1, . Xn—l)

Soit enfin

_ ko | M+M' N

(3.1) P = Zaad : (Sg) (Sg)

un opérateur différentiel analytique comme en (1.4), de sorte que ak a
soit homogéne de degré -k - lc,\ .pour tous k,a . (Les az sont de ma-

trices & M+M' lignes et N colonnes, & coefficients homogénes).

On notera O_. l'espace des germes en & de fonctions homogénes
2

de degré 0 , et C.L < C_. le sous-espace des fonctions qui ne dépendent
g 3

pas de Xp+1""'xn-1 .
P diminue les degrés, et définit par passage au quotient un ho-
momorphisme O -linéaire .
o(P) : O%\./HM. - ON
g g

(qui n'est autre que la multiplication par la matrice a: , a=k=0),

Soit 3 c g)N un sous-espace vectoriel, tel que

ary = @3N(S /Sﬂ Sk 1)N soit un ® O(n)-module, donc gr3=®&CG(n) & c(3J) ,
avec 9(3) = = 3n(s N/sn s: )
. . . L R M M!
Soit enfin u la restriction de P & S @ S, . On notera en-

2

)
core c(u) la restriction de o(P) a Mg o'M',
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(3.2) THEOREME. - Supposons que l'image de u est contenue dans § .

Alors si o(u) est surjectif : f}lg/l +G',_.M - 0(3) , l'image de u est §.
-] (]
. Plus précisément, pour tout m , on a Sﬂ(Sg)N = u((Srgn)M + (S'gm)M)

Montrons d'abord que l'extension de u aux symboles formels est
. . . k M '
surjective : si f = Tf € Sg + S'gM , et g= ng € Slg , 1'équation Pf =g
équivaut 3 la suite d'équations :

k

aP .dc'fq =g
p+ta+|a|=k <
soit encore
(3.3) aofk B gk - 2 aP.d%% .
° pratfl=k %
a<k

|

Pour k = 0 , cette équation a une solution (puisque go € O(m)®c(J) si

m = deg g, et qui ag est aussi une surjection C>(m)M +O'(m)M’ - O(m)® a(3J)
pour tout m ). Supposbns alors construite fo...fk_1 , de sorte que

g - P(ki)l fj) soit de degré <k . Alors comme g - P( k‘zglfj) € 3 , sa partie
principaole, qui est le deuxiémé membre de »(3.3), est dans G(m-k)® o(3J) de
sorte que l'équation (3;3) a une solution, et la récurrence se poursuit indé-

finiment.

Pour démontrer le théoréme, il s'agit maintenant de refaire la cons-
. . k .
truction ci-dessus, de sorte que les f ne soient pas trop grands : c'est

ce que nous faisons au n° 2,

(3.4) Remarques : On a o(Kerv) = Kero(v) ; en particulier v est in-

jective si o(v) est injective. En effet il est clair qu'on a o(Kerv) < Kero(v) ;

d'autre part si & € Kero(v) , et si a = oc(@a) od a est de degré 0 , va

est de degré < -1 donc il existe b de degré < -1 tel que va = vb .

On a alors v(a-b) = 0 et ¢ = ola-b) € g(Kerv)

Plus généralement, supposons qu'on a coupé P (et v ) en deux

morceaux : V' ®@v" , de sorte que grlmv" soit un @Gg(n)-module, et que
o(v") ait pour image o(Imv") . Alors si o(v).9p = 0 implique &' =20,
v.f =0 implique f =0 ( f,f" ou o',p»" désignant les composantes

correspondant au découpage v = v'@v" ). En effet supposons v.f =0

.
I
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si ' #0 , soit m son degré (cm(f')#o) . Comme deg vi"sm , le

théoréme montre qu'il existe f'i tel que vi" = vf'l' , avec degf'l' <m

(en fait il suffit d'appliquer un nombre fini de fois le procédé de récurrence

ci-dessus). On a alors wv.(f +f1) = 0 , donc c(v).(cm(f)+cm(f'i)) =

qui implique cm(f') = 0 contrairement & l'hypothése.

(3.5) Remarque : Le théoréme admet l'extension suivante :

Soit S (resp.S') l'ensemble des germes de symboles (de degré
entier) en un point §O (resp. 80) de GJN\O (resp. G:n'\O) ; soit ¢ un
germe d'application holomorphe, homogéne de degré 1 : Gn - (Bn' , telle
que tb(%o) = 90 . Soit enfin u : SM+S'M' - SN une application linéaire

définie au moyen d'opérateurs différentiels formels :

u(s,s') = Ps + P's' = ?aa(g dgs +Zb (§) d oS’ ‘e Ve

ou les aa(g) , ba(g) sont des symboles analytiques 3 coefficients matri-

ciels, de degré =<0 et ZN(a;)T(c‘) << » , ZN(bjB)T(B) << @

Supposons que l'image de u soit contenu dans un sous-espace
vectoriel J de SN , tel que grJ soit un T O(n)-module, et que o(u)

ait pour image o(J) tout entier. Alors l'image de u est J tout entier.

On se raméne comme suit au théoréme :

+ L] - 1)
N N \0 . On prolonge alors u en une application U : S“M+S'M - S"N

notons S" l'ensemble des germes en (Eo,eo) de symboles sur

définie par

v(s,s') = Ps +P's' = D a (2 (d. +2 .d ) s+2b (g st ‘(8)
Q a “; 35 e
a'li.
5 : QY d j
- + 2= +
(la k-iéme composante de dg Bsde est 3, z 5%, aej ).
. Nn' .
Soit v' : (8") (S') défini par
: _ 5% Ny
v(sl,...,n) 1(8]-‘# ))] (sjes ) .

Soient finalement w=v+v' , et §' = §+Imv' . Alors par cons-
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truction l'image de o(w) est o(3') entier, donc l'image de w est §'
entier, et tout élément o0 € J de degré <m est image par w d'un élé-

ment de degré sm .

Soit maintenant m 1'idéal engendré par les fonctlon 8. -Wj(:i)
_j_ a - (F =
abk Eaik 380 (0 ()
pour tout entier i,k , et par suite _P;(mS“M) c ms"N | Ainsi w passe au quo-

M M'
tient, et l'application S"M/mS" + S - S"N/mS“N qu'il définit n'est

(idéal de définition du graphe de ¢ ) : on a

bien sdr autre que u . Enfin comme l'image de w est &' , l'image de u
est 3'/mS"N =g

2. DEMONSTRATION DU THEOREME.

Nous utiliserons les jauges (normes) suivantes, sur les germes de
. . - n , n
fonctions analytiques en £ € C si p = (pl...pn) € ]R+ est un "poly-rayon",

- on pose

(3.6) ufup = Z‘fa‘pc‘ si f(x) = zfa(x-g)“

(Ce qui suit marcherait aussi bien avec la norme du sup

\\f\\: = sup )] ).
\Xj-ij SpJ

Si f est une fonction & valeurs vectorielles (par exemple une ma-
trice), on note encore \\pr la série (3.6), \fc.l désignant la norme du

vecteur fc. . De cette fagon, si a est une matrice, on a

et = el lil

I1 résulte aisément de la formule de Cauchy qu'on a, pour p su

G.7) 1 £ s el

Nous utiliserons enfin le lemme suivant : nous notons Q. les
>

germes de fonctions analytiques en £ (homogénes ou non) et G'E les fonc-

tions qui ne dépendent pas de Xp+1,... ’Xn-l , de sorte que o(v) définit
aussi une application linéaire : 0‘2/[ +G'§M - GI;T
2
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(3.8) LEMME. - o(v) posséde une scission \ : alg - 024+G;M (Le.
=]

g(v) =c(v)ro(v) ) telle que

1) . est homogéne (i.e. transforme une fonction homogéne en

une fonction homogéne du méme degqgré.

2) Il existe une famille de poly-rayons tendant vers 0 , telle

gue pour tout poly-rayon de cette famille et tout nombre réel s , Els ss1,

on ait, avec une constante CJp > 0 convenable

.l = ol

Le lemme sera démontré au n° 3.

Il s'agit maintenant de prouver qu'on peut résoudre les équations

(3.3) de sorte que la série ZH H T converge pour s et T assez pe-
tits. Nous raisonnerons avec fk/k! plutét que fk : (3.3) s'écrit encore
D .
ofk _ gk » p'gqla! % q%4
(3.9) aoF-]—(— - '—"k—"——"( ; .)
! p+q+‘a‘=k H P! aiq!
q<k

Notant yk le second membre de (3.8), nous choisissons bien sdr

k

la solution i—.— = XN.g  , \ étant la scission du lemme (3.8).

Si P et g sont analytiques (au sens du §2), on a pour A

assez grand, p assez petit, et s 1

(3.10) | \l H A.Ap+‘“‘

oy u Ak

Nous choisissons maintenant p une fois pour toutes, assez petit
pour que les inégalités (3.10) soient vraies, et de sorte aussi que l'inégali-
té du lemme (3.8) soit vraie. Observons que si A est choisi assez grand

(A = sup(l/pj)) , on a d'aprés (3.7) .

(3.11) ‘ \ H ‘G‘H H pour ssusl .,

Nous allons prouver, par récurrence sur q , qu'on a pour B | grand
q
f B .q
(3.12) Hq!nsp (—)

1
= <s<
1-s pour 3 s<1 .
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Dans le deuxiéme membre de (3.9), la norme du terme indexé par

p,q,a est, d'aprés (3.10), (3.11), majorée par

[ SE_‘_E:G_!A.ApHai (2 \a\H Sl

Or la borne inférieure pour u € ]s,1[ de la quantité
(u s \a\ 1 u vaut '(q+\c,\)q+‘al/qq\a\‘a\ . Donc si (3.12) est vrai

pour g <k , cette norme est aussi majorée par

(3. 13) u...nsp s M SR Ap+2‘°“Bq(-i—E)q+\a‘
a _ plqla! (q+la\)Q+|“‘
avec Mp ! . qq‘a| lG"
Remarquons qu'on a B;- < k—lp! , et at < lai! , d'ou
(3.14) _ ‘ ‘
M < —atlal (q*'lcx,l)qdlh‘m| _ (atlal)\a \‘ b atlel) <q+la} _ lal
pg  (a+|a])! qq‘a\la q lonl q+J q :

Ajoutant les inégalités (3.13) et appliquant la scission X , on

obtient, pour 1/2 <5 €1

i H < CpA<Ak+ = 'Be‘a\Ap+2‘c“Bq(T%g)q+\a‘).

La récurrence pourra donc se poursuivre si on a

k Jlalprzlal a1 yatlel Bk
CpAA +13>0<p+%‘Sk A B (1) < B(g75) .

a=k-p-|a |
Soit encore, compte-tenu qu'ona 1-s <1

A Ak la|, la] A p+|al
C 3.(= C ) A = 1.
0B (B) + °0<p+\a\5ke (B) <

La récurrence pourra se poursuivre si cette inégalité est vraie pour tout

k 2 0 . Or le premier terme C é-(A)k est S-Zl si B =2 ZCpA ; quant &

la somme, elle est majorée par la série infinie (indépendante de k )

P p+‘q,\>0 B

elle est congfergente, sans terme constant, majorée, si A =21 , par
eA4,-n-1 i
Cp(l- (I-T) ) , donc sa somme est aussi < 1 si

5 B est cheisi assez
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grand. Ainsi l'inégalité (3.11) est vraie pour tout k si B est assez grand,

et ceci termine la démonstration.

3. PREUVE DU LEMME 3.8.

Notre point de départ sera le résultat suivant, qui est une amélio-

ration du théoréme des voisinages privilégiés due & B. Malgrange [3] :

Notons ak l'anneau des germes de fonctions analytiques & l'origi-

ne de (Dk , et soit u : G.i - Og une application ak-linéaire. Alors

(3.15) il existe une scission )\ (i.e. u=ulu) telle qu'on ait
A £ < C_||f
sl = ol

pour —21- < s <1, pour une famille de polyrayons p tendant vers 0 (de

fagon précise : il existe une constante €4 et des fonctions >0

eple)ieqloyipy)ineie (oyaip ) s C, telles que pour p, = ej(pl,...,pj_l‘

) )
1

et < s £ 1 on ait 1'inégalité ci-dessus).

N

Nous voulons maintenant un résultat analogue pour un homomorphis-

me V ap + ap - G.q dont l'image est un @ -module ; nous faisons la

k k' k ! k
construction en deux étapes.
ler cas : on suppose Vv surjectif. On pose k" =k-k' , et m'

1
) Qk" , et v définit par passage au quotient mod. m' une surjection :

désigne l'idéal engendré par x cee Xy de sorte que Qk/m' s'identifie &

p p' _ A4
akll + G akll

Celle-ci posséde un inverse A droite )‘0 qui vérifie les inégalités (3.15).

' . . P q p p'
- :
)‘O se prolonge en une application Gk, linéaire )‘1 Q] - C.k + CZ] ,

si (ga) est une famille de séries entiéres en les variables

(ga).xg )

X .,%X, , on pose xl(ZgaXa) = T\

k'+1T 0

Si alors p = (p'p") est un poly-rayon, on a :

Hklf\\p .s Cﬂfﬂp pour toute fEGk—

si n )‘Ofn ) " = C“ fupn pour toutie f € Ck "
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(pour abréger, si g= (gl,gz) € Q]I: + GE, (resp. Qi.,+<ﬂp') , on a posé
Ugll =) ! !
‘g‘\ ;glnp + l‘gznpl (resp' nglnpn + ng\l) )'

P
Maintenant 1Id - uxl est Gk,-linéaire, nulle pour x'=0 , et
continu pour la norme || Hp (dés que X, est continu pour la norme | Hp,, ),

donc aussi petit si p' est petit. ukl est alors inversible, et son inverse

est donné par la série géométrique
-1 _ - m
(un,) ~ = 2 (Id-ux,)
1 0 1

qui est convergente, et continue pour la norme \\ “p si xo est continue

pour la norme || “p" , et p' assez petit,

Finalement u admet pour inverse & droite xq.(axl) , qui est

continu pour la norme || Hp dans les mémes conditions.

Cas général : l'image de v est un ak-module Jdc QE . 11 existe

de toute facon un début de résolution :

m € n €
e 1 ck_2.> g —> 0.
Nous noteroﬁs w un relévement de v Oi + QE, - GE .
o posséde une scission xo comme dans (3.15).
. . ' m P p' n .
+ : + + -
Comme (el wl) est une surjection Gk Gk ak, ak , il

posséde d'aprés le premier cas un inverse a droite :
Id - €1)\' + W)\"
ol \',\" sont continues pour une famille de semi-normes comme dans (3. 14).

On a €0€1 = 0 , donc eo = eowk

Par suite
v = eow = €0>‘0€0W = eo)\ov = eowx xov = v )‘Ov
et x"xo est une scission de v , qui a évidemment les propriétés de conti-

nuité de (3. 15).

Pour le lemme (3.8), on applique le résultat ci-dessus & o(v)

M ' . . ez s 1 .
c. + O';M - Glg ' 01:/[ étant identifié a l'anneau des germes de fonctions
2 el k)

holomorphes des wvariables X_,....,X Puis on prolonge la scission )‘O

1’ n-1°
obtenue comme dans le premier cas : x(sz.(e-eg)k) = zxo(fk).(e-e )k , qui

=
el
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implique )\(ekf) = ekxo(f) . Il est alors clair que )\ est homogéne, et

qu'elle est continue pour une famille de normes || Hp comme dans (3.15).

4. APPLICATIONS.

Lemme de préparation.

*

Soit X un ouvert de (Dn , € un point de T X\0 , et p E.B'E

un opd. de degré m P Soit u l'une des variables Xj . %J. , et k le pre:
3%Pnm

Buk

mier entier tel que # 0 . On suppose k < o ,

Soit B£. l'anneau des germes en § d'opd. dont le symbole total

ne dépend pas ded u . Alors tout opd. a s'écrit, d'une seule fagon
k
k-j
3.16 a=2xLb U +r
( ) = by oP

avec r € 5. , de degré < dega -degp , bj € .&é de degré < dega - (k-j)degU
]

Ici U désigne n'importe quel opd. de symbole u et il est commo-
de de choisir l'opd. de symbole total u . Ceci résulte aussité6t du théoréme de
division pour les fonctions holomorphes, et du théoréme (3.2) et de la remarque
(3.4). En fait on peut mettre les bj , et r , indifféremment & gauche ou &

-j . k+1 | .
droite des Uk ) et de p , obtenant ainsi 2 énoncés.

Appliquant ceci a = uk , on en déduit l'analogue du lemme de

oréparation : il existe q elliptique tel que q "o p soit un polynéme distin-

gué
k .
(3.17) g lop = UK - ?bjUk-J (avec b €5!)
S

Structure du module chp

. n .. sz
Soit X un ouvert de C (ou plus généralement une variétéd),
n ~ Ls .

U < Xx(C'\0) un céne ouvert (les homothéties sont données par

AMx,8) = (x,\8) ), et ¢ une fonction homogéne de degré 1 sur U , telle

que la dérivée en x , dxcp ne s'annule jamais. Soit (xo,eo) un point de
m
T = ¢ . , ° , i = =y
U, et 0 dx@(xo,eo) Au § 2, n°3, nous avons muni S0 S(XO,BO) SO
d'une structure de JS. -module, en posant
>0

p.a = £°*°.a
P
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Soit .9'0 l'algébre des germes d'opd. partiels de symbole p(x,Z,8)

au point (xo,go,eo) . En fait les formules du § 2, n° 3, permettent de munir
S0 d'une structure de ﬁb-module (on reprend les mémes formules, 6 jouant
le réle de paramétre). Nous noterons MCQ le .B'O-module S0 , muni de cette

structure de module.

e . ®
Nous définissons un homomorphisme u : .Db - M" par

_ a®
u(p) = £p(1)

u est évidemment surjectif (on a u(p)=p si p ne dépend pas de E), et

on a

foles) d oY e
-3 — + - —3
u j X, ) (Eaxj axj axj)' 1 0.

Par ailleurs u est de degré 0 , et o(u) est la restriction :

p(x,Z,8) » p(x,dxcp(x,e),e) (donc est surjectif). Par suite Ker o(u) est
- Lol

1'idéal engendré par les fonctions gj "3k et par la remarque (3.4) Keru
j

est 1'idéal & gauche engendré par les f';j -%—i—’;— . Ainsi u induit un isomor-
j

phisme de .Bb-modules :

\ V(e _ 0%y _ ¥
ﬁo/Zﬁo (':J BXJ') MO .

Nous coupons maintenant 6 en deux groupes : 8 = (8',8") avec
; Joles}
[R— ] ] At == " " ] e A A —
e (81. ..Gp) , 3 (91.. .eq) . Soit Jcp 1'idéal engendré par les 26
et soit Cco = V(Jcp) la variété des zéros de Jcp (muni du faisceau structural
a/s_ ).
v

Notons N = z(éﬁ’i". +—aT.).M . N est un sous-J5.-module de
) aej aej ® V) 0
M (en effet P—C’?T,- +-—a,—. = e-u__B_T e® commute aux opérateurs différentiels
© aej 38; aej

2

e Tp(x,d)e® , donc aussi & tout opérateur SCS si p ne dépend pas de §).

Nous noterons { l'application (x,8) » (x,dxcp) de V dans

*
T*X\O , et m la projection (x,§) - (xi X ,ij ...§j) , de T X dans
1 r ‘1 r

c xc® . Nous supposons la deuxiéme composante de n(x0,€ ) non nulle.

0
Nous noterons enfin .Ba l'anneau des germes au point n(xo,go)' des opd.

partiels, de symbole p(x, ...x, ,§, ...E, )
i 1 ) J
1 r 1 s

’
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(3.18) PROPOSITION. - Avec les hypothéses et les notations ci-dessus, on

suppose que la restriction de mey & CCp est finie en (xo,eo) . Alors
M"/N®  est un .Ba-module fini. '

. . IR 3 . q
Démonstration : Posons j ae;, ae;, , et soit & (SO) S0
défini par &(b) = Zéjbj . O est de degré 0 , et on a o(b).B = ;;, 8.

Dire que la restriction a8 C de mo Y est finie revient é dire qu'il exxste

des fonctions ccj € c(MCp) (1<j<N) telles que c(MCP) 7‘0" a, + 2 — ov .c(Mcp)

0 J O"
(o1 Ga = o(ﬁa) ). Soit alors u l'application (.B'c')) + (SO) - SO def1n1e
par u(pl,...,pN,bl,.. ZL .3 + Zéb , ol 3 est choisi de de-

J o(u) est surjectif, donc u est surjec-

gré 0 , de sorte que c(aj)

tif, et notre assertion en résulte aussitét (les classes des aj engendrent
I

M"p/NQD sur .5'6 ), d'aprés la remarque (3.5)

(3.19) LEMME. - Nous gardons les hypothéses et les notations ci-dessus.

Supposons gue la variété critigue Cco est de codimension q (le nombre

. g
d'égquations e —= =0) en (x,,8.) . Alors on a U(NC‘D) = Z—@;-G(Mq)
39 070 - 1 aej
Nous noterons ¢, = -ai,, +-—a-,.- , donc o(e) = —ég; , et e : s.s
] aej aej J aej
défini par ¢(b) = Ze b . D'autre part pour i<j , nous noterons Rij l'opéra-
teur vectoriel dont les composantes sont
k _
Rij = %n®5 ~ 5k
(o2 éik est le symbole de Kronecker) de sorte qu'on a eoRij =0 .

Par définition, on a th = Ime . Soit alors a = ¢eb de degré 0

nous allons montrer qu'on peut toujours choisir b de degré 0 , donc

= - o]
c(a) = cle).o(b) = ae,. (b) € Eae,, (Mcp)

Pour cela nous prouverons que si b est de degré m>0 , on a
aussi a = e¢(b') avec b' de degré <m-1 ., En effet si a = o(b) o0 b

est de degré m>0 , on a crm(eb) = c(e).cm(b) = 0 . Or comme Ccp est

oY

intersection compléte, les seules relations entre les 3e7

sont les relations

triviales p,, = ocR,, . o_(b) est donc de la forme
ij ij m



VII-29

cm(b) = Zpijo(Cij)

ou les cij sont de degré m . Posons alors b' =Db - ZRijcij :on a
:m(b') =0 , donc b' est de degré <m-1, et e(b') = ¢(b) = a puisque
gor,, =0

1)
(3.20) COROLLAIRE. - Toujours avec les notations ci-dessus, supposons gue

C_. est de codimension q , et gue l'application e § induit un isomorphis-

¢ +
me de C_  sur ¢ (au voisinage de (xo,eo) ). Alors M?/N®  est un

~

.Ba-module libre de rang 1 .

En effet avec les hypothéses ci-dessus, c(Nc’o) est exactement
1'idéal engendré par les -aa—ec% , donc c(MP /NP = c(MCp)/c(Ncp) s'identifie

a l'anneau des fonctions homogénes de degré 0 , en (x ) , sur CQ_ :

8
0'"°0
si Tel est un isomorphisme, ce dernier est un module libre de rang 1

sur ":(.B'(')) , et le corollaire résulte de la remarque (3.4).

L'exemple suivant est inspiré par le travail de F. Pham [5], et est

un cas particulier de ce qui précéde.

+
Soit © = ¢(x,y) une fonction holomorphe sur (Dm n , et

‘ +
$(x,v.,2) = To(x,y) sur le cone c™m

y de degré 0 ).

X(D* (7 est de degré 1, x et

%
Nous noterons M~ l'ensemble des germes au point x =y = 0 de

. m+n * ]
symboles analytiques sur C xC , et N le sous-espace :
) ., 00 d )
= _— +
N z2(r 3X ax.)M

(intuitivement, si a € Mé , sa classe mod. N§ représente l'in_tégrale
J"]Rneéadx ).

Comme au §2, MQ est un module sur l'anneau .ﬁo des germes
d'opd. de symbole total p(x,y,€,n,T) au point x=y=0, E = decc ,
n= 'rdycc . Nous noterons 5! le sous-anneau commutatif des opd. dont le

0
symbole total ne dépend que de vy,T
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(3.29) PROPOSITION. - Supposons que la variété critique (%{“9-=0), ,
. i=1,...,m
. J
est de codimension m au point x=y=a dans ®m+n . Alors MQ/Né est
un .Bb—module fini,

En effet ici le céne critique C§ est défini par les équations

T
2T . 0 (j=1,....,m) , et mol est l'application (x,y,T) = (y,T) ; si la

ij
variété critique est de dimension m , l'application (x,y,T) - (dxcp,y,f)

est finie, donc la restriction de moy¢ & C§ est finie.

Supposons maintenant qu'on a n = 0 (pas de variable vy ).

L'hypothése signifie alors que l'origine est un point critique isolé
de la fonction ¢ . Le cdne critique C§ est de codimension m ., de
sorte que le lemme 3.19 s'applique. Enfin dans ce cas, on a c(.B'O) = C
(il n'y a plus de variables), donc c(MCP/NCp) est nécessairement libre (de
rang fini) - et comme dans la proposition 2.1, MQ/NQ est un .B'O—module

libre.

Le rang de MQ/NQ (sur .&'0) est la dimension de O‘(M@/NQ) sur
C , c'est-a-dire la codimension de l'idéal engendré par les fonction 39
dans l'anneau des germes de fonctions homogénes de degré 0 des variables
x,T , qui n'est autre que l'anneau des germes de fonctions des variables x

seules. Autrement dit le rang de MQ/NQ est le nombre de Milnor de ¢ .



§4 - PROPRIETES DU FAISCEAU DES OPD.

Dans ce paragraphe, & désigne le faisceau des opd. partiels un

+ ‘ + "
cbne ouvert Uc (Dn n x((l'Jn n \0) de symbole total

p(x,v.,8,¢) (xec€”, yec” , gec”, cec™)

avec la loi de composition

a o4
p.dxq .

1
poq=2—dg
G'C(.

\
5 est un faisceau d'algébres associatives f{iltrées sur les ouverts coniques
de U .

Nous notons Fk,B le faisceau des opd. de degré <k . Si £ est

o

un point de U , nous notons ,Bg ' Fk,&g l'ensemble des germes en & .

Comme au §2 , on note @(m) le faisceau des fonctions homogénes
de degré m sur U , et plus particuliérement @ = (0) . Ainsi gr &
s'identifie a 1l'algébre multiplicative @&@(m) ; et si p € 5 est de degré

<m , on note g(p) ou cm(D) € olm) sa classe mod. Fm-l,ﬁ .

Tous les modules considérés dans ce paragraphe sont & gauche.

1. FILTRATIONS.

Soit 9 un faisceau de S-modules (dans la suite le mot "faisceau"
sera omis). Une p-filtration de 7 est une filtration croissante par des
sous-faisceaux ka (keZ) , telle que

% 5. Pl < Py

k

. i
(ceci implique Fkﬁ.FJm =F Jm car ij contient localement des éléments

elliptiques, i.e. inversibles, dont l'inverse est de degré -k). Par exemple,
sur le module libre ¢q = _EM , la filtration canonique qu = (Fk_&)M est

une Sg-filtration.

Si 9 est muni d'une p-filtration, le gradué associé Gr 7 est
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un & ¢(n)-module. Nous poserons
o -1
4.1) . olM) = F-m/F m

de sorte que go(7) est un @-module, et gr 7, s'identifie 3 & o(n) ®o(M)
Si ace¢ Fom , on note ¢o(a) sa classe mod. P-lm . Ainsi si pe¢ FO_B '

on a gl(pa) = olp) ola)

Soient et 1 deux S-modules munis de p-filtrations (sur un
ouvert conique U c T*X\0) , et soit U wun homomorphisme 9o - 7 . On
dit que u est de degré < k si on a u(ij) c F?-H((n) " (si ceci est vrai
pour un entier j , ce l'est pour tous). Par exemple, si 7 = ,BM , muni
de sa filtration canonique, il revient au méme de se donner un homomorphis-
me de degré <k : M- N , ou de se donner N sections fl...fN de
Pk'fg (les images de la base canonique de 7).

Si u:m- N est de degré < 0 , on note
(4.2) olu) : om - oln)

l'homomorphisme déduit de u par passage au quotient. Ainsi, si ac¢ Fom ,

on a g(ua) = a(u).o(a)

(4.3) Soit 7 un p-module muni d'une p-filtration, et soit i : 7 = %
un homomorphisme injectif. La filtration induite est définie par

Fk'n = i"1(FKy) . C'est une sfiltration, et si on munit n de cette filtra-
tion, o¢(i) est un isomorphisme de o(7) sur le sous-module image de

innFom dans o(m .

(4.4) De méme si j : M - P est un homomorphisme surjectif de 5-
modules, la filtration image (ou quotient) est définie par FkP = j(ka) .
C'est une p-filtration, pour laquelle o(j) est une surjection : ¢ -o(f) .,
de novau

Ker o(j) = oKer j)

(en effet, pour tout €€ U , si ac¢ Fomc et ja=0, ona cgljlel@ =0,
g€
Nd'od  g(Ker j)g c (Ker c(j))é . Inversement, si ¢ = og(a) ¢ (Ker o(j)). , ja
>

est en fait de degré < -1 et, par définition de la filtration quotient, il
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-1
existe beF 7’% tel que ja = jb ; on a donc j(a-b) = 0 , et

a = ola) = gla=b) , d'od (Ker o(j)), c o(Ker 3e)

On peut regrouper (4.3) et (4.4) dans 1'énoncé suivant :

(4.5) Soit 0 — 7 - m 2. p— 0 une suite exacte de S-modules. On
suppose % muni d'une pg-filtration, 7N de la filtration induite, et £ de

la filtration quotient. Alors la suite

0 — ol Ciil olm 0—(-2 o) — 0

est exacte.

(4.6) Avec -les notations de (4.4), soit de plus ¢ c f un sous-module,
et 7 = j'l(P') c 7 , munis tous deux des filtrations induites. Alors la
filtration de ' est image par j de celle de % , et on a

o) = o)L olp)

(si ace .FkP', , 1l existe b € kag tel que a=jb ; on a alors
b ¢ 7. par définitic?n de l'image inverse, donc aussi b ¢ Fkyr'é par défi-
nition :de la filtration induite, d'ou la premiére assertion. Pour la deuxiéme,
notons u : P - p/P'. la surjection canonique ; alors ' = Ker u , et
o(@') = Ker o(u) d'aprés (4.4) ; de méme u' = Ker (uj) , et
olm) = Ker olu)) = Kerofw o(j) = (i)™ Ker olu) = o))" o(e")

(4.7) De fagon générale-, si u:m- 7 estun homomorphisme de 5 -
modules, de degré < 0 , on a

og(Ker u) c Ker g(u)

Im o(u) ¢ o(Im u)
Ker u et Im u étant munis des filtrations induites (en effet si ac¢ FOmE
et ua=0, ona o(uwola =0 donc o(a) € Ker g(u) )

8 ¢ Im o(u)

; de méme si

g
. . il existe ac€ Fomg tel que B = olu).o(a) , donc

] .
85 = g(ua) € o(Imu)). Ces inclusions peuvent étre strictes (par exemple si

u est en fait de degré < 0 , donc o(u) = 0 , sans étre nul).

Nous emploierons au besoin les notations et les résultats analogues
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pour l'anneau des germes ‘Bg , ou pour le faisceau des opd. formels :é .

Si 7 est engendré par des sections fl...fM , on définit une

filtration

ka = ZFk.B.fj

Cette filtration dépend du chpix des générateurs fj , mais la topologie
associée, elle, n'en dépend pas : en effet si 9y -9y sont d'autlzes gé-
nérateurs, pour tout & ¢ U il y a un nombre k, tel que g, € F om
(i=1,...,N) et fj e Fko_&.gi (j=1,...,M) au voisinage de 5§ , donc

pour toht k

k -k k+kO

k
F Oy C?Fﬁ.gicf‘ m

au voisinage de g

On pourfa donc parler, sans ambiguité, de la topologie de ¥

lorsque % est localement de type fini.

(4.8) DEFINITION. - Soit 7 un S-module, on dit gu'une filtration ka

est bonne si c'est une &-filtration et si

(i) m est localement de type fini, et la topoclogie associée & la

filtration ka est la topologie de 7 .

(i) olm) est un o—module'cbhérent.

(Il vy a une définition analogue pour les }-modules ; pour les
B.-modules, il faut remplacer (ii) par : o est un Og -module fini ;

mais on verra que c'est une conséquence de (i)).

(4.9) Remarque : Soit 7 un p-module, muni d'une bonne filtration. Alors

€ U , on peut choisir des sections fl"'fM de FOW( dans

un voisinage V de & de sorte que les fj engendrent % dans V ,

pour tout

ua

et les cr(fj) engendrent o(M) dans V . La filtration de M est alors
(dans V) quotient de la filtration canonique de ﬁM par l'application

_BM - m définie par les £l . En effet, on a de toute fagon ka c ZFkﬁ.fj
puisque les fj sont de degré < 0 . Par ailleurs, puisque les c(fj) en-

gendrent o) , on a
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Fop = Z‘Fo,s.fj + F'lm
d'ou, par récurrence,
k

Fomp = ZFO,B.fj + F "y
pour tout entier k . Mais comme la topologie définie par les ka est la
topologie de % , on a F-kmCZFOﬁ.fj (dans V) si k est assez
grand (et V assez petit), d'ou Fo7)z = ZFO_efJ. , qui implique

ka = ZPk.B.fJ. pour tout k .

Remarquons aussi que si % est muni d'une bonne filtration,
g = 0 implique % = 0 . En effet, soit & un point de U ; il existe
=2Fk_a§.f. . Si

g j
= . -1 ., = -1 .
a(m 0, ona :EJ eF Wzg donc fJ Eajkfk avec des. 3 € F ,3:: ;

alors des générateurs fj de degré 0 tels que ka

et ceci implique fj =0 car la matrice Id - (ajk) est inversible (son

symbole est la matrice identité).

2. CALCUL SYMBOLIQUE.

Dans ce numéro, nous exploitons le théoréme de finitude du §3

(4.10) PROPOSITION. - Soit o c ﬁN un_sous-module, et u : ,&M- Jd

un_homomorphisme de degré <0 , tel que o(u) soit une surjection :

(}M - o(d) (9 est muni de la filtration induite). Alors u est surjectif :

3M - 3, et sur 8 la filtration induite coincide avec la filtration gquotient.

Il s'agit de montrer qu'on a u(Fkﬁg) = PkJ pour tout § , sa-

N g€
chant qu'on a c;f(u).(}g = c(,g)g , et ceci résulte aussit6t du théoréme 3.2.
Observons que la filtration de J§ est bonne puisque g(Jg) est cohérent

(c'est l'image de o(u) : oM - ON) .

Soit maintenant % un pg-module, muni d'une bonne filtration. On
a vu (remarque (4.9)) que pour tout £ ¢ U , il existe un voisinage V de

et des sections f,...f de degré < 0 de M dans V

1 M , définissant

un
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une surjection € : 10 = 577 o m telle que la filtration de 7 soit image

par ey de celle de 1° .

On a alors o(Ker eo) = Ker c(eo) d'aprés (4.3) ; comme Ker o(eo)
est cohérent, on peut -quitte au besoin & diminuer V de nouveau- trouver

des sections gy-+-9y € FO (Ker eo) , telles que les c(gj) engendrent

1

Ker c(eo) = g Ker €y - D'aprés (4.10), l'homomorphisme ¢, : L =,5N...Ker €q

1
est surjectif, et la filtration de Ker €, est image par €1 de celle de Ll.

Ainsi de proche en proche, on construit une résolution de 7 :

S -1 1 €1 o O
4.11) LoD S T L S g — 0

par des modules libres, de sorte que la suite

) c(el) ole )

ole.) .
e A =8 o — o

o) L e

soit une résolution de o) . (En fait, la construction s'arréte car le théo-

réme des syzygies montre que pour j assez grand on peut choisir c(ej)'
j+1

injectif, donc aussi €5 injectif, et L = 0). Une telle résolution sera

appelée bonne résolution de 7 .

(4.12) COROLIAIRE. - Soient 7 , m deux p-modules munis de bonnes

filtrations, u : M - 7 un homomorphisme de degré <0 , et 9 < 7 un

sous-module contenant u(?) . Si o(u) est surjectif : o - o(9) , alors

u est surjectif : 7 - 4 , et on a u(ka) = Fk$ pour tout k . (En par-

ticulier la filtration de J est bonne).

Il s'agit de prouver qu'on a U(kag) = Fkgg en tout point ¢
D'aprés (4.11), il existe un voisinage conique V de §& , et des débuts

de bonnes résolutions par des modules libres, dans V :
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Quitte a diminuer encore V , on peut aussi choisir un homomor-

. o 2
phisme v : £ - £ , de degré 0 , tel que coV = Uca (relévement de u).

Soit ¢ = c'l(g) . On a donc, d'aprés (4.6) o(y') = o(C)-lo(J) .

de sorte que o(b) + o(v) est une surjection : o(£l) +o(£) - o(g') . On a
donc kasl + ka; = FkJ d'aprés (4.10), et comme ka = aFfg .
Fk'n = ch;:O , (4.12) en résulte aussitét.

(4.13) Remarque : Soit 7 un p-module muni d'une bonne f{iltration, et
soit gc M un sous-module muni de la filtration induite. Alors si  o(y)
est localement de type fini, la filtration de ¢ est bonne.

En effet, il existe au voisinage de tout £ ¢ U un homomorphisme

u ﬁ-N - dc o, , de degré 0 , tel que Im g(u) = g(8) , et notre assertion
résulte donc de (4.12). .

i

(4.14) COROLLAIRE. - Soit 7 un f-module muni d'une bonne filtration.
F

Alors 7 est séparé (n km= 0)

En effet, soit 9 =n Pkm . Il est clair que 4 est un S5-module,
et qu'on a o(9) = 0 . Comme g est un sous-module de % , et comme

g(d) =0 est cohérent, la filtration de J est bonne et on a donc J=0 .

(4.15) COROLIAIRE. - Soit & b % y G trois p-modules munis de

bonnes filtrations, et deux homomorphismes de degré < 0 . Si la suite

glu) , o(v) est exacte en o(%) , alors la suite u , v est exacte en % .

En effet, on a d'aprés (4.7) Im o(v) ¢ g(Imu) c olKer v) c Ker g(v).
Si la suite o(u) o(v) est exacte, les quatre sont égaux et il résulte de

(4.12) que u est une surjection : ¢ - Ker v .

Par exemple, soient S,J des modules libres, et

j j-1 1
d:...£J~—>£J — cee & —>£o—->77(—->0

un complexe de S-homomorphismes de degré < 0 , aboutissant & un §5-
module 7 muni d'une bonne filtration. Alors pour que d soit une bonne

résolution de % , il faut et il suffit que o(d) soit exact.
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(4.16) COROLIAIRE. - Soit 0 - ¢ u z y G - 0 une suite exacte de 5-

modules. On suppose % muni d'une g-filtration, & de la filtration in- '

duite et ¢ de la filtration quotient. Si deux de ces filtrations sont bonnes,

la troisiéme l'est aussi.

En effet, la suite 0 - g(e) G.(.u) g(z) c_(y) g(Q) - 0 est exacte d'a-
prés (4.5) ; donc qle) , o(F) et o(g) sont tous trois des ¢ -modules cohé-
rents (puisque deux d'entre eux le sont). Si la filtration de % est bonne,
celle de ¢ est bonne d'aprés (4.13) ; celle de ¢ est aussi bonne (car
o(q) est cohérent, et sa filtration est quotient de celle de % donc satis-
fait & la condition (i) de (4.8), comme celle de %). Inversement, si les
filtrations de & et de ¢ sont bonnes, pour tout € ¢ U il existe d'aprés

. (@] O 1 :
(4.9) des sections el M ¢ F 8»’:_', et f fN € F 3§ telles qu'on ait

R
ZPk.B.eJ. = ke ZFk.&.vfj = &g
au voisinage de & . On a alors aussi

ZFk.B.ej +ZFk,B.fj = kar'

au voisinage de & (puisque la filtration de G est la filtration quotient,
et celle de e la filtration induite) ; et comme (%) est cohérent, la

filtration de & est bonne.

3. COHERENCE.

(4.17) PROPOSITION. - L'anneau ﬂg est noethérien.

En effet, soit § un idéal ; alors ¢(J4) est un idéal de @, ,
2

donc de type fini puisque Gg est noethérien. Il existe alors un homomor-

ohisme de degré 0 ,u : 5. - § tel que ¢(u) soit surjectif. Alors u est

g
surjectif, donc g est de type fini.

' -k-1
Nous noterons Gk le quotient Fo_g/P k 5 . Ainsi, si 7 est
un 5-module filtré, ngFj'q'm est un Gk—module si qgsk+l . Cq s'iden-
tifie 8 @ .



VII-39

(4.18) PROPOSITION. - le faisceau Gk est _cohérent.

L'assertion est vraie pour k =0 ; nous la démontrons par récur-
rence sur k . Soit donc wu : GII: - QE un homomorphisme ; il s'agit de

prouver que Ker u est (localement) de type fini.

Remarquons que Fkak est un idéal (isomorphe & @(-k)) , et

k

G s'identifie au quotient Qk/F_ G -

k-1

Considérons le diagramme commutatif :

e (p K. \P . p P
0 (F ak) — G Gy — 0

lV | J,u ‘W

Ko =
0 (F "g,) G

q

—— —

Og-1 0

ou les lignes sont exactes, et les fléches verticales se déduisent de u
par passage au quotient et par restriction. Le diagramme du serpent four-

nit une suite exacte de ak-modules :

6
0 - Ker v - Ker u - Ker w = coker v - coker u - coker w - 0

Supposons Qk__l cohérent. Alors F-kak est cohérent sur Gk-l . Ainsi

v et w sont en fait des homomorphismes de -modules cohérents,

| Gp-1
donc ker v , coker v , et ker w sont cohérents. Par suite & est

aussi un homomorphisme de -modules cohérent, donc ker § est

Gp-1
cohérent. Finalement, on a une suite exacte

0 - Ker v - Keru - Ker 8 - 0.

Comme Kerv et Ker § sont cohérents sur G‘k-l , ils sont localement

de type {ini sur Gk-l donc aussi sur Gk , et ker u est localement de

type fini sur Gk

(4.19) THEOREME. - Soit u un homomorphisme ﬁp - ,Bq . Alors sur le

faisceau Im u , la filtration induite est bonne.
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Nous supposerons u de degré < 0 (on peut toujours se ramener a

s

ce cas, quitte a composer u ' avec un homomorphisme elliptique convenable).

Soit 9 =1Im U . Il s'agit de prouver que o(J) est cohérent.

Posons @ o = U(Fr.Bp)/u(Frﬁp)nFsﬁq :si k 2r-s-1, -3 s est
“un ak—module, image de l'homomorphisme de ak-—modules cohérents
FrsP/FSs® - FY/FS5Y ; donc § . est cohérent sur Gy -

' -1
Soit maintenant b = u(Frﬁp)n Foﬁq/u(Frﬁp)ﬂF _&q : on a une suite
exacte de ar-—modules

0 - - 3 - - .
wr r,-1 <§r,O 0
Donc “br est cohérent sur Gr , et aussi sur Go = 0 puisque c'est en

fait un @ -module.

Maintenant, il est clair que la suite 'l'r est une suite croissante
de sous-modules de oq = c(ﬁq) , dont la réunion est o¢(9) . Comme les
Wr sont cohérents, cette suite est localement stationnaire, et sa réunion

g(g) est cohérente. C.Q.F.D.

(4.20) COROLIAIRE. - Le faisceau 5 est cohérent.

Soit u : ,&p - .Bq un homomorphisme ; montrons que Ker u est
localement de type fini. Comme la filtration induite sur § = Im u est
bonne, J posséde (localement) une bonne résolution par des modules

libres

, . o) s o)
Soit maintenant a : _&p - & un relévement de u , et b : & = ,ﬁp un

N
allb J‘
p/(

b

relévement de v .
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On a évidemment u(l-ba) = 0 et ubw = 0 . Par ailleurs si wulg) = 0 ,
ona g = (l-ba)a + bag , et comme ufla) =0, ona vig) =0 donc

ag € Im w . Il résulte de ceci qu'on a
Ker u = Im (1-ba) + Im (bw) .

Donc Ker u est de type fini. C.Q.F.D.

4, APPENDICE.

Le complété de 5 pour sa filtration canonique s'identifie naturel-

lement au fai.gceau E} des opd. formels. Plus généralement :

(4.21) PROPQSITION. - Soit 7 wun S-module, muni d'une bonne filtration.

Alors le compiété '/:r( s'identifie & 3 @bm .

Plus précisément, l'application canonique i : & ®,377‘ - M est un
isomorphisme.

Il est clair que 7% est séparé, et o(%) = on) . % posséde

‘une bonne résolution :

€ €
1 o

Par passage au complété, on en déduit un complexe

€ €
1

Comme on a o(;'l) = c(el) et c(éo) = o(eo) , ce complexe est une bon-
ne résolution de 7}( -donc en particulier une résolution de 7}2 (les résul-
tats des n°1 et 2 , qui ont été énoncés pour les p-modules). Or lorsqu'on
identifie le complété de 5 a _B R s'identifie 3 Id ®.B€1 , de sorte

1

que coker €1 s'identifie & }gﬁm .

(4.22) COROLLAIRE. - 5 est fidelement plat sur & .
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Il s'agit de prouver qu'on a .5 em# 0 si Mm# 0 et que
Idﬁ & u est injectif si u est injectif. En fait, il faut prouver ces asser-
tions pour les germes en chaque point & , et il suffit de les prouver pour
les modules de type fini. Or tout module de type fini sur .Bg est le germe
en & d'un s~module muni d'une bonne filtration (parce que ﬁg est noethé-
rien, donc tout 3

g

peut prolonger dans un petit voisinage de §).

-module de type fini admet une présentation finie, qu'on

Il suffira donc de prouver que si %7 et 1 possédent des bonnes
filtrations, et si u : ;- M est injectif, alors M# 0 si M# 0 et U
est injectif. Ceci est évident car on a o(#) = ol # 0 si M# 0 , et si
u est injectif, on peut munir % de la filtrakion induite (qui est bonne),

de sorte que o(u) = o(d) est injectif, donc 4 est injectif.
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