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REMARQUES SUR L'HYPOELLIPTICITE
par

P. BOLLEY - J. CAMUS - B. HELFFER

I. INTRODUCTION

On se propose de donner des conditions suffisantes d'hypoellipti-

cité pour des opérateurs différentiels généraux :

k m

L L(x,t;Dx,Dt) =t Dt +

_ aa.(x,t)D; DJt (k € o)
Ia +j<m,j<m J
elliptiques pour t # O et 3 coefficients a,: € c .

De fagon précise, les méthodes qui suivent s'appliquent essentiel-
< 4 et s ' 2 s 2, 9)
lement aux cas oU les coefficients aqj(x,t) s écrivent t ba J.(x,t:),
b

les exposants 2(a,j) vérifiant une certaine hypothé&se de '"convexité".

Ces conditions suffisantes, outre la condition d'ellipticité pour

t #0 et l'hypofhése de "convexité@" sont de deux types :

(1) des conditions d'"ellipticité générale" pour t # O

(ii) une condition "différentielle" : injectivité d'un certain opéra-

teur différentiel dans l'espace ﬁfﬁR).
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Ces conditions suffisantes sont, dans le cas des modéles 3 coeffi-

cients constants, aussi nécessaires pour l'hypoellipticité avec régularité

maximale.

Par ailleurs, les techniques utilisées permettent d'obtenir des
conditions suffisantes (ou nécessaires et suffisantes) d'hypoellipticité
avec régularité maximale pour des classes générales d'opérateurs différen-

tiels ordinaires.

Auparavart, on rappelle deux types de résultats classiques

1°) Résultats de V.V. Grusin (5) : L'opérateur Di + t2 Di + A DX est

hypoelliptique dans R2 si et seulement si A # 2n+l, n € Z i.e. si et seule~

2 £ A) N Zf((R) = {0}. Plus généralement un opérateur du

ment si Ker(Di + t
type de Fuchs (2), quasi-homogéne et elliptique pour t # O est partiellement
hypoelliptique (ou hypoelliptique si la variété t = O n'est pas caractéris-
tique pour 1l'opérateur L) si Ker L(t,E,Dt) N 32 R) = {0} pour tout & # O.
(Par quasi-homogéne, on entend que le symbole principal vérifie une relation

du type : ya € R \{0}, L(t/r ; Aé £, AT) = A L(t,E,1)).

. . . - 2 2k 2 2
Maintenant, si on considére 1l'opérateur Dt + At Dx +put Dx’

k et £ étant deux entiers. Si 2 > k-1, cet opérateur est du type de Fuchs
quasi-homogéne et on sait donc &tudier 1'hypoellipticité de cet opérateur
(3) (2) (9) ; par contre si on a : 0 < 1 < k-1, cet opérateur est toujours

du type de Fuchs, mais n'est plus quasi-homogéne et on va montrer que :
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THEOREME 1. Sous les conditions (1) Ker(Di + q tz)fW ﬁ&|R) = {0}
@ Ceraeteudd o
pour t # O, Irf + ]El #0, (§,T) € R?, 1'opérateur Di + A t2k Di + u tz D,

est hypoelliptique dans R2.

Remarque 1. La condition (1), modulo la condition (2) est toujours satisfai-

te cf. (2) par exemple.
Remarque 2. Un résultat analogue est obtenu par Menikoff (10).

2°) Résultats de M.I. Visik et V.V. Grugin (4) : L'opérateur toAi e " Aw .
’ Ly

ol Ax,t désigne le Laplacien et ol 0 est un entier pair > 2 est hypoellipti-
que dans R2. Plus généralement, un opérateur L(t;Dx,Dt) qui dégénére sur la
variété t = 0 en un opérateur elliptique et dont le symbole L(t;&,Dt) vérifie
une condition d'ellipticité gémérale pour t # 0, L(t3;£,T) # O pour tout

2

(,T) € R™ \ {0} est hypoelliptique dams R2.

2.2

. . . s ~ 4 2
Maintenant, si on considére l'opérateur t (D +Dx) + th + ut DX + VDx

g, 4
t
ol 0 est un entier > 0. Cet opérateur dégénére sur t = O en l'opérateur

A Di +v D qui n'est pas elliptique.

Pour ¢ < 2, ou bien A = 0, cet opérateur est ou bien du type de
Fuchs quasi-homogéne, ou bien du type de Fuchs non quasi-homogéne comme 1'opé-
P 2 2k _2 2
rateur précédent Dt + At Dx +pt Dx‘ On supposera donc 0 > 2 et A # O.

Pour simplifier, on supposera aussi que u # O, le cas u = O &tant plus simple

et se traitant par les mémes méthodes. On a alors le résultat suivant :

[THEOREME 1.2. On suppose o > 6. Alors, si les conditions d'ellipticité géné-

rales suivantes :

)\12+pt2§2#0
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rt el e n2 o

t° 14 +t° 54 + A 12 #0
sont satisfaites pour t # 0 et (£,1) € R2 \ {0} et si la condition différen-
tielle : Ker () Di +u t2 +v)Nn F(R) = {0}
‘lest satisfaite, alors 1l'opérateur L est hypoelliptique dans RZ.

Lorsque A = u = 1, il est bien connu que cette condition s'exprime par

v # 2n+l, n € Z.

THEOREME 1.3. On suppose 2 < g < 6. Alors, si la condition d'ellipticité
générale : t° 14 + ¢ §4 + 2 12 #0
pour t #0, (§,1) € R2 \(0,0) est satisfaite et si les conditions différen-

tielles suivantes :

N

(i) pour 0 = 6 : Ker (A D +t0+pt2iv)ny(fR)={0}

(ii) pour 6 < 6 : Ker (A D- + t% n F(mR) = {0}

t N

sont satisfaites, alors 1l'opérateur L est hypoelliptique dans RZ.

Remarque. Utilisant les ré@sultats de (2), on peutAmontrer que la condition

différentielle (ii) est toujours satisfaite.

Les méthodes que nous utiliserons sont en fait trés générales, mais

nous préférons ici les développer sur des cas particuliers significatifs.

II. DEMONSTRATION .DU THEOREME 1.1.

En fait on va &€tablir un résultat plus précis que le théoréme 1.1

PROPOSITION 2.1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

. . 2
(1) Il existe C > 0 et § > O tels que : pour tout u(x,t) G‘§XR )
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avec supp u C Rx x [}6,6], on ait :

102 ol + 0e2¥ D2 Wl + 1e* D ul < c.iLul
t X X —_

oi I | désigne la norme de Lz(RZ) 3

(ii) Les conditions (1) et (2) du théoréme 1.1 sont satisfaites.

Remarque. La condition (1), modulo la condition (2), est toujours satisfaite

en utilisant les ré&sultats de (2).

Démonstration.

(ii) = (i) : cela résulte du fait que (ii) implique (iii).

(iii) Soit § > 0, 3C > 0 et A > O tels que : pour tout u e H(R) avec
supp u C [—6,6], pour tout £ € R, |g| > A, on ait :

2

@.1) 1D ul+ [gl 0ef ul+ [g]® 167" ul < cat(esg,D)ul

oill I désigne la norme dans LZ(R).

Cette estimation (2.1) sera obtenue en 3 &tapes et pour la commodité
p2 + a2 p2 4
t X

les points (2,0,0), (0,2,2k) et (0,1,1) dans R3 :

~ - - 1
on pourra représenter l'opé&rateur L(t;Dx’Dt) pt Dx par

i

£ A0

=&

0 2 1 0
On notera : L](t;g,Dt) Dt +ut g et Lz(t;g,Dt) = L(t;g,Dt).

lére étape. On étudie 1'opérateur L(t;g,Dt) dans la zone (t,Z),
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1

ltl ial |5| 2k=-2

=T ol 61 > 0.

Dans cette zone, 1'opérateur L(t;g,Dt) est approché par l'opé&rateur
L?(t;E,Dt). Cet opérateur est un opérateur du type de Fuchs quasi-homogéne
et quasi-elliptique pour t # O puisque la condition d'ellipticité générale

(2) implique que : 12 + U tl E#0pour t # 0 et (1,8) € R2 \ {o}.

Compte tenu de la condition (1), on déduit, d'aprés 1l'étude géné-
rale des opérateurs du type de Fuchs quasi-homogéne que :
Ii existe C > 0, telle que : pour touf u E@(R), pour tout £ € R \ {0}
on ait :

nni ul + |g] 1et ul < C ﬂL?(t;E,Dt)uﬂ

D'ol, si de plus supp u C [—rl,r;l s

ﬂDi ul + |g] 1et ul < € {IL(c;8,D)ul + & | ] 1% ul}

de sorte que pour 61 assez petit, on obtient :

(2.2) HDi ul + |g] Iet ul < c. “L(t;E,Dt)uﬂ

28me étape. On &tudie 1'opérateur L(t;g,Dt) dans la zone (t,g):

1

T 2k-2
T, = Gz.lg]

< |t] <6, ot 8§, > 0.
Dans cette zone, la condition d'ellipticité générale (2) joue un
role essentiel. Cette condition va nous permettre, grace 3 un changement de

variables et de fonctions, d'appliquer la proposition suivante de Visik et

Grusin :

|PROPOSITION 2.2. (cf. proposition 3.2. de (4)).

Soient P(t,Dt) = Po(t’Dt) + P](t,Dt) avec
L kel . k-1 .
P (t,D) =D.+ ) B, (t) D) et P (t,D) = § B: (t) D), les coefficients
o t t L J t 1 t L]
j=0 “-o j=0 1
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o0
étant C . On désignera par Cv(t)’ v=1,...,k, les racines de Po(t,c) =
Pour tout C > O, pour tout b > 0, il existe des constantes A > O et 0 < e < 1

telles que si pour = <ty < t < t, < +°, on a :

2
|Bjo(c)|_5 ¢, |, Bjo(t)l <e, ]le(t>l.5 e, [Im g ()] 2 b

pour j = 0,...,k, £ = 1,...,k, alors P(t,Dt) agissant de Hk(tl,tz) dans
L (tl’tZ) admet un inverse 3 droite R tel que :
PRf=fetRP u=usisupp uest compact dans ]t],tzcyavec :

pour tout f dans L2(t1,t2),

IR £l k <A Hfﬂ_2
H (t],tz) L (t],tz)
On indique maintenant, comment on applique ce résultat. On pose :

2k 1512) 1/2

-1/2

h(g,t) = (e gl + ¢ et h(g,t) dt = dy

h3/2

w(y) = u(t) , h £(t) = gy

On obtient alors que :

L(t;E,Dt)u(t) = f(t) < Po(y,Dy) w o+ Pl(y,Dy) w=g

' 2 2k 2 . -2 ) -2
: P ,D =D + X t h + t h
avec o(y y) v | £] u £
_ -2 oh _ i3 -4 Bh _3 -3 3 h

ac
On vérifie facilement que-pour |£| > A, avec A ssez grand, les

conditions sur les coefficients de Po et P] sont satisfaites.

On examine maintenant la condition sur les racines g de Po(y;;) =0
On a :
-2 o
i’?o(y;c) =h " L,(t;¢,h)

2k~ 2 (k=)

o o] L=k
L Lz(l;t £,2) = t Lz(t;g,t z)

de sorte que les racines ;V(t,g) de Po(y;;) = 0 s'écrivent :
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1 2=k

- 2k~
(6,8 =h £ z (1,¢ %

£)
ol z désignent les racines de Lg(t;g,z) = 0. Mais le polynOme L;(l;g,z) est

un polyndme elliptique (d'aprés (2)), par suite, on a :
(2.3) Im zv(l,g) >clgl , es>o0
pour |g| > B avec B assez grand.

D'autre part, ce polyndme L(1;£,z) ne s'annule pas pour

B> |g| > ng-z et z € R, par suite, (2.3) a lieu pour |g| > 5§k-z quitte 3
changer la constante c. Il en résulte que pour lt|2k-9‘g > Gik-z, on a :

k
-1 -k 2k- t
|Tm g (e38)| 2 €. b [T e HTE g =cJ—-T‘5-L

et tenant compte de l'expression de h, on vérifie immédiatement que pour

k
|d2k115116§b1,ona: nhiﬁéﬁﬂic' avec ¢’ >0 .

Finalement, pour |g| > A, avec A ssez grand, on peut appliquer la proposi-

tion (2.2) ;3 ce qui donne l'estimation :
; Ile wl < C IIEP (y;D -) + P (y,D )]wll
0 Y T ) A S A
pour.tout w(y). e V(R) avec supp w C E’y(rz),y(a)] , ce qui, en revenant 3 la
variable t donne :

Pour tout u(t) €D(R) avec supp u C [:TZ,(S] et |g| > A, on'a :

R N T R R P T I 1 L T P R PGSR I

3éme étape. Partition de 1'unité.
On suppose maintenant 0 < §, < 8, Soient 4, € P@R) avec o, = 1
sur un voisinage de [—62,52] et supp ¢, C]—sl,sl[. On pose

o = 1= ¢, et . (t) = ¢, (¢ |g|1/2k-2), i=1,2.

Soit maintenant u(t) € L(R) avec supp uC E—s,a] ; on peut écrire :

u = L§>lu+%’2u.
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D'aprés les inégalités (2.2) et (2.4), on a que pour [g[ > A
2 2 2. 2k
(2.5) IDy (p; o + g 1e g ul + [g]° 17 (p; W < C.IL(E5g,D) p; ul
et 1'estimation (2.1) résulte alors du |

LEMME 2.1. Il existe une constante c > O et une constante ) > O telles que

pour tout u(t) €D (R), pour lg|] > 1, on ait :

IL(t5€,D,) (P, ) = ¢, L(t,g,D)ul < C. [g] *um,

pour i = 1,2 avec IllulllE = llDi ul + |g] 1e¥ ul.

, . A 2
Démonstration. On a : [L,C-?i] u = (Dt Lpi) u + 2(Dt~q>i).(Dt u) .

. 2 : .
Mais supp(Dt CPi) et supp(th:i) c [:-1],-12] U [12,1;[; par suite, on n'a
1 1/2k=g

seulement 3 considérer les t pour lesquels ltl _<_6—1— |g| . D'ol :
- 2 2+1-k 2
2 "2k-g 2
I (D .‘-Pi)uﬂ < C. |¢g] lg| 0t™ ul

Pour estimer le terme | Dc ‘-?i.Dt ul , on vérifie d'abord que 1l'on

a le résultat de dérivées intermédiaires suivant :

(2.6) Il existe une constante ¢ > O telle que pour tout u(t) € DR,

pour tout £ # O, on ait : -

’

"2 et 2 p_ul e ok w v [g] 1t uny

Par suite, on en déduit :
L+1-k
12572

1D, ). (0, Wl <C . |g :

Démonstration de (i) ==> (ii). Utilisant les techniques de Hormander (7) (6),

on microlocalise les estimations a priori en des points convenables du fibré
2
cotangent de R .
On achéve maintenant la démonstration du théoréme 1.1.

I1 résulte de l'estimation (2.1) que si u(t) €EN(R) avec supp u C [—6,*-5]
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et si IEI > A, alors on a, pour tout réel q :

M alt

e = (elelHV2n2a + g DI 2cta + (4] H I Pry

| A

2,q/2
C. (1+g] )3/ IL(t;8,0)ul,
et si|g|< A, on déduit aussi de cette indgalité :

hall < c. (+ el Y2 1Lese,npul + W

E.s q-1
- . 2
Il en résulte que si u(x;t) € 33(R ) avec supp uC Rx X [}6,6],

on a pour tout réel q l'estimation a priori :

2 2 2k
(2.7) Mull = IDTull + [ t7ul + [ t7 ull
Tt 2Rkl @)) L2 @50 @) L2 @592 @)

<c aLu ,

+ Mull __.}.
L ®;E@®)) -1

On déduit alors de cette inégalité a priori, par les méthodes usuelles, que

1'opérateur est hypoelliptique dans Rz. Le théoréme 1.1 est démontré.

III. DEMONSTRATION DES THEOREMES 1.2 ET 1.3.

Comme dans 1'exemple précédent, les théor@mes 1.2 et 1.3 reposent

sur la proposition suivante :

PROPOSITION 3.1. Sous les conditions différentielle et d'ellipticité généra-

le des théorémes 1.2 et 1.3, il existe ¢ > 0, § > O tels que : pour tout

u(x,t) E%(Rz) avec supp u C Rx X [—-6,6] , on ait :
1e° ¥l + 1t% pul + 1D%ul + 1¢? D2ul + ID.ul < c.lLul
t X t b4 X -
- o . 2,2
oi I | désigne la norme dans L°(R").

Comme dans la proposition 2.1, ces conditions différentielle et
e e e . . . . 2
d'ellipticité générale sont aussi nécessaires pour que l'estimation L~ de

cette proposition 3.1 soit vraie.
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Pour établir la proposition 3.1, on va montrer que :
Soit § > 0, il existe ¢ > O et A > O tels que : pour tout u €D (R) avec
supp u C [;6,@], pour tout £ € R, |g| > A, on ait :

4
u
t

2

(3.1) 1e7D%ul + gl * 1e%ur + 1nlu

I+ Jgl?1e%ul + |gliu < C.IL(t58,D ) ul

La démonstration de cette inégalité sera faite en plusieurs &tapes
comme pour la proposition 2.1 mais avec quelques difficultés supplémentaires

que l'on va préciser maintenant.

On va se limiter au cas du théoréme 1.2.

Cas ‘du théoréme 1.2.

La condition ¢ > 6 signifie la "convexité&" des trois points (1,0),

(2,2) et (4,0) dans le plan défini par 1t = O.

La condition ¢ > 2 signifie que la pente du segment (2,0) - (4,0)

est > 1 dans le plan défini par £ = O.

A chaque face C) (:) et (:) est associé un opérateur différentiel

C .
L, (t;8,D,), 1 = 1,2,3.
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lére étape. On étudie 1'opérateur L(t;E,Dt) dans la zone :
2

el <6,]el °F =1, on s, > o0.

Dans cette zone, l'opérateur L(t;g,Dt) est approché par 1l'opérateur

L?oMoﬁ

-1 o 2

o 2 2
t Dt +1 53 Lo =12 Dt +ut

: gz+vg‘.

M(t,Dt) = A

L'opérateur L?(t;E,Dt) étant un opérateur du type de Fuchs quasi-
homogéne et elliptique pour t # O ; il existe ¢ > O telle que : pour tout

£ € R \ {0} et pour tout u(t) EQ‘(R), on ait :
(3.2) el 1e? w o+ gl pul + 002 W < el 1LS(EE,DDul

On applique ensuite cette inégalité 3 M u(t) pour u(t) € DR) au
\
lieu de u ; ceci nous améne 3 &tudier de fagon précise les opérateurs diffé-

rentiels du type M(t,Dt) dans des espaces de Sobolev avec poids.

m

Plus généralement, soit M = M(t,D ) = }' a. t39 pJ s D_ = -
t j=='0 ] t t dt

m€E€ N, q réel > 1, aje&]:et-aj = 0 si qjéN. On note :
VPR = fwe BPTECR 5 (e ol e () 5 ogim, oshop)
WSR) = (we BN(R) 5 0] we L (® s0<h <)

munis des normes canoniques, pour p et k entiers > O.

On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 3.2. Sous la condition (H) suivante :

(H) ¥te R, ¥r € R, M(t:t) # O

’p(R) dans Wﬁ(R), cet indice est

1'opérateur M est injectif et 3 indice de Wr;l
b

indépendant de p et k.
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Cette proposition 3.2 est une conséquence de la proposition 2.2

par le changement de variable dy = £ 94 de.

On applique alors cette proposition 3 partir de 1'inégalité (3.2)

dans laquelle u est remplacée par M u, u € D(R), on obtient en particulier :
3.3) lel v+ [g® 1% + 102l + 1e% Dhul < el @S 0 Wyl

et par ailleurs, on a : (L - L? o Mul < c(g,Gl) flull,  pour

supp u C [}11,Ti] et o Wull, désigne le premier membre de (3.3) et

lim c(E,él) = 0.

6190

|g]>e
Donc, il existe ¢ > 0, A > 0 et 51 > 0 tels que : pour tout
u €D (R) avec supp u C [-Il,r;] on ait :

4

(3.4) el var + g2 netu + a02u + 1e% Dlul < e IL(t,€,D, ) ul

28me étape. On étudie l'opérateur dans la zone :
2 2

o2 §_|t|'j 53 ‘El 9 -1, avec0 <6, <6, .

T =8, [l 3 2 <9

Dans cette zone, 1l'opérateur L(t;E,Dt) est approché par 1l'opéra-

o . ;0 _ .0 - 2 2 .2 g 4
teur L2 o M od L2 = Lz(t,E,Dt) = A Dt +utt g+t & .

Pour 1l'opérateur Lg, on utilise comme dans le premier exemple,
.. . e e e 2 o 4 2 2
la condition d'ellipticité générale : A T + t & + ut & # 0 pour t # O,
(g,1) € R2 N\ 0, puis comme dans la premiére &tape, on compose avec 1l'opé&ra-

teur M gr3ce 3 la proposition 3.2 ; on obtient ainsi une estimation du type :

3.5 fgl?0ef ut+ [g]*1e® wl+ 002wl +1¢% D} ul

i.clIL(t;i,Dt)uu

pour || > A, 63 assez petit et u€ T(R), supp u C Erz,rzj U [—13,-T2] .
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38me étape. On &tudie 1'opérateur dans la zone : T, = § ]EI‘Z/O

4 4 <|t|l <

avec 0 < 64 < 63.

Dans cette zone, l'opérateur L(t;i,Dt) est approché par 1l'opéra-

o_ .0 - 0 4 o /4 2
teur L3 = L3(t’E’Dt) =t Dt + t E + A Dt.
Pour l'opérateur Lg, on utilise la condition d'ellipticité géné-
rale : t° 74 + t° 54 + A T2 #0 pour t # 0, (§,1) € R2 N0,

et la proposition 3.2, ce qui donne :

(3.6)  lel® 1e% wl + 1e% 0¥ ul + 102 Wl < e WL(E,E,D ) ul

pour IEI > Aet u€ DM, supp uc [14,61.

48me Eétape. A 1'aide d'une partition de 1'unité@ convenable, on obtient fina-

lement 1l'estimation (3.1).

A partir de l'estimation (3.1), on déduit les estimations optimales
3 partir desquelles on déduit classiquement que 1'opérateur L est partielle-

ment hypoelliptique dans R2.

- . . - . . 2
Pour &tablir qu'en fait 1'opérateur L est hypoelliptique dans R",
on remarque qu'avec les mémes conditions et les mémes techniques, on peut

étudier les opérateurs L o Ai s k €N, ce qui en-utilisant les résultats

,C
de (1), (11) permet 1'étude des opérateurs maximaux associés aux opérateurs

k . . ' . . 2 k 2
€ €
Lo Ax,t et en particulier d'obtenir que si u €L, et (Lo Ax,t) u Lloc’

alors u a, localement, la régularité maximale souhait@e ; 3 partir des esti-

. . s s . . s 2
mations directes, on déduit finalement que L est hypoelliptique dans R .

Remarque. L'hypoellipticité de 1l'opérateur

_ _ .0, 4 4 2 2 2 . . .
L = L(t’Dt’Dx) =t (Dt + Dx) + A Dt +ut DX + v Dx implique évidemment
. e . 2 2 .
1'hypoellipticité de 1'opérateur L(t,0,D.) = (£° Dt + A) Dt et par suite

2

et ceci n'est guére

1'hypoellipticité de 1'opérateur M(t,Dt) =t D
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étonnant puisque la condition (H) de la proposition 3.2 est, d'aprés un résul-
tat de Kannai (8) une condition suffisante d'hypoellipticité. Cette condition
est également nécessaire et suffisante pour qu'on ait 1'estimation a priori

2 . - . - . .
L~ optimale. Ce résultat est utile pour étudier des cas plus généraux.
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