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REGULARITE ANALYTIQUE POUR LE PROBLEME DE
DIRICHLET DANS UN DOMAINE IRREGULIER.

par

M. S. BAOUENDI
Purdue University

J. SJOSTRAND
Université de Paris-Sud

Nous donnons ici les résultats essentiels d'un travail à paraître
[3], nous référons à cet article pour le détail des démonstrations.

Nous étudions la régularité analytique du problème de Dirichlet
pour certaines équations elliptiques (ou elliptiques dégénérées) du second
ordre dans des domaines pouvant avoir au bord des singularités du type co-
nique. Le résultat étant local, nous nous restreignons à un voisinage de
l'origine dans 3R .

Soit Î2 un ouvert de E . On suppose que l'on a : 0 £ SÏ et qu'il
existe un difféomorphisme analytique X s V , —> V^ entre deux voisinages
ouverts de l'origine vérifiant X(o) =o et X(îî ^ V , ) =Î2 Q V. , où Sî1 0 Z 0

est un cône ouvert de 1R . S i on suppose de plus que d%(o) ss 1 (on peut
toujours s'y ramener après composition avec une transformation linéaire),
on voit que f2 est indépendant du choix de X et on le désigne par ̂  (Sî) ,
le "cône tangent" de iï au point 0.

Soit P(x, D ) un opérateur différentiel du second ordre à coeffi-
cients analytiques au voisinage de l'origine de ]R . O n suppose que P s'é-
crit sous la forme
( 1 ) P ( x , D ) = P ( x , D ) + P ( x , D ) = Z a (x) D01 + Z at (x) D01

|a|^2 a |a|^2 a
avec a et a' satisfaisant :
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^-

II existe K €.'3 , K^-2, tel que les a^ soient des polynômes ho-

(2) ^ mogènes de degré H+K, et a^ s'annulle au moins à l'ordre

H+K+1 à l'origine.
^ ' .

On suppose aussi que l'on a ;

po est ^liptique sur ^(Î2) \ {o}, et est proprement elliptique

j pour n=2.

On note que si P est elliptique (proprement si n==2) à l'origine,

(1) (2) et (3) sont vérifiées en prenant K=-2 et P (x,D) = p(o,D) où p est

le symbole principal de P.

En coordonnées polaires, on a

^(Sî) == {(r,9) ; r>o , 9 € œ }

où (A) est un ouvert de la sphère unité S11" .

L'opérateur P devient en coordonnées polaires

2 2—-Î
(4) P^ Q^(9,DQ,r D^) = ̂  ï A (B.DgXr )̂

j=o
où A , est d'ordre 5 j. Soit a.(6,n) le symbole principal d'ordre j de A..

On pose :
2 .

(5) a(9,n,z) = S a.(9,n) z J.
J-o J

(6) r = { z € Œ ; a(9,n,z)=o pour (9,n) € T^'^ {o}, 9 €Ïo}.

L'ellipticité de p^ dans ^(ft)\ {0} implique que A.(9,DQ) est

elliptique dans œ et que a^) = A^(9) ne s'annulle pas. F est alors un

cône fermé du plan complexe ne rencontrant pas l'axe imaginaire pur. On

pose r^ = { z ê F ; Re z >o} et î^ l'enveloppe convexe de F U 1R . On

a encore besoin d'introduire la condition suivante :
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Après un difféomorphisme analytique préservant 1 origine, on a

(6) angle r^ < TT/H.

Si P est elliptique à 1Torigine avec un symbole principal réel en

ce point, alors la condition (6) est vérifiée ; en effet, après un change-
/s

ment de variables linéaire P devient ± A et F = F =tRo •4- + +

On désigne par C°°(^) l'ensemble {u| ; u e C^dR11)}. On peut

maintenant énoncer le résultat essentiel.

Théorème 1 : On suppose que P vérifie (1) , (2) , (3) et (6). Si u C00^),

et Pu et uL ont des extensions analytiques à un voisinage ouvert de

l'origine dans (R , il en est de même de u.

On donne maintenant une application du théorème 1. On dit qu'un

ouvert U de (R est un polyèdre analytique si au voisinage de tout point

x € 3U, U est défini par :

^(x) > 0,...., ^(x) > 0

où les fonctions ^ i » ^ - » ^ ! , sont analytiques, réelles, indépendantes,

définies au voisinage de x et vérifiant ^ (x ) = ... = ^ (x ) == 0.

Dans un voisinage V de x on peut donc choisir un difféomorphisme analy-

tique x ; V 3 x ——> (yp.. . ,y^) é X(V) tel que y. = tf. (x) pour

1 < j < k. On a alors x(VF\ U) ^ x(V) H -Q où ^ est ici le cône défini par— — o o *

y, > 0,...,y, > 0. On peut donc énoncer :

Corollaire 2 : Soient U un polyèdre analytique dans R11 et P(x,D) un opéra-

teur différentiel elliptique d'ordre 2, à symbole principal réel, et à

coefficients analytiques au voisinage de ÏÏ. Si u € C00(V), et Pu et u ont

des extensions analytiques aux voisinages de ÏÏ et SU respectivement, alors

u s'étend analytiquement au voisinage de ÏÏ.
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II est clair que U peut aussi avoir des singularités isolées.

Par exemple si

9 n'"1 9
U = {x € îR ; x > ^ X . , 0 < x < 1} ,

i=l x n

la conclusion du corollaire 2 reste inchangée.

Plusieurs auteurs ont étudié des problèmes aux limites dans des

domaines admettant des singularités coniques, nous référons pour cela à

[6] et [5] et leurs bibliographies. A notre connaissance, les résultats

d^nalyticité obtenus ici sont nouveaux même dans le cas du Laplacien (na-

turellement le résultat d'analyticité du corollaire 2 est bien connu quand

le bord de U est analytique [7]). Observons aussi que, quand ^ U {0} est

un voisinage de 0 dans R , le théorème 1 est essentiellement contenu dans

[2]^l.

Idées de la démonstration du théorème 1 .

Pour simplifier on se limite ici au cas n = ^Ç (î2) , P = p et
o ~o

K = 0. On a donc, en coordonnées polaires,

P = Q^6,Dg,r D .̂)

où Q est donné dans (4).

Si B est la boule unité fermée de IR11 et u £ C^îT C\ B), la trans-

formée de Mellin de u est définie par

f 1 ^
u(z,9) = r z u(r6) dr , Rez < 0, 6 € a)

- o

(voir \2] pour les propriétés de cette transformation).

Pour z c Œ, on pose :

A^A^e,Dg) = l Aj(9,Dg) z2-^
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Si u 6 C (t2 n B) et Pu == v , . on a
(7) Az S ( z , 9 ) = ^ ( z , 9 ) + C ( 9 ) + C , ( 9 ) z
où C et C , sont des combinaisons linéaires de u ( 6 ) et —^(ô).0 1 dr

Le théorème 1 résulte assez facilement des deux lemmes suivants.

Lemme 3 : Si u € C00̂  H B) , plate à l'origine, et satisfait Pu = 0, u| = 0—^ 3ù2
alors u = 0.

00 —— iLemme 4 : Si u € C (î2 H B ) , u[^ = 0 et Pu s'étend analytiquement à un
voisinage de 0 dans SR , alors la série de Taylor de u à 1' origine est con-
vergente .

Idée de la démonstration du lemme 3 :
r\^Comme u est plate à l'origine u ( z , 8 ) est entière en z à valeur

00 ——dans C ( œ ) . ( 7 ) devient
(8) A, S ( z , 9 ) = C ( 9 ) + C , ( 9 ) z .

Z 0 1

II suffit de démontrer que l'on a pour tout z g- C
( 9 ) | | u ( z , . ) l | . ^ C ( l + | z | ) .

L-(O))
, A , .On montre alors que pour z &. F et j z | assez grand A est inver-• z

sible comme opérateur de H (oj) dans H (a) ) avec un contrôle sur la norme
de A . Pour obtenir ( 9 ) dans tout le plan complexe, on utilise le théorème
de Phragmèn-Lindelof. Pour cela, on a besoin de majorer A sur des droitesz
parallèles à l^xe imaginaire pur et tendant vers l'infini. On utilise des
résultats sur les opérateurs de classe C^ de [4] (ici p > n - 1 ) .

Idée de la démonstration du lemme 4 :
e\,Ici u ( z , 9 ) est méromorphe et admet comme pôles 0 , 1 , . . . k , . . . ; ce

sont des pôles simples, les résidus étant -u ( 9 ) , . . . , ~ u , ( 9 ) . . . , si le déve-
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loppemment de Taylor de u à l'origine est
00

u ^ I ^ u (6).
k=o

On pose

û(z,9) = sm(27rz) S(z,9)

Pu = v et

v(z,9) = sin(2-iïz) ^(z,9).

De nouveau, on utilise l'équation (7), des inégalités sur la

norme de ^inverse de A ainsi que le théorème de Phragmën-Lindelof pour

montrer que l'on a, pour tout z C

(10) |lû(z,9)l| , ^ C e^l.
I . (0))

On déduit de (10) que l'on a

( 1 1 ) llu^ 1 "k+l-
L (œ)

En utilisant ( 1 1 ) et des inégalités sur les polynômes homgënes

r ^(S) (inégalités du type Bernstein voir LQ ) » on conclut que la série

de Taylor de u à l'origine est convergente.
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