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DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DU NOYAU RESOLVANT
DîOPERATEURS ELLIPTIQUES.

par

D. ROBERT.

1 . Introduction.

Soit a(x,D) = Z a (x). D un opérateur elliptique positif
|a[ j$.m a

sur un ouvert !î borné de 3R11, assez régulier. Soit A une réalisation au-

auto-adjointe, positive de a(x.D) dans L2^) (C00(î2) £, D(A) c, H (H)"o m

et A est un opérateur fermé). Supposons de plus que a êC00^) et que

in>n. Alors, d'après S. Agmon [l] , pour À ^ Œ \ ([o,+œ[) l'opérateur

(A-À) a un noyau continu sur S îxS Î que l'on note K.(x,y). Dans leur
A

article [2] , Agmon et Kannaï ont montré l'existence d'un développement

asymptotique en À de K,(x,x) dans le complémentaire d'une région para-

bolique entourant [o,+<»[. D'une manière précise, on a :

q/-l -K» .1
K (x,x) ^ (-À) m . 2 C.(x) (-X^

j»o -I ^Q

uniformément sur tout compact de Î2 pour J À J > 1 et d(X) >\\\ m

où d(À) =dist (À, [o,+œ[) et 0 < y . De plus, si pour |a[ =»m , a est

constant sur ft , alors le développement a lieu pour tout 0< 1 . Nous nous

proposons de montrer ici que ce dernier résultat est encore vrai même si

pour [a| ^m , a est variable. La méthode utilisée pour obtenir ce ré-

sultat consiste à construire une bonne paramétrix pour l'opérateur

a(x,D) -À sous la forme d'un opérateur de Fourier associé à une phase

adaptée à l'opérateur a (x,D). La notion de phase adaptée a été utilisée
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par Hormander [5] pour l'étude de la fonction spectrale d'un opérateur

elliptique auto-adjoint.

2. Notations. Hypothèses, Résultats.

^ n oo n
Désignons par C (1R ) l'espace des fonctions C sur ]R cons-vt

tantes en dehors d'un compact. On se donne un opérateur différentiel

a (x,D) = Z ^^^ Da dîordre n^n à coefficients a € C^dR11).
H^m a ^

On fait les hypothèses suivantes :

(H ) a (x,Ç) = 2 a (x) • ̂  est réel et |a (x,Ç) | > E . [çF pour
' i" a ^ ï n m • — . t i ' .

tout (x,Ç) 0 TS^x IR11 ,

(H^) a(x,D) = a'(x,D) + b(x,D) où a' est un opérateur différentiel

d'ordre m, formellement auto-adjoint, (B d'ordre < m-1.

Soit A (resp. A') la. réalisation de a(x,D) (resp. a'(x,D))

dans L^IR11) de domaines : D(A ) = D ( A ' ) ==H (IR11) . On a alors le :o o m

Théorème 2.1.

1 ) II existe une yâgion ^ du plan complexe de la forme :

^ s£ {\ € € , jlm \\ ^ C ( 1 + | X | ) m }

dans laquelle la résolvante (A -\) existe.

2) Pour tout \ e ^^ , ^o"^ est un op^^t^w intégral de noyau

K, (x,y) continu et borné sur E^x M11.
A

2) On a le développement asymptotique :

, , s-i ^ -l
(2 .1) ^"'(x.x) ^ (-X) . S C.ÇxH-^ où C.e.C^dR11)

j=;0 J J •*

au sens suivant : pour tout réel Q< Ï pour tout entier N> 1 il existe

C(N,9) telle que :
n-! -1 n-N _ ^

iK(o) (x,x) - (-Xf Z C ( x ) ( - À ) m | ^ C ( N , e ) | X | m

j <N -'
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^npour tout x e 1R , ^ ê ^ » , | Im À | > | À |o
i-e/m | x | ^ i

où \ désigne la détermination définie sur (E-(]-00 ,a[)^ positive sur

]o,+°°[. En particulier^ si a (x,Ç) >o pour tout Ç e ]R11 , o?t a :

c^(x) = (2n) a^(x,Ç)^l dÇ .

Dans le théorème suivant, nous donnons un résultat analogue pour
f\

des réalisations dans L (Sî) où Cl est un ouvert de 3R . Soit alors Sî

un ouvert ayant la propriété du cône. Soit A' une réalisation autoadjoin-
^

te de a 'Cx .D) dans L (Î2) de domaine D(A 1 ) c H (iï). On considère une— m
réalisation A de a(x,D) de domaine D(A) ^ D C A ' ) et on fait sur cette

réalisation l'hypothèse :
. . » < 2(H^) L'adjoint A de A est une réalisation dans L (Î2) de

l'adjoint formel a^Cx^) de a(x,D) vérifiant DCA*) & H (ft).m

Théorème 2.2.

1) et 2) Comme dans te théorème 2.1.

3} Pour À e5à soit K, (x,y) le noyau de (A-X)~ . Alors : vouro A *'
tout Q <\ s N entier > 1, p réel > Oj il existe C(0,N,p) > o telle que :

Vl ^4
|K^(x,x) - (-X) Z C.(x) (-X)

1^imÀy •
1^

AI

i-e

t

6(x)
/m

À -^ 1

ImÀ

f2. 2J
j < N

^ C(9,N,p)

j
À

n-N
m

pour tout x € f t , À 6 ^ , I À I > 1 » | l m X | > |X

ou lton a posé : ô(x) ss Min { 1 , dist (x, 8ft)} .

Remarque 2.3. Si l 'on suppose que a (x,Ç) > o pour tout (x ,Ç)eIE n x IR11

on peut remplacer, dans les estimations précédentes, J Im À [ par

d(À) = dist (X, | o ,+œ[) .
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Les points 1 ) et 2) des théorèmes 2 . 1 et 2.2 sont classiques

(Agmon [^] ) . Le point 3) de 2 . 1 résultera de la construction d'une para-

métrix et le point 3) de 2.2 résultera de la comparaison des noyaux résol-
vants de deux opérateurs elliptiques.

3. Construction d^ne paramëtrix pour a ( x , D ) - À :

Nous précisons d'abord la classe des fonctions de phase qui vont
intervenir dans la suite. Soit 0) un ouvert convexe de 3R11 .

Définition 3 . 1 .

On appelle phase classique sur œxa) x IR11 toute fonction

^ : œxœxIR1 1——> TR vérifiant :

((()? ^ 6 ( " (ODXOÛX (3R11- {o})),

(((^) ^f est homogène de degré 1 en Ç

(0^) < x -y ,Ç > =o entraîne ^(x,y,Ç) = o

(^) grad^ ^(x^^))^^ = Ç .

Le prototype étant la phase (x,y,Ç) —> < x-y,Ç > la terminolo-

gie est justifiée par la :

Proposition 3.2.

1 ) Toute phase classique ^ sur œxœxIR 1 1 admet la représentation :

^ (x,y,Ç) ^ < x-y, ((>(x,y,Ç).Ç > où (j) est une application C°° :

(DxoûxCiR1 1- {o}) ——> M (]R) où M (IR) est l t espace des matrices carréesn n

(n,n) à coefficients réels ̂  $ étant homogène de degré o en Ç et

(})(x,x,Ç) M 1^ •

2) De plus^ pour tout x ê ^ j il existe un voisinage ouvert œ de

x^ .,o)^cC(jû- tel que Ç |——> <jï(x,y,Ç).Ç soit une bijection de ]R11- {0} sur
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IR -{0} p^ur tout (x,y) e œ. x œ ê* que l'application inverse ^ véri-
00 T^

fie : ^ 6 C ( œ . x ( j û x ( ] R - { o } ) ) , i j ; est homogène de degré 1 en n -

Démonstration :

La formule de Taylor donne immédiatement :

3 n f 1 92

sr (x?yîo ' z ^k-y^ sz-sr ̂ ^s^ ̂  dt
J k^l - ' 0 k j

f 1 S2
Posons : a. (x,y,Ç) = .s-— -̂ (y+t(x-y) , y, Ç) dt.

J 'o k -j

D'après l'identité d'Euler pour les fonctions homogènes, on a :
n 9

(x,y,Ç) = Z Ç —— (x,y,Ç) = Z ^k""7^ a^k (xîy>o ç. -
j=l J "j kj J ' J

^fO

On obtient donc 1 ) avec ^ss (a.,). ,. Il est clair que (()).)
J K J , K, * 4

entraîne : <}>(x,x,Ç) a3 1 . Par conséquent, pour œ' assez petit,

x € 0)' ccœ , <l>(x,y,Ç) est inversible pour (x,y) 0)' x 0)' et ç 3R^~{o}.

Pour établir 2) , on est amené à résoudre le problême de point fixe : étant

donné T} ê3R , |n| = 1 , montrer qu'il existe Ç € 3R -{0} unique tel que :

(3.1) Ç = ^'(x.y.Ç). n .
en

Le caractère C de ip résultera du théorème des fonctions

inverses. On remarque d'abord qu'il existe C > 1 , indépendante de

(x,y,n), telle que toute solution de (3.1) vérifie : ~ < |Ç[ < C.

Désignons par Q la couronne de 3R11 : Q = {Ç € IR11, — < |ç| <C}.

On montre alors que Ç 1——> <j) (x,y,Ç).n est contractante dans Q pour

|ri| == 1. On a :
-1 n f 1 ^ -1^ (x ,y ,ç )= i^+ z (^-yi) ir"(p (^^(y-^)» y^) ^ ^

1=1 ^o i

(3.2) ^(x^Ç) -^^x.y^') =

2 ^i^P^f ^^^^^^(y-2^^^) -^ l(x+T(y-x),y,Ç')^ dï.
i=l L 1 ^iJo^ -1
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Or, qc^ = { Ç eK11, ^^Max |q| ^ C} et pour tout Ç ,

Ç' € Q ' on peut joindre Ç à Ç T par une ligne polygonale composée au

plus de (n+1) segments, chacun étant de longueur ^ [ Ç - Ç ' | . Par appli-

cation de la formule de Taylor en Ç au second membre de (3.2), on trouve

alors qu'il existe 6 > o tel que :

|<T (x,y,Ç) - ^'(x.y.Ç')! ̂  J Ç - Ç ' I pour (x,y) 6 œ[ x œ| , |x-y| ^ô

et Ç ̂  € Q. On peut donc résoudre le problème de point fixe (3.1) pour

x,y € 0). , boule centrée en x de rayon assez petit.

Dans la suite, nous utiliserons les symboles classiques de

Hormander :

Définition 3.3.

Soient oj un ouvert de tR^ ^ k rêôî^ on désigne pay S^œxœ, IR11)

la classe des symboles p(x,y,Ç) C suy (jû xo) x IR11-^} tels que pour

tout compact Kcœ, pour tous multi-zndzces a^ 3., y il existe C
K,a,g,y

vérifiant :

ID^ ^ D! • ^^I^K.a.e.Y0^1^^1 pcur x , y c K , Ç êK 1 1 -{o}.

Nous utiliserons également le formalisme des intégrales oscil-

lantes (Hormander [ô] ). On a alors le corollaire suivant de (3.2) :

Corollaire 3.4.

Avec les notations de la proposition ( 3 . 2 ) on a : il existe une

fonction I(x,y,Ç) définie sur a) x œ xlR11-^}, 1 ê S°(a) xco , IR11 ) ,

homogène de degré 0 en Ç telle que :

u(x)=(2]I)"11 f f e1 (x^^ i(x,y,Ç) u(y) dy dÇ pour éoué uéCOO(œ,)
J J o 1

Déplus^ i ( x , x , Ç ) = î poi^ (x,Ç) cœ , xlR11^^.

Démonstration : On part de : u(x) = (2n)~11. [ j e l < x " y ^ > u(y) dy dÇ =
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lim 2n~11 f f e^^^xCe.Ç) u(y) dy dÇ
e -̂o •'•'

oo n f o si | Ç | ^ 1
où x & C (ffi") et x(Ç) as \ i

l 1 si |Ç|4

D'après la proposition (3.2), on peut faire le changement de

variables : Ç as <j)(x,y,r)) .F) • II suffit donc de poser I(x,y,r|) ==

I ———-."———1 . Le corollaire résulte d'un calcul classique sur les

intégrales oscillantes.

Nous allons construire une paramétrix à droite pour a(x,D)-À

sous la forme :

^(x,D) uCx)^!!)""11 [f e14^^0 p (x,y,Ç) u(y) dy dÇ
A JJ A

où Y est une phase classique à déterminer, ^ € S (œ, xœ. , IR11) et

u ê C (œ,).o 1

Posons : P(x,z,y,Ç) = VCz.y.Ç) - ^(x.y,^) - <z-x, grad ^(x.y.Ç) >
2k

x,z,y 60) et ÇéIR11- {o}. On a d^prês la formule de Taylor :

p(x,z,y,Ç) = S ( z . -x . ) ( z - x ) a. (x,z ,y,Ç)
l ^ j , k ^ n J 3 K K JK

f 1 32 1où a. (x,z,y,Ç) = (1-t) -g-—g— (z+t(x-z), y,Ç) dt €. S .
Jk ^ ^k ^j

Posons pour tout entier h > 1 :

—r-r" = ^ gn( x » z »y»Ç) (z-x) où g^êS , homogène de degré h en Ç ,
n - |e|=2h y Q

On a le résultat suivant, qui permet de calculer le symbole du composé

d'un opérateur Fourier-intégral et d'un opérateur différentiel :

Lemme 3.5.

Pour tout f CC00^.) on a :

,-i^,y,S). ^B) \ti)^^-^.^). ï _^9)(,,ç)
L J |a+e|^na- x

[^•«J^
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Q

où a^Cx .n ) '—— a(x,n) et £ - grad ^(x,y,£).
Sn^

Démonstration ; Posons G(.x,y,E,)»e~i^(xfy^\si(K,•D)[f(.)el•^(i•ysQ] (x)

On a : G^(x,y,£) » e-1 4>. (2II)-11 f f e1^-2 '11 '
' t? ( F\

a(x,n) f(z) e ^y'^ dz dn

Pour tout entier H^ l :

f(z) e^^y'^fCz) e1^^'^ <z-x .£x>) *

("S1-^) .e i47<x»y^). R,(x,z,y,£).

H-l . h1130

Posons F(z) =(e lp- Z (lp) ) (ip)^. On a alors :
h=o h '

R^(x,z,y,£) =ei<z~xf^> F(z). f(z). (ip)11. D'où :

G-(x,y,£) = Z (2^)"n f f e l < z~ x ' çx~n > . g . (z-x)9 a(x,n) f(z) dz dn
r |e|^2(H-l) j j u

+ H ! 2 (2II)~11. f f ex<z~x'çx~rl>g,..(z-x)e. a(x,n) f(z) F(z)

l9!'211 J J dzdn

En faisant les intégrations par parties habituelles sur les in-

tégrales oscillantes et tenant compte de :

a<G)(x,ç•^)- £ ^ a<a+9) (x,^) ^
x |a+Q|<m a' x

On obtient le lemme (3.5). On déduit alors la formule de base

pour la construction de la paramétrix .fP, : soit p é S (œ, xoj. , 3R ), à

support compact en (x,y) indépendamment de Ç . Pour o < j <m posons

a.(x,Ç) = Z a (x). Ç . On a alors :
• 3 |a|-j a

(3.3) e'14 ' (a(x,D)-À) (p.e1^) « ( a (x, grad, P ) - ^ ) . Pm x

I ^af^îx^rad^). [D .̂p)]
o^j-la+Ol^m-l a' J x 2 0 z=x

o < j < m

La paramétrix se construit alors par approximations successives

en divisant certains symboles par (a (x,grad ^-À) pour À é 3R .
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La perte de précision dans le développement asymptotiaue de

K^(x,x) lorsqu^n passe des coefficients constants aux coefficients varia-

bles, est due aux dérivations en x des termes : (a (x, grad ^(x.y.O-À) .m x
Ce phénomène a été nettement mis en évidence par Pham Thé Laï f7l

Cette remarque conduit à choisir une phase telle que :

a^(x, grad^ ^(x,y,Ç)) ss a^(y,Ç). Ce qui est possible par le :

Lemme 3.6. (Hormander [ 5 ] ) .

Pour tout x é3R il existe une boule ouverte œ centrée en xo o o
et une phase classique sur (jo xœ x 3R11 vérifiant a (x,grad ^(x^y^Ç) ss

a^(y,Ç) pour x,ye.o^ , Ç e 3R11.

Démonstration : Pour |Ç| == 1 on résoud le problème de Cauchy local du

premier ordre : f 8 ^ g^d ^f) a8 ^(y^)j m A, m

-j < x -y ,Ç > = o alors ^(x,y,Ç) = o

^grad^ ^ (x^y^Ol^y = Ç

dépendant des paramètres (y,Ç) décrivant un compact. On prolonge ensui-

te ^ par homogénéité en Ç . ^ est unique dans un voisinage fixé de x .

Définition 3.7.

L'unique phase classique vérifiant le femme 2.6 sera appelée

phase adaptée à a(x,D) dans le voisinage (^ de x .o o

Soit x ê 3R . On se place dans un voisinage ouvert œ, de xo - ° 1 o
dans lequel existe une phase adaptée à a(x,D), on suppose œ, assez

petit pour que la proposition (3.2) et le corollaire (3.4) soient véri-

fiés. Soient (D^ ouvert, x^eo^cco^ et )( eC^o),) telle que \ - 1

sur 0)^ . On pose I^(x,y,Ç) = y(x) . \(y) i(x,y,Ç). On construit alors
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/"5 /^ +ao

S^ sous la forme : 3^(x,y,Ç) = £ p^ ^(x,y,Ç) où

^À S S"111"^!^,,^). k"0

i,(x,y,Ç) i(x,y,Ç)
On pose P^(x,y,Ç) = ̂ ^ .̂, » ̂ ^ .

D'après (3.3), on a :

e~1 (a(x,D)-À) (p^. e1 9 ) - 1^(1,y,Ç) - R^ ^(x,y,Ç)

r (x,y,Ç)
où R^^ es tde la fome R^(x,y,Ç) - ̂ ^—^ avec

r^^ e S (o^ x œ ^ , ffi ) et r^ ^ est une somme finie de termes homogènes

de degré positif en Ç . (C'est la propriété de phase adaptée qui permet

d'avoir cette forme simple pour le reste R , ). On construit ensuite :
0 ,A

r^i(x,y,Ç)
PI ^(^y»?) = ——î——————-K où r' est la composante

( a ( y , 0 - À ) 2 OJ
m

homogène de degré m-l de r . O n obtient par (3.3) :

e'^CaCx.D) -À) (p^. e1^) = R^(x,y,Ç) - R^ ^(x,y,Ç)

r. .(x,y,Ç) r (x,y,Ç)
où R (x,y,Ç) = } ' } + — k 2 — — — — — a v e c

V^0 À . (a^(y,Ç)-À)2

r^^ & S"1' (œ^xolp ; r^ e S2111'2^^ xœp et r^ j et r! 2 sont des

sommes finies de termes homogènes de degré > o en Ç.

On a : e^^x^-À) [(p^^P^) e1^] = I^(x,y,Ç)-R^ ^(x,y,Ç)

On obtient ainsi par récurrence sur l'entier N > 1 des symboles

^À et YÀ vérifiant :

(3.4) e~1^ (a(x,D)-X) [( Z p. .) e^] = i - R -
j=0 -1'^- 0 "«^

(3.5) p^ - î̂  .....^!L___
- '> ' ' / ' - , ^ ^ < ( - / • \ \ N'*" 1(a -A) (a -À)m m

où ^ L- c s » est homogène de degré km-N si km-N > o et a = 0i N , K _ ^^ ~

si km -N < 0.
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<"> Y.-^i——-^m (a -À)m

où r ^ S , est une somme finie de termes homogènes de degré

positif en Ç .
N

Posons îP , (x ,y ,Ç) = 2 P, ^ (x ,y ,Ç) . On obtient alors :
9 k==o 9

[(a(x,D)-X) o ^ ^(x,D)] u(x) » u(x) - R^ ^(x,D) u(x) pour
00

tout u € C (co ) . Il vient alors :o o

5^ ^(x,D) u(x) » (A^-X)" 1 u(x) - (A^-X)" 1 o R^ ^(x,D) u(x)

Notons respectivement par K €? , et K R^ , les noyaux-

distribution des opérateurs S^ ^ (x ,D) et R^ , (x ,D) . On a l'égalité :

(3.7) K3^(x,y) - K^^y) » f K^^x^z) KR^(z,y) dz

pour tout x,y € a) .

Démonstration du théorème 2 ^ 1 .

Puisque m > n , on a : K^ .(x,x) = (2n)'"11 f ^- .(x,x,Ç) dÇ.
ri » A J n IN, A

D'où par un calcul classique, on obtient :
iy -1 N -j/

KïP_ ,(x,x) = (-À) lu Z C.(x) (-X) ul où les C. possèdent
"^ j=o J J

les propriétés annoncées.

D^près Agmon [^ij , il existe C > o telle que :

( \ 1 X l vl '
(3.8) iK'^x^y)! < C { ' pour x,y€3R11 et \ ̂  TEL.A -~ j i.m A j

II reste à majorer KIL̂  ,(z,y).

On a les estimations élémentaires :

la^y.O-^l^ic-^.d.lçl+lÀl'S"111

1 ,1 1-1
<C IT 1 i •N1" .(l+IÇl)"'1, o < q < m"~" im A — —
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^ jN f̂) ^^^i.i^-'^^ip^-N-l

(a^(y,Ç)-X)-1 - l111^

Pour N^n , on peut choisir q tel que -jq+jm-N-l=-n-l d'où

1 x 1 N+l ^IKR^ ^ (z ,y ) | ^ C(.^ ^ ) J À | m pour z,y ^œ^ et À ^ ]R. Par consé-

quent, à l'aide de (3.8), on a : pour tout N > n il existe C,,— N,0) > oo
telle que :

1 x 1 N+2 -^-i
(3.9) | K,(x,y) - K^- ,(x,y)| ^ €„ „ . (J-L-r.) . |À | m

"\ v » J / ~ ' " \T '\ v" » J / \ °'\T / » ' ^ 1 T,̂ —TA N,Â — N,ù) Im À
0 '

pour x,y e a) et À .̂ ]R .o

On en déduit que (2.1) est vérifié uniformément sur tout compact

de 1R . Mais en dehors d'un compact K les coefficients de a(x,D) sont

constants. Par un calcul analogue au précédent avec la phase

T(x ,y ,Ç) ss < x~y,Ç > , on montre facilement que (2 .1) a lieu uniformé-

ment sur 3R* - K.

4. Comparaison des noyaux et application.

On se donne deux réalisations d'opérateurs elliptiques d'ordre

m > n : (a^(x,D), A^ , S^) i ̂  ï ,2 vérifiant (H?, (H ) et (H.), où iï.

est un ouvert de ]R ayant la propriété du cône. Soit Si une région du
l-1 °

type ̂  = { X € Œ : |tm \\ ^ C ( 1 + | À | ) m} dans laquelle (A.-X)""1 existe

pour i= l ,2 . Notons par K^^x.y) le noyau de (A.-X)~1 . On suppose que

Sîj 0 ^ 7e i .

On se propose de comparer K, ; et K,' ; dans î2 f\ îî .A À 1 2
Pour cela, on pose : aÏ(x,D) == 2 ^a1 D01 (adjoint formel de a.(x,D)

|a|^m a 1

et ôj(p) - sup \ Z ([^^(xî-.a^^xîl^'a^^xî^a^^x)!)'
l̂ l̂iP ll06!^ a a a 1
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où p est tel que B(p) = {x : |x-x [ < p} Cciï,n^ .

Proposition 4 .1 ,

'Pour tout réel pj^o ^ zî existe une constante c indépendante

de x ^ À et ft tette que :

f\\ ff)\ \\\Ta r m 1 ^ 1 "i 1 ^ 1 ul
^.^ lKœ(x^x^-^2)(x^x^)l<C.4àL-1 2 ô,(p) 1^ + (1M——^

/ , \ / Q \ M, TO r m n TU m ni -j
(4.1) iK^b^-K^Cx^^l^^ [^ ^(p) ̂  (̂ )P]

pour tout À ê ̂  •o

Pour démontrer (4.1) , nous utiliserons le :

Lemme 4,2.

Il existe une constante C > o ne dépendant que des entiers m

2 2ôé n éôHê ^Uê : pour tout opérateur T : L (B(p)) —> L (B(p))
• * ^n
Im TUI T c. H (B(p)), T est un opérateur intégrât de noyau K(x,y) con-

tinu et borné sur B'(p) xB(p)j vérifiant :

(4.2) l^(x.y)| ^ cdiTH^ . IT^) M^ ^ p'11. ||T|1^

poz^r tout x,y€.B(p). Ou ||T|1, == sup ||Tu||, , o < k < m .
K, il j| , K "~" ••""•

B U < 1
» » 0 —

Démons tration : Le leinme est vérifié pour p^ î , d î après Agmon [^H . Pour

P quelconque, on procède par homogénéité.

Démonstration de 4,1. On a classiquement les inégalités :

\\\^
(4.3) ||u|| < C. t . 1 Il (A. -X)u| pour u€D(A.) o < k < m .

K ,ù6 • """* j J.II1 A ( X 0,d6« X """ "̂ "

Notons par ||u|L la norme de u dans H , ( B ( p ) ) .

„ fl si |x|^j
Soit x € ^(K11) ; x(x) SB \ ^ et o ^ x i !

[o si |x|^ •̂
x""x o p

Posons X-(x) = X(-—r-)« On a alors JD X Q Î X ) ! ^ —r-r .

D'autre part :
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(a^(x,D)-À) (Xp.u) = Xp(a^-À)u + Z a^(x) C^ D6 X . DY u
| a) _^m ^
1 3 ^ 0

a=@+y
On obtient donc à l'aide de ( 4 . 3 ) :

| a | = k, u & D ( A . ) , alors :
^i

-n—r H(A . -X ) ut + s In6 v . n\',^/- |ImÀ| L i ' '0 ,1l^lo.P^ c & [l(Ai-»)"lo.p - ^ |DSp.D\|^]lo.p^-'-p^ LI^-'^IO.P + B^ 1° Xp • c'"lo,p
16+fl^ni

l'autre part : \D\\ _ c [(ep)'^! .|u| t (Ep)"'^^) 1D'autre part ; iD'ul ^ C (£p)~l".|u|. . + (ep)111" ^^
''»*-' L 0 » P nia^ • ^ L — ï r- m » P j

où C ne dépend ni de p ni de £ , o < £ < 1.

~® i r15
Pour p ̂  [ À [ » on peut prendre £ == -'̂  d j où :

ii^xp.^uii^^c.iAC.d^i ii"iio,p+ n<,p)si pi i^r"
On a donc prouvé l'inégalité :

• k -mi - I'^T r- i - i nrts TÏT

^ ""'k.p^0. psJiÇ [KY^IO,? + ̂ - <IXIH„,p. !"!„,„)]
^ "**•

valable pour ueH^(B(p)) ; À ê-^ , o j^k^m et p ^ | À J m .

A partir de (4.4), par récurrence sur l'entier j on obtient :
l-l/,

(4.5)|u|^ ^^|.|^.[^-[|^-X)ul^^(^-)i(|»|l»|[^^|u| )]

m1-1^valable pour tout u & H (B(p)) , o < k <m, À é SL et p > •i—1———m — ~ o . — Im À | '

Soit feL^BCp/j)) et u = (A^-À)"1 f - (A^-À)~1? où î est

le prolongement de f par zéro en dehors de B ( p / . ) .
23

Posons S^f = u eCP/ j ) . S^ : L2(B(p/J) —> L^BCp/ .)) et

im S^ £ H^(B(p/j)). D'autre part, on peut prolonger u en dehors de B(p)

en un veD(ApnD(A^> et (Ai-À)v|^ = <^-^IB(P)

= ^- <al-À) (A^-À)-1 î ] |,̂

= (a^(x,D)-a^(x,D))(A^-X)~1 ï|g(p)
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On en déduit :

!|(A^-À)v||^ ^ C î ô^(p). | | (A -X)~ 1 î||_
9 •Î =sr\ -î1=0 1

(4.3) et (4.5) entraînent alors ;

I ^ I T O r m \\\ m h 1 ^n J
( f. ^^ II c II ^ r. l^ i ^ S. f^\ 1 ^ 1 . J^ ^

I ^ I T O r m 1 Ti 1 m h 1 T n j - i(4<6) ll^llko/ < ^ mrr - z ^^ TT-TT + <—ï-rr) 1A K,p/, — j |ImÀ| L^o |ImX| p Im À| J

\\\ /m
pour p > ———— .— im

On a une estimation analogue pour l'adjoint S^ . Le noyau de^ À

S^ étant ^'-(x^) - K^^x^), ( 4 . 1 ) résulte alors facilement de (4.2).
. « ̂ L\\\

Si p < ——r— , ( 4 . 1 ) est vérifiée à cause de (4.3).

Démonstration du théorème 2.2 : Elle résulte facilement du théorème 2.1.

et de la proposition 4.1. en prenant : a, = a^ == a. R, = IR11 , Î2^ == Î2 ,

A, = A et A^ = A.1 o Z

L'application classique du développement asymptotique obtenu

est l'étude de la fonction spectrale des opérateurs elliptiques autoadjoints

positifs.

Proposition 4.3. (Agmon-Kannaï [2] ; Hormander [5 ] ) .

On suppose en plus des hypothèses précédentes (H.), (H^), (H^)

VÂÔ a (x,Ç) > o pour tout (x,Ç) ç. ?2 x IR11 et que A est autoadjoznt

posztzf. Sozt alors : e(x,y,t) la fonction spectrale de PL. On a :

e(x,x,t) = Y(x) . t + (Kt'1"7^ ) t —>+oo pouy tout réel 9 < 1 ^

uniformément sur tout compact de Î2. y(x) ss (2^)"n. mes {Ç : a (x,Ç) < l}.m —

Démonstration : Suivant Agmon [3], on utilise la formule de Pleijel :

je(x,x, t ) - —— [ K.(x,x) dÀ| < (1+lT2) 2. S | K ( x , x ) | où y - t+i £,
^(y) A - j

t > o et L(^f) une courbe orientée rectifiable joignant y à ^f ne ren-
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contrant pas [o,-^[ . pour t^o , on pose £= t^m . Soit K compact ,

KCÎ2 . Il résulte de (2.2) (p assez grand) que :
n-e

|K^(x,x)| ^ C(Q). t . Donc, pour la précision cherchée

e(x,x,t) se comporte comme —— K,(x,x) dÀ sur K .
Z-Lii j^yy A

L'estimation de cette dernière intégrale se fait par un calcul

explicite en choisissant une courbe L(J') , compte-tenu de (2.2).

Remarques 4.4.

1 ) Par un calcul plus fin que le précédent, on peut montrer que :
n/, (n-0)/» n

e(x,x.t) = y.(x)t m + 0(t TO . W^) t ^ + » , uniformément

sur Sî (calcul d'Agmon [3]).

2) Dans [5], par une méthode différente, Hormander a établi la proposition

4.3 pour 0 = 1 et Brûning [4] a déduit de ce résultat que l'on a :

e(x,x,t) = y(x). t + 0 [t " TO . ô(x)~1] uniformément sur iï.
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