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HYPOELLIPTICITE PARTIELLE POUR DES OPERATEURS

ELLIPTIQUES ET DEGENERES

par

Jacques ROLLAND

On se propose d'étudier 1?hypoell ipt ici té partielle (i.e

1'hypoellipticité à partir d'un espace de distributions C^dans la

direction normale) d^ne c lasse d^pêrateurs sat isfaisant une cer-

taine propriété de quasi homogénéité.

Soient L(t, D^, D^) les opérateurs définis sur ÎR x 1R11 par

• L ( t ,D^D) « I a. t^H^ ^ ^
x t |a|+J^m a^ x t

k + q j + q ' | a | ê N

où : m ê N , q > 0 , q' ^ 0 , k € 2 . a v e c k + q m ê l N et k + q ' m ê l N et

a^. ^ <C. Leurs symboles L(t ,Ç,ï) vérifient la propriété de quasi

homogénéité suivante :

L(^ ; X^Ç, À^) » \^ L(t;Ç,r)

pour tout X > 0, t € IR, Ç ê (R11 et t <£ tR.

Plusieurs cas ont déjà été traités, en particulier par

Bolley, Camus, Hellfer ([l], [2]), à savoir :

î ) q îs 1 , q T 7 0 qui est le cas des opérateurs du type de Fuchs;

si L( t , D^, D^) est elliptique pour t ^ 0, il es t partiellement hypo-
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elliptique si et seulement si l'équation L ( t , ' ? , D ) u ( t ) = 0 n'admet
que la solution triviale dans J( ( R ) .

De plus si la variété t = 0 n ' e s t pas caractéristique pour
l'opérateur L ( i . e k = - m) on peut remplacer H partiellement hypo'
elliptique " par " hypoelliptique " .

2 ) q Ĵ  1 q ' ss 0. Sous des hypothèses d Téllipticité on obtient
(cf [23) 1'hypoellipticité partielle et on montre que ces opérateurs
ne sont pas hypoelliptique à partir d'espace de distributions qui ne

00sont pas C dans la direction normale.

Les autres cas, que l'on se propose d'étudier i c i , sont les
suivants :

1 ) O^q < 1 et q^ 0. On utilise une méthode permettant de se
ramener au cas q ss 1 et q ' > 0.

2) q > 1 et q ' > 0. On impose une restriction sur la classe étu-
diée de manière à ce que la partie de l'opérateur la " moins dégéné-
rée " vérifie aussi une propriété de quasi homogénéité, on étudie
donc

L ( t , D , , D , ) - Y a t^J^H^ ̂  ,
x L H+j^m aj x t

rr '^r | a | +r ' j

et on distingue deux cas qui correspondent à deux formes de
1'opérateur :

^ ( t - ° x ' ° t ) - , , î . , ĵ t^^'l0' D̂r | a | + r ' j = r r ' J
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r f
a? q^q' ~ ̂  1 • Sous des hypothèses d ' ellipticité on montre

que cet opérateur est partiellement hypoelliptique et on démontre

q u ' i l n ' y a pas hypoellipticité à partir d'espace de distributions
00qui ne sont pas C dans la direction normale.

r 'b ) q-q'- < 1 . Sous les hypothèses d'el1ipticité on montre
que L ( t , D , D ) est partiellement hypoelliptique si l'équation

L ( t , Ç , D ) u ( t ) » 0 n'admet que la solution triviale dans , f ( ( R ) .

Si k » -m » -qr et si q ' > 1 L ( t , D , D ) est hypoelliptique (cf
2i '—

Grusin [ 4 ] ) et si k = -qr L ( t , D , D ) est également hypoelliptique.
2^ L

I. - N O T A T I O N S ET RESULTATS.

On considère les opé ra t eu r s dé f in i s sur 1 x 0 où 1 est un

ouvert de IR contenant 0 et !î un ouvert de R11, par :

L( t ,x ,D D ) . Y a^ t , x ) t k + ^^ t l a lD a ^
|a|+j^m J x t

k + q j + q ' | a | ê IN

où t f i l e t x e î 2 , m < < f N , q > o , q ' ^ o , k € 2 avec k+qm ÇiN et

k + q ' m é i N .

On suppose que les c o e f f i c i e n t s a . sont C°° dans 1 x î2 et
o(J

que l 'opérateur L satisfait la

Condition 1 L 'opérateur L ( t ,x ,D ,D ) est elliptique pour t ^ 0
X To

dans 1 x Q c ' e s t à dire :

pour tout ( t ,x) cl x S2, t ^ 0, pour tout (ï ,Ç)<<iR x IR \ {0 } on a :

I ^, ( t ,x) t^i^H ^ ^ ^ ^
, . cU
|a l+ j=m
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On note L ( x , D , D ) l'opérateur défini par&̂ L

L(X•D.'D^ • i iL»^0 '10^^ '̂| aj^çT^

On suppose que cet opérateur s a t i s f a i t la

C o n d i t i o n 2 L ' o p é r a t e u r L ( x , D ? D ) est e l l i p t ique pour t ^ 0
0> L

dans 1 x îî c ' e s t à dire : pour tout ( t , x ) ^ I x f 2 , t ^ 0 et pour

tout ( T , Ç ) ç î R x R11 \ {0} on a :

I a _ ( 0 , x ) t^J^H S01 T^ 0
|a|^ j»m aj

R e m a r q u e . La condi t ion 2 entra ine la cond i t i on 1 dans un vois inage

de t as 0 éventue l lement plus pe t i t que 1 x Î2.

®̂) cas ° < ^ < ] > ^ T ^ °

Dans ce cas nous f a i sons l ' h y p o t h è s e s u p p l é m e n t a i r e

suivante :

Condition 3 L'opérateur ^ a . (0 ,x) t^'13 +q ? 1 a 1 D01 D j vérifie
|a |+ j=m aj x L

pour tout x <c îî et pour tout (jû Q Œt11 avec | oj | = 1 l ' é q u a t i o n

I ' a . ( o , x ) t k + ^ + ( î t l a l v a D 3 v ( t ) - 0
|a |+ j=m J

n ' a d m e t que la so lu t ion v = 0 dans ^(R11)

On a a lors le r é s u l t a t su ivant :
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Théorème 1-1 . Si ^opé ra t eu r L ( t , x , D ,D ) v é r i f i e les c o n d i t i o n s-——.̂ ———î —««———• ^ ^

1 , 2 et 3 il es t partiellement hypoelliptique dans 1 x iï c^es t à

dire ; : pour tous ouverts l'c 1 et ^'^ft , pour tout uécïl;^'^)

tel que Lu <£ C^I'x^ ) on a : u ê C°° ( 1 T x S7 ) .

Pour q > 1 on se l imi te a des opé ra t eu r s de la forme :

L(t ,x,D D,) . 1 (^^^qj^q-lal^ i
x t |a|+j,<m aj x t

r|a|+r T j^rr î

et on d i s t ingue deux cas qui co r responden t à deux types pour

1T opéra teur

^^x-^ s , . ^ a a^0^)^^10^ Dt j
1 x t r ja l+ r^ - r r ' a:l x t

r T
ces deux cas étant déterminés par la valeur de q - q' -

Dans les deux cas on fait 1 'hypothèse d fellipticité

générale sur L(x,D ,D ) :
X t

Condition 2' ^opérateur L(x,D ,D ) vérifie : pour tout ( t ,x)él x îîji —

t + 0 et pour tout ( ï ,Ç) € IR x iRn\{0} on a :

I ^(o^) t^^^'-l01!^ T-' ^ o
|a |+ j^m aj

r |a |+r t j> r r '

Suivant les cas on f a i t des hypothèses supp lémen ta i r e s :

(B) Cas q - q' ^ •>_ 1 , q >1 , q ' > 0.

Dans ce cas on suppose que L . (x ,D ,D ) vérifie :* ^& ^

Conditions 3 ' Pour tout ( t ,x) C I x n , t ^ O e t pour tout

(T ,Ç) ç FR x tR11 {'0 } on a :
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L , ( x , Ç , r ) = I a .(o^t^^'Hç01 r^ o
r |a|+r ' j=rr ' J

On a alors le résultat suivant :

Théorème 1 . 2 . Si l'opérateur L( t ,x ,D ,D ) vérifie les conditions
«& »

1 , 2 , 2 ' et 3 ' il est partiellement hypoelliptique dans 1 x iï c ' e s t

à dire : pour tous ouverts 1 ' C 1 et i ï 'CS Î , pour tout u € CÏI ; <^'(Sî) )

tel que Lu^C°°(I' x Î2 ' ) on a : uêC0^!' x Î2 ' ) .

r T

(C) Cas q - q 1 - < 1 , q^o , q> 1

On note a « k + ( q - l ) r et ô = q 1 - ^ ( q - l ) .

Sur l ' opé ra teu r L ( x , D ,D ) nous f a i s o n s les hypo thèse s
1 X L

suivantes :

Condition 3" Pour tout ( t , x ) < $ I x tî, t ^ 0 et pour tout

( ï ,Ç) € m. x fR11 \ {0} on a :

I-l(^Ç^) =B , , 1 a.CO^t^H^ ^ T^ 0
rial+r^rr1 J

Condition 3" ' Pour tout œ ^(R11, avec 1 0 ) | = 1 , et pour tout x ê ï ï

l'équation L . ( x ,œ,D ) u(t) = 0

n'admet dans ^7(lR) que la solution u = 0

On a alors le résultat suivant :

Théorème 1-3 Si l'opérateur L ( t , x , D , D ) vérifie les conditions
X L

1 9 2 , 2 ' , 3 " , 3 " ' il est partiellement hypoelliptique dans 1 x Q.
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c ' e s t à dire : pour tous ouverts 1 ' C Cl et ïï' c Cl , pour tout

u C C^d.oD'Cn) tel que LuéC°°(I ' x Q ' ) alors on a : uêO^I ' x iï')

Remarque Dans tous les cas, il se peut que les conditions imposées
ne soient vérifiées que pour t > 0 . S î il en est aussi, en notant
I^ 3S ( t € I ; t^O} on obtient les résultats suivants :

® Cas 0 < q < 1 , q * ^ 0<D

Théorème 1 .4. Si ^opérateur L( t ,x ,D ,D ) vérifie les conditions
X L

1 , 2 et 3 affaiblies, c^st à dire pour t > 0 , alors L( t ,x ,D ,D )
x t

est partiellement hypoelliptique dans 1 x f t .

(D Cas q - q ' ^ ^ 1 , q ^ O , q> 1 .

Théorème 1.5, Si ^opérateur L( t ,x ,D ,D ) vérifie les conditionsx t

1,2^^ affaiblies, c ' e s t a dire pour t > 0 , alors L( t ,x ,D ,D )
^C L

est partiellement hypoelliptique dans 1 x R.

© Cas q - q ' ^ < 1 , q^ 0, q ^1

Théorème 1 . 6 . Si ^opérateur L ( t , x , D , D ) vérifie les conditionsx L
1 , 2 , 2 T , 3 " , 3 " T affaiblies, c ' e s t à dire pour t > 0 , alors L ( t , x , D , D )

X tr

est partiellement hypoelliptique dans 1 x B .

Il est évident que les théorèmes 1 . 1 , 1 . 2 et 1 . 3 sont des
corollaires des théorèmes 1 . 4 , 1 . 5 , 1 . . 6 , c ' e s t pourquoi nous ne
démontrerons que ces trois théorèmes.
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II. PRELIMINAIRES.

1 1 . 1 . Espaces de distributions.

Pour sç iR, H8 ((R11) est l ' espace

H^iR11) » {uC^'OR") ; ( 1 + | Ç | 2 ) 2 u ( Ç ) < S L2^)}

Pour s <£ 1R et rerR, H3^, H^IR")) est l 'espace

I^OR,!!1^11)) = {u&^CR^OR11):; ( 1 + T 2 ) 2^ u(T) L2 (IR, H3" OR11) ) }

Pour s 6!R et r<<lR, H3 'r (fR x |R11) est l ' espace

HS»r<iR3dRn) = {u^'CRxR11) ; (i+lçl^T2)5 2 ( 1 + | Ç | 2)r/2^', u(T,Ç)L2(^RxRn) }
L »X

Nous aurons besoin du lemme suivant :

i oo w
Lemme 2 . 1 Pour tous y 6 . C OR x lR ), S Ê F R , r e IR, il existe une

constante C(s,r ,? i ) > 0 telle que pour tout u éH^^fR x JR11) on ait :

1 1 ^ 1 1 s r n ^ supl(i)l • 1 1 ull s r n + ^SÏT^ 1 1 1 1 ! ! s r-1H^ORxR11) H^'^dRxiR11) H5^ 1 (IRxiR11)

(si r == 0, on peut remplacer dans le second membre ||u|| par
H 5 3 ^ * (fRxîR11)

ll^l s-1 n •H5 1 (IRxR11)

Pour s > 0, H ((R, H (IR ) ) s ' i n j e c t e a lgébr iquement et topo-

logiquement dans H 9 (tR x (R ) .

Nous utiliserons les espaces suivants :

(A) Cas ou 0 < q < 1 .

On note a == k + ( q -Qm et <5 = q ' - q + 1

Si p êîN et s < c f R on note V^9^93 (îR^ x fR11) l ' e s p a c e
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W^^^^^^ufc^^x^);!^0^!'^^^^2^^ ̂  ^'"((R11))?

| a | + j ^m, a + ô | a-[ + j € iN, 0-< h < p

muni de la norme canonique .

^—^ r ?

QD C a s o ù q - q ^ ^ l avec q > 1 et q^> 0.

Si s € 1R on note W2'^^ (îR x ÏR11) l^espaces '•

W^^'dR^x.fR11) "{u.L^tR^H^^^^^^^Ï^^uCL^^H^J^-^dR11)

J s8 0, . . . ,r
muni de la norme évidente.

On note W11 ' r ' q ' q ' ( IRx (R") l 'espace
S •

^m,r,q,q'^ ^ ^n^ » [^ e w^ ̂ ^ t (îR^ (R11) ; t '̂ D^ u 6 W^ ̂ ^ t ((R^x (R11)^

muni de la norme évidente.

t
C£) Cas où q - q ' - < 1 avec q > 1 et q î > 0.

Avec a ss k + ( q - l ) r et 6 ss q ' - ^ t C q - î ) si s ^(R et p6 (N

on note W^^^QR^ x IR11) l^space ;

W^^x^) - [uC^ -^x^ ) ; f^6!01!^ D^ u^L^fR,, H^1011"^11)

r i a j + r ^ j ^ r r ^ a+5 |a |+ j €(N, O ^ h ^ p

muni de la norme évidente.

On note W111^ ̂ î s ((R, x CR11) ^espace :q , q ,k +

'̂. '̂k8 ̂ -^ -{."^r^ ^n) = '"'t3 "^r^3iBn^
j ss 0 , . . . , m - r

muni de la norme évidente.
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1 1 . 2 . Structure locale des éléments de C^OR îêb^lR1 1))

00 ' -n
On désigne par C (1R^ , 5) T (ÎR ) ) ^espace des f o n c t i o n s

indéf in iment d i f f é r e n t i a b l e s sur ÎR à valeurs dans 1 T espace ÇC^ (îR11)

des d i s t r ibu t ions sur 1R11.

On démontre les lemmes suivants :

Lemme 2 . 2 . E tan t donnés u é C OR ^ OR11) ) ,<(> ^ C00 OR x t R ^ m C t N , o < q < l , q î > 0

avec m q < £ I N et m q ^ M , p <£1N il exis te s € 1R tel que ^ u ê W ^ j ^ O R x fR11)

avec CT = k + (q - l ) ? et 5 = q ' - q + 1 .

Lemme 2 .3 Etan t donnés u d C^CfR^ ,^ (IR11) ) , f^ ê C00^ x fR11) m < c i N , r € (N ,

r ' Ç î N , q > l , q^ 0 avec mq € IN mq T ç IN, rq ç IN, r ' q T <: iN il exis te s <c&

tel que \ <() u 6 W^ r ? q 5 q T (îR x (R11) .s +

Lemme 2.4, E tan t donnés u € C (îR ,̂  T (tR11) , ̂  ^ C00 (SR x ÎR11) m € W , r € IN,

r ^ t t î , k < £ 2 , q > l , q^ 0 avec k + - m q € t N , k + m q ' e i N , k -+ r q € N ,

k + r ' q ^ l N . p o u r tout p € iN il exis te s ^ IR tel que ^uéW111'r 9P 9 s OR x ÎR11)
. . . q » q 9 K- +

Les démonst ra t ions sont basées sur le f a i t que si p Ç W ,

il existe s € 1R tel que <() u C H ^ R , H S O R n ) ) (cf [sj ) .

III. DEMONSTRATION DES RESULTATS

Cas 0 < q < l , q^ 0. Démonstration du théorème 1 . 4 .

Pour démontrer ce théorème on utilise la méthode des

quotients différentiels tangentiels à partir d^ne estimation a priori
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III. A . 1 . Une estimation a priori.

Propos! t ion 3 . 1 . On suppose que ^opéra teur L ( t , x , D ,D ) vé r i f i e les—»—»™^—««^—»——»«——»—^»»———— ^ ^

hypothèses 2 et 3. Pour tout x ^r Sî, il exis te un ent ier p >, 0 tel que

pour tout ent ier p j ^ p et pour tout s <e FR il exis te deux cons t an t e s

C > 0 et £ > 0 telles que sip,s p ^

u^W^^OR^ x IR11) avec supp u C{ (t. x)<ê I^x îî ; ||(t,x) - ( 0 , x ^ ) [ I < £ }

on ait :

1 1 "Uni p s n^S s { ^ "^ Lun B^Us'Il11
w?;^ ̂  XIR > p • s ( •n»o ^ <? s^

H P "i ^ II ^ l l
L2^^ <? OR11)) W^^^OE^xiR11)

(ici : a a k + ( q - î - ) m , ô= q » - q + 1 ) .

Démons t ra t ion. Notons ^ ( t , x , D ,D ) ^opéra teur
—————«M——i——^MiMI———W^——^——^W———M—W ^Ç ^

o Ê ( t , x , D , D , ) » 1 a ( t ,x ) t k +^+ ( î ' l c t lD^D^
x , |a|+j=m (ï3 x '

En remarquant q u ' i l peut encore s ' éc r i re

c&( t ,x ,D.D,) » l a (t.x)^0^ +-' D^ D^
j a l + j ^ m J

on ob t i en t , d ' ap rè s la p ropos i t ion 3.1 de [ ^ J » que :

pour tout x ^ Î2 , il existe un ent ier p > 0 tel que pouro o^"™
tout entier p > p et pour tout s <c IR il existe deux constantes C >0— o p » s
et e > 0 telles que si u^W 1 1 1 ' ^ 5 (fR, x ÏR11) avec

P 0 9 6 +

supp u C { ( t , x ) < S l ^ x n ; ||(t,x) - (0,x ) | | < £ } on ait :

II u II < C } EllD^^ll P-h. + |lu|l , ^il 1 1 m,p,s^ n - p , s î ^ 1 1 t 1 1 —T^5 ll "m,?^- ! n. \
^a,ô ^ x ÎR ) h'0 L^fR ,H u ((R11)) ^,6 ^^ )



XV-12

On achève alors la démonstration de la proposition 3-1

en remarquant que pour tout n > 0 il existe C > 0 tel que si £n p
est assez petit et si supp U C {(t,x)ei^x Sî; | | ( t ,x ) - (0 ,x ) ||< c }

on a :

?î HD^ÎL^) u|| ^n||u|| . c |lu|I

L2^, ^^(IR11)) W^^xR11) W^^^xR11)

III. A 2. Régularité partielle.

Proposition 3 . 2 . Si u ^W^^dR^ x ÎR11) avec supp u C{|| (t, x) - (0 , x^ ) [ j <e }

P"_h^^ ^

et si D^ Lu (SL2^, H ^ (IR11)) pour 0 $. h ^ p alors

u <c W^^^^O^ x î R 1 1 ) .

Démonstration : On applique la méthode des quotients différentiels

tangentiels à partir de ^estimation a priori de la proposition 3 . 1 .

III. A . 3 . Démonstration du théorème 1 . 4 .

Soit u^C^d; â^^ (t î)) tel que L u e CÏ^X n') et soit

^o^o^ ^ IT x n î - On doit montrer que u est indéfiniment différentia-

blé au point (t ,x ) .o o

Pour t^ i 0 le résultat est classique puisque ^opérateur L

est elliptique en tout point ( t ,x) pour lequel t ^ 0.

Si t^ = 0 soit V un voisinage ouvert de (0,x ) avec

V CcTl' x ^ et soit <)) é §b (I» x Î2 f ) avec (J) » 1 sur V. D^prês le
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lemme 2 . 2 , pour tout entier p ^ O il existe s e (R tel que

((> u € W^ ' j ' 3 ((R^ x fR11) . En particulier, pour tout (̂ > & â5(V)

^ v l • = ^ ^ u 6 V m ' ? ' s (R x (R11) .Choisissons p > p où p est l'entier
U y 0 T ——— 0 0

assoc ié à x dans la proposition 3 . 1 et <f^Sb(^) de la forme

^(t) ^(x) avec supp ^ C { ( t , x ) / | l ( t ,x) - ( 0 , x ) [ | < £ }. On vérifie

alors que D^ L u £ L2^ , H 3 ^ + s + l ( ( R n ) ) pour O ^ h ^ p .

Il en résulte : <p u ew^ j» 8 4 - 1 ^ x ÎR11) ; en itérant on a

^u ^W^^8 (|R^ x IR11) pour tout s 6R.

Comme H ^'S^01^ x <Rn) c c00^?4. x IRn) en on déduit
P^PO
S-êîR

que u est indéfiniment différentiable au point (0,x ); d^û leo
théorème 1 . 4 .

(B) Cas q > î , q^O, q - q^ > 1 . Démons t ra t ion du théorème 1.5 .^_______r "~*___ _

Pour démontrer ce théorème on utilise la méthode des

quotients différentiels à partir d'une estimation a priori.

1 1 1 . B . 1 . Une estimation a priori

Proposition 3 .3 . Pour tout x ç f2 , il existe une constante e > 0

et pour tout s €|R, il existe une constante C >0 telle que si
S y £

u CW^^^^ ([R^ x ÎR11) avec supp u C{ ( t, x)e I^xîî ; || ( t , x ) - (o ,x ) || < c}

on ait :

"''^•————'(.^^^-^"^"^^.H'^))"'-'^———-^^

(En fait, pour plus de simplicité on a divisé l 'opérateur L par t ^ r
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D é m o n s t r a t i o n . Par t r a n s f o r m a t i o n de Four ie r t a n g e n t i e l l e on é tud ie

l ' o p é r a t e u r d i f f é r e n t i e l o rd ina i r e , dépendant du paramèt re Ç ê.FR11

^O.S.''t> - ^î^ ^<o•;l0)tq'lal"'j"'''"îa°i

r |a|+r ' j ;?rr '

!<.+ a t T* T
Nous avons divisé l ' opé ra teu r L par t 4 ce qui est

possible car on étudie 1'hypoelliplicité partielle.

1°) E tude pour I E | ^ A , (A sera f ixé u l t é r i eu remen t )

Pour Ç f ixé dans îR11 nous étudierons L ( x ,Ç ,D )o t

sur l'intervalle [0 » ^ L et nous sommes amenés à recouvrir cet in-

tervalle pour les intervalles [ o , ï [ ^ e t ]T^,ô[avec T . = <S . | £ | q î

(0<-6^<6, seront choisis ultérieurement)

a) E tude sur [^0, T Q

Si L (x , Ç , D ) est l ' opé ra t eu r

. . ï a (o^^t^^^'-^^^D^
r|a|+r ' j=rr ' aj 0 ' • " t

on a, grâce aux condi t ions 2 , 2 ' et 3' , d ' a p r è s [^2] :

II existe une cons tan te C > 0 tel le que :

r ' . r'

1 C-IÇl2)8^ ^'ll^'^^vH2, IClO.lçl^IlLvIi2.
•O^j^r L'OR^) 1 L2^)

„ s - l+^Cr - j ) ( q - q ' 2 ) .
+ 1 ( l ^ l Ç l 2 ) r l|t r d^li2
0<j<r-l t 2

L'((R^)

2 (q -q ' ^ j , „
pour tout v é { v é L ( > R ^ ) ; t r D ^ v € I / ( R ^ ) } tel le que supp vc[o ,T"
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Si l ' on note M ( t , D ) ^opé ra t eu r

m-r a . ( o , x ) . .^ • ^ e -̂ cq3DJ.
on a, grâce aux conditions 2,2' et 3 ' , l 'estimation a priori suivante

(MSl 2 ) 3 T Ht^ D^L,v) | |2 i Cd^ lç l 2 ) 3 ! ^ o L . v | 1 2 .
J^o c L2^) 1 L2^)

pour tout v tel que supp v ^C0»^ (cf L?! )

Nous devons estimer la quantité

Ï TcM.I^^II^'^^^MI2
^=0 j=o 2J L 'ÛR^)

en supposant que supp vC[o,T [J.

Des estimations précédentes on obtient :

r t y f o
r m-r „ s+- (r~A) (q-q 1 - ) n r qi -i -i 1 1 2

,1 I < ^ l î l 2 ) '" H t q î r ' ̂  {t ' t^"^- ,
A=o j=o t " UR+/

i C { ( l + j Ç l 2 ) 8 ||L v II2 + ( l + j Ç l 2 ) 3 l |(L-MoL,)v|| 2

L'(iR^) 1 L'-(tR^)

r;1 , ,2 s-l+ï;<l--i) , <q-q'J)5 ' , 2
^ I ( l ^ l Ç l 2 ) r lit r ^ v | 1 2 ^ }

A=o L ^ )

On montre alors que pour tout ri > 0 il existe A > 0,

<S > 0 et ô ^ > 0 tels que si supp v Ç [o ,^. C et si | Ç | ^ A on a :

(l+iÇl2)8 ! ! (L-M o Lpv|P ^n ! To^l2)8^0'"^01"^ ̂  t^v|| \

L2^) Jl=o j=o L <IR+)
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II est alors facile de montrer quel'on a :

r m-r . s+^r-À) (q-q ' 2 ' ) ^ , . .. ,
1 1 ( l ^ l C l 2 ) r II t • r ^ -t^ D; v l | 2

Jl=o j=o ' 2
L OR^)

-»
•) „ , r-1 m-r - s-l+- '(r-H)

1 C { ( I + I Ç I ' ) 5 | | L ( x , Ç , D ) v | j 2 + ^ I (1+|Ç| 2 ) r II
I/((R^) =o j=o

n ^(q-q^V D^ t^ D j v|| 2

1 - - L-(K^)

b ) E t u d e sur ['r,,»ô[.

_\_

On note T^ = ô | Ç | q avec ô-< 5 et on étudie l'opérateur

L(x^ ,Ç,D^) de H^T^ô) dans L 2 ( T ^ , ô ).

-^ - l/2
Dans l'équation h L(x ,Ç,D ) v " h f

q ' r ' | ç | r ' q ' m i - | m - r l yF t - q i- | c> i r , q - m i - | m - r i yo ù h ( ç , i ) = -^———^———L1LJ<

on fait le changement de-variabl-es défini par

h(Ç, t )d t = dy

et le changement de fonctions

^

w(y) = h 2 t'1111"^1'^^)

f , ( t ) = h"^ f ( t ) .

On est alors ramené à l 'étude d'une équation différentielle

ordinaire à coeff ic ients peu variables " (cf f53) et ainsi on obtient

pour L(x ,Ç,D ) l 'estimation :o t

î o.|ç|2)s+lql|lt<'^'lal-'''r•D^,||2^ co.isl2)3!!!.^,»,^
W*li'> c î1^) ° t L2®^)
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c) Etude s.ur [o , ô [^ .

On munit l ' e space W 9 9 " 9 * ( 0 , < S ) d e la norme dépendant de Çs

„ r m-r „ s+^r-A) (q-q'^'A . . 2[ y î (Hci2) r l i t "1- D^ ( t ^ v , ) ) ! ,
1^=0 j=o t t to'r\ L2^)

- , , ! O '̂̂ IIÎ N-'.'̂  ^ll^^2
|a|+j<m t t 2 / " ¥R+/-j

00
Soient <()< et <})^ deux fonctions de classe C sur R telles que :

2 2
<(ï^ + ^9 = } ^vec (() (y) » 0 si y ^ <S - p

ô -ô
et <^(y) » 0 si y < 6^ + p où 0 < p < ——] 2 -

On pose alors, pour i » 1 , 2 , ^ . ( t ) as r . C t J Ç l q ).

Soit alors v ^ ^ I ^» r»< î» ( l (o ,<S) avec supp v c f o ^ C on a :

1 ^ 1 1 2 m r a o - ^ C^l^Çl2)^!! L(<?,v) 1 | 2 ^ |IL(^ v) || 2W m r,q,q ^^^ ^ ^ 2 ^2
s »ç + +

^l^11 2 r q o '1 W ÏTÏ^^ (0,6)
s ~1

d'où

II-" ̂  -((,^12)511^,^,^ ,|| ̂  n.li ̂ ^.,^^,:

2 ° ) E t u d e pour |g | ^ A ,

Soit Ç 6 (R11 tel que J Ç | ^ A . Pour tout Ç êfR11 tel que

| Ç | ^ A on a :
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" v "^-<•<0.<) l c " ï " :——————^^ t l s l 2 ) S I I L ( x°• î»> D^ I^<. )3 » c» s , c +

•^IMI2 . }
W111'1"'^ ( 0 , 5 ) {
s-l>^ J

d'où ;

^1 ^ r q q' ' C { ( MÇ| 2) s || L (^ ,£ ,D )v | 1 2 + l|v|| 2 , . \^m,r,q,q ^^^ o t ^ 2 ^ ^ ^m,r,q,q^^^-11 v||

s, Ç • • ^î~l'('

3°) Fin dé la démonstration de la proposition 3 .3 .

Soit u éW^'^'OR^ x (R11) avec supp u C [o,â[ x (R".
A

En app l iquan t les es t imat ions précédentes à u ( t , Ç ) et en in tégran t

par rappor t à Ç ÇIR11 on ob t ien t :

1 1 î m r n n ' ' . < c { 1 1 L < X ^D ^^ll 0 + H^ll r ?
^9T9q9q (^^r o x t \2^^^ H ^.q.q5^^):

En utilisant le lemme 2-î on atteint le cas des coefficients variables

et ainsi on a la proposition 3-3.

III,B.2. Régularité partielle.

Proposition 3 .4 . On suppose que l 'opérateur L ( t » x ; D ,D ) vérifie
2^ »•

les conditions 2 ,2 ' et 3 ' . Pour tout x ^ R, il existe une constante

e > 0 telle que si u é ^m9Tfq9q (fR x ÎR11) avec supp uc{(t ,x)<<! x n,

II ( t ,x)- (0,x^) | | < e } ) et L uéL 2^^, H^OR11)) pour s^ lR alors

u ê W^^^^'^ x 1R1 1) .
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Démonstration. Elle cons is te à appliquer la méthode des quotients

différentiels tangentiels à partir de ^estimation a priori obtenue

à la proposition 3 . 3 .

III.A.3. Un résultat de dérivées intermédiaires.

e\

Lemme 3 . 1 . Soient s élR, s ' Ç (R et p ç (N. Si u ^ L Q R , H^/R11)) et si
\ +

^ uêL2^, H^OR11)) alors D^ uCL2^, H8? ( s T ̂ s) ((R11) ) .

I I I .A .4 . D é m o n s t r a t i o n du théorème 1 .5 .

Soit u 6 C(I^, 9S'(t2) tel que L u e cïl^ x Î2 f ) et soit

( t ^ ï x ^ ) € 1^ x n 1 . On veut montrer que u est indéfiniment dérivable

au point (t , x ).

Pour t ^ 0 le résultat est classique en utilisant la

condition 1 .

Pour t as 0, soit V un voisinage ouvert de (0,x ) dans

1^ x Î2' avec V CC 1^ x B' et soit <j) C C00 (!' x î î ' ) avec (jï = 1

sur V. D f apresie lemme 2-3 il existe s 6 (R tel que

^ u C W31»1"^^'^^ x î R 1 1 ) . Soit alors c? € C^(V) tel que <f( t ,x) =

<?^ (t) ^^ (x ) avec suppcp C { ( t , x ) € Iî x ^T ; | | ( t ,x)-(0,x ) || < e }
^

où e est défini à la proposition 3 .3 .

On a L(^u) 6 L2^, H^^tR11)) donc ^ u ^ W^^ q ? q T ((R^ x (R11) .

En itérant ce procédé on a :

if u ê ^^q^' (̂  x ÎR11) pour tout s € (R.

Soit main tenant p JE IN et s € [R et soit à mon t r e r queo o
P 9

D^ (<4> u) <c L (fl^, H^CfR11)). D 'après le lemme de structure des éléments
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de C^OR^H ^IR11)).!! existe s ' ê R tel que D^0 (cp u) ^ L2 (iR^H8 T (fR11) ) ;

on choisit s € ( R tel que s + —^(s ' -s ) = s . Comme ^u <& L2 ÇR . .H8 QR11) )

on a le r é su l t a t annoncé grâce au lemme 3-1.

Ainsi on a démontré que a est indéfiniment dérivable au

point (0 ,x ) .

/^\ r 'CCJ Cas q-7l 9 q ^ O , q - q ' - ^ l . Démons t r a t i on du théorème 1 .6 .

On utilise encore la méthode des quotients différentiels

à partir d'une estimation a priori.

III.c.l. Une estimation a priori

Proposition 3 .5 . On suppose que l 'opérateur L( t ,x ,D ,D ) vérifie
x L

les hypothèses 2,3" et 3" ' . Pour tout x ê Q , il existe un entier
o

P Q ^ ° tel q116 pour tout entier p ^ p et pour tout s é (R il existe

deux cons tan tes C > 0 et c > 0 tel les que sip, s p • ^

u <c W^^;1 5 ,3 OR x fR 1 1 ) avec
P » 4 » K '•'

supp u C ( < t , x ) e 1 x a; ||(t,x) - (0,x )|| < e } on ait :
•r il 0 ' ' p

" ï ̂ y.i3^ ̂  cp•s 1"°^L u" .l^s^ ' ̂ yr^
Démonstration. Par transformation de Fourier tangentielle on est

ramené à l 'étude de l 'opérateur différentiel ordinaire

L(^,Ç.D,) . F. . (0^)1^ H^ ^^
| a |+ j<m
r |a |+r ' j> r r '
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1 ° ) Etude pour '| g | > A (A > 0 sera f ixe ultërieurement) .

Pour Ç fixé dans ÎR11 avec | Ç | > A on se propose d'étudier

L(x ,Ç,D ) sur l'intervalle [o,S [^ .

Pour cela on recouvre cet intervalle par [o,T ^ et 1 T , S F où
-L - 2 -

T! as ^ î 1 ^ 1 q avec 0< S2 < s! • ('& > °9 ô\> ° et 6. > 0 sont

choisis ultérieurement au cours des calculs).

a) Etude sur [o^ iC •

D'après fij les conditions 2, 3" et 3" ' montrant qu'il

existe un entier p ^ 0 tel que pour tout p > p , entier, il existe

une constante C > 0 telle que si v € W '^(IR x (R11) on a :

f SL (^iç^^^^l^^ôlal.j^j^,^
h"o r |a|+r ' j<rr ' - L (TR^)

p-h ^

1 C f ( 1 + 1 Ç | 2 ) ^ s HD^ L vH 2

p h=o L ' L"(IR^)

En remarquant que les conditions 1 2 ,2 ' et 3" impliquent

des propriétés de régulâtes pour l'opérateur

m-r a . (0,x )

"^^ - .î ,°'3 ;.. )° t" 't1
J=0 0 , T ' ' 0

on a :

p m-r - -Eî+s . . . 2 P ô ̂ s , 2
I F (1+|£ | 2 ) u llD^t^a.v))!! , ^ C I(l+l£|2) <? HD^MoL.vH ,

h»o j=o c t l i/(j^) h=o t • I/ÇR^)

En regroupant ces inégalités on obtient :
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p m r l"! £?14S

1 , , î î (HCl2) llt^l^D^Vv)!!2

h=o rH+r'j^rr' A»o 1 t t /ï\2^ ^

p^

i C{ î (1+|Ç|2) ^ ' ( H D ^ v l l 2 •^||Dh(L-MoL,)v||2 ) }
11=0 L"((R^) t 1 L2^)

On montre alors que, pour tout r) > 0 il existe

6 ^ > 0 et A > 0 tel que si supp v C. C° » T î C on a :

p P^ts
I ( 1 + | Ç | 2 ) 0 ^ llD^L-MoL^vll 2

h=o t 1 L2^

^! , I Yd-lcl^'^^lt^l-l^D^t^v^l2
h»o r ja|+r ' j^rr ' =o t t Î OR

On en déduit que si | ç | > A et si supp v C [o,T [. :

1 , 1 To.içi2)^5'101!'!^01"^ ̂  ̂ v vu 2 ,
h=o |a|+r' j^rr* A=o t t L (IR )

p-h^

1 C I 0+m2) dk s UD^ L v|| 2 }.
11=0 '- L (fR )

b) Etude sur J T » , < S Q

],

On note T^ = ô ^ l ç l ' 1 avec 0< 6 < ô et on étudie

l'opérateur L (x^ ,Ç,D^) de Hm+p(T^,5) dans ^(-r ,6)



XV-2 3

-I/ -I/Dans 1 équation h 2 L v = 4 2 f

| i-q'1"' [ r i 1 " ' + tq ' 1 1 1 !? -
oû h(Ç, t ) = -t————LU———J_È———11

q ' m . ç . m , l/^

tq"1 1

on fait le changement de variables défini par :

h ( Ç , t ) d t = dy

et le changement de fonctions : W ( y ) = h t ^"vCt)
f , ( y . ) « h ^ ( t ) .

On est alors ramené à l'étude d'une équation différentielle
ordinaire à coefficients par variables " (cf [j5\ ) et on obtient :

^ (Hel2)3^ t^^'I^D^llvll2, ico.içi2)8!^
/\

- - - i / - '^D^llv II2 i cd+lç i 2 ) 8 ! ^ !^ / - .
a|+j<m - L-OR ) L (R^^
> — » • ^__ » +a|+j<m

r |a| +1^ j^rr î

si supp v C J T ,ô (^

Ensu i te par récurrence sur p êiN on ob t ien t :
^p-h ^

P o a k+qj+q î |a|-j+h .. 2
î . . î (HÇ|2) l i t '^t "^2^)

h»o |a|+j^m
rlal+rtj$rrt P 2S^ h 2

1 C ^ (1+ |Ç | 2 ) l l D ^ L v I I -
h=o '- L-(iR^)

c) Etude sur~]D, ô[

En utilisant les fonctions <j> et <j> « définies au (a)

et en utilisant la même méthode on a :

"""^^'"s^'^i25'^""^-"^1
pour v € W ^ ' ^ Î ^ ^ C O . ô ) avec supp v C [o, ô [q , q K î— i-
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2 ° ) E tude pour | g | ^ A.

Soit Ç ^ € î R 1 1 fixé avec J Ç (^ A. Pour tout ÇçjH11 tel que

| Ç [ ^ A on a :

1 1 - 1 1 ^r,p,s ^ ,y"<.,r,p,s ^ - ̂ '̂  ̂ l̂ o^V-I^ ^
"q.qMc,^ ) q.q'^,^0'^ ^ L ̂

d'où, en utilisant des formules de Taylor,
._^

l^ l l^rps ^^ îc^ld2)'7"' ^ ^ ( x ^ D j v l l 2 ^ |lvj| 2 . , }
\fslîT)p)s (0,6) h-o t 0 t L^iR.) W111 '1"?^3-1^,^)
q,q',k,Ç + q.q^.

3 ° ) Fin de la démonstration de la proposition 3.5

Si l'on prend u é V^1'^^'3 (R x IR") avec supp u c ! o , 5 | x I R 1 1 ,
q » q > "

en appl iquant les inégal i tés précédentes à u ( t , Ç ) et en in tégran t

par rapport a Ç C (R11 on a :

IHL - . < c < fllo11 L (x , t , D ,D, )v | l - s+£,B.
wq:q^'<'R.XÎRn - hso 0 ^(^.H vr (^ )

+ u
w;:^'pks-l ̂ ^

On passe au cas des c o e f f i c i e n t s var iab les PU u t i l i san t

le lemme 2 . 1 et des inégal i tés de Hardy et ainsi on ala p r o p o s i t i o n 3 .5

1 1 1 . C . 2 . Régularité partielle

Proposit ion 3 , 6 . Si u € y111^?»8 (}R x (R11) avec h
q 9 q 9 k +

supp u C < ( t , x ) € 1 ^ x Î2 ; ||(t,x) - (0,x^)| | < ?(,} ci' si

D^ Lu é. L2 (R+, H-^-'1'8'1'1 (R1 1)) pour 0 $ h ^ p alors :
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'•^^r'».11^
Démons t r a t ion On app l ique la méthode des q u o t i e n t s d i f f é r e n t i e l s

tangent ie ls à par t i r de l ' e s t i m a t i o n a pr ior i de la p r o p o s i t i o n 3 . 5 <

I I I .C .3 . Démons t ra t ion du théorème 1 . 6 .

Soit u C ^ I ^ S D ' C R ) ) tel que L u e cw^1^ x ^ T ) et soit

(t , x ) £ î^ x S î ' . On doit montrer que u est indéf in iment d i f f é -

rent iable au point (t , x ) •

Pour t ^ 0 le résu l ta t est c lass ique pu i sque l ' opé ra t eu r

L est e l l ip t ique en tout point ( t , x ) pour lequel t ^ 0.

Si t " 0 , soit V un voisinage ouvert de (0,x ) avec

V (C 1 ' ^ x Sî ' et soit <() <e A (I' x Sî ' ) avec (^ = 1 sur V.

D^prës le lemme 2 . 4 , pour tout p ent ier ^ 0 il existe

s é|R tel que ^ u é ^ ^ 9 ^ 9 3 ^ . x iR11) . En pa r t i cu l i e r pour tout
4 » 4 » K

Cf€3 ) (V ) <f u = ^<f> u ê W 1 1 1 » 3 ' , ^ 8 (iR x iR11)(! »c! > K •

Chois i ssons p > p où p est l ' en t i e r associé a x dans la— o o o
propos i t ion 3 .6 et ^€e5&(v ) de la forme cp. ( t ) ^(x) avec

supp ^ C { ( t , x ) € ÎR^x ÎR11; I I ( t , x ) - ( 0 , x ^ ) I I < £ ^ . On vé r i f i e alors

que D^ LOpu) éL 2 ^^ , H^ r^+s+10Rn)) pour O ^ h ^ p .

Il en résulte : ̂  u é W®' r î p î s + 1 (iR, x ÎR11) ; en itérant le procèdeq 9 q y K, T

on a : ^uéW' 1 ' ^ 1 ' '® (iR, x R11) pour tout s € l R .
4 9 4 9 K '

Comme H W111^ ̂ ^ (ÎR^ x R^C^ÎÎ^ x R11) on en déduit
ç?R°

que u est i ndé f in imen t d i f f é r e n t i a b l e au poin t (0 ,x ) ; d ' o ù le théo-

rème 1 . 6 .
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IV. REMARQUES.

Remarque 1 . Lorsque nous sommes dans la classe décrite en C ^opéra-
teur L ( t , x , D > D . . ) peut être hypoelliptique. Par exemple lorsque

Jv L

k = - qr as - m l'opérateur entre dans la classe étudiée par
dans [ 4 ] on a alors le résultat suivant :

Si q^1 et si les conditions 1 , 2 et 2Î sont satisfaites
alors L ( t , x , D , D ) est hypoelliptique.

X L

Remarque 2 . Pour les opérateurs du type B , on montre que lorsque les
coefficients possèdent une propriété dTanalyticité il n ' y a pas hypo-
ellipt^ité àpartir d T un espace de distributions qui ne sont pas C'0

dans la direction normale.

La démonstration consiste à employer les méthodes utilisées
par Heiffer -Zuily dans j ô l ^ t P^î" Bolley - Camus - Heiffer dans ["2"]
pour l'opérateur L ( t , x , D , D ) et à remarquer que l'opérateur1 X L
L ( t , x , D , D ) - L - ( t , x , D , D ) est n suffisamment dégénéré jî pour neX L l X L
pas perturber la méthode.

V . Extensions à d'autres classes d'opérateurs

1 ° ) On peut considérer des opérateurs de la forme

L ( . , . , D ^ ) - y , «..) ̂ ^•Hl^,j
1 a ) +j-<m J

où f k + q j + q T [ a | ] désigne le plus petit entier ̂  0 supérieur ou

égal à k + qj + q ' | a | .
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On introduit un opérateur principal assoc ié

^ = 1 a ̂ (t.xK^^'H^D^
H+j-sm aj x t

k+qj+q' Id j ^ IN

et les conditions 2 ,3 (ou 2 , 3 ' ou 2,3",3'") portent sur ce.

l

2°) Dans les cas B ou C , c ' e s t à dire lorsque q > 1 et q ' >0

on peut considérer des opéra teurs de la forme

IL . (t,x)tkt"t•''lalD^.X ? . .(t,.)^»^
rH.r-^rr- J r|a|*r-j<rr- V

| a | + j < m

» L ( t , x , D ^ , D ^ ) + Q ( t , x , D ^ , D ^ ) ,

Iq forme des A^. devant être :

A^j = k + q'r ' + (q - q' i')j si q-q'^Sl

^dj = C T + ô la l• l• .1 si q-q'J^ 1

avec CT = k + (q - l ) r et ô = q ' ^ , ( q - l )

Les condit ions 3' ou 3" et 3"' por ten t alors sur

l ' opéra teur e^ ( x , D ^ , D ^ > « L ^ ( x , D ^ , D ^ ) + Q ( 0 , x , D , D ^ )

VI .EXEMPLES.

f) f)

(̂ ) 1 ° . L1 opérateur t D + D + i D vérifie les conditions^ x x

1, 2 et 3 pour t ^ 0, il est donc par t i e l l ement h y p o e l l i p t i q u e sur

(R^ x »R11 (q « ^, q ' » 0, k » 0)
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• 0 «^

2°. L'opérateur D + t D + i D_ vérifie les conditions
— Xt Xi

1 , 2 et 3 pour t > 0 , il est donc pa r t i e l l ement hypoel l i p t ique sur

1R^ x R11. (q = H , q ' » 1 , k » 1) .

CD 1° . L ' o p é r a t e u r t7 D4 + t D4 + t3])2 + D2 vé r i f i e les
L X C X

condi t ions 1 , 2 , 2 ' , 3 ' pour t ^ 0, il est donc pa r t i e l l emen t hypo-

e l l ip t ique (on a m = 4 , r » r ' = 2 q = 2 q ' s = - k = - 1 ) .

2° ) En tenant compte de ce qui a été di t au V on a le même

résu l ta t pour
7 4 4 ^ 9 9 9t D . + t D + t'D" + D " + t D + Dt x t x t x

car t D . + D » t L J D + D .t x t x

•a ^ n
3°) L'opérateur t D + D + it D est aussi partiellementL x c

hypoe l l i p t i que sur 1R x IR11 . On a q = 2, q ' = ^ m = 2 ^ == 2 et r s= 1

k » - 1) .

(S) L ' o p é r a t e u r L = t 4 D 4 + t 8 D 4 + D 2 + t 2 D 2
t x t x

est pa r t i e l l ement h y p o e l l i p t i q u e sur ÎR x iR11. Ici on a m = 4

r = r ' » 2 = 2 q = 2, q T » 3, k = - 4.

D ' â p r e s V on ob t ien t que l ' opé ra t eu r

L » t4 D4 + tV + D2 + t^2 + AD
t X t X X

est pa r t i e l l ement h y p o e l l i p t i q u e sur ÎR x (R11 si À + j ^ (2n+1 ) , n ç iN.
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