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THEORIE SPECTRALE
W\Ml CLASSE D'OPERATEURS DIFFERENTIELS HYPOELLIPTIQUES

Pham Thé Lai
Institut de Mathématiques et d1Informatique

Université de Nantes
B. P, 1044 - 44037 Nantes Cedex - France

§ 1.. - INTRODUCTION

Nous considérons dans ce travail un opérateur différentiel

a(x,D) d î ordre m défini sur un ouvert connexe î2 de R11 , dont

les coefficients sont réguliers. Nous supposons que a(x,D) appar-

tient à une classe d'opérateurs différentiels hypoelliptiques.qui

sont décrits au § 2 à l'aide d'une paire de fonctions poids intro-

duite par R. Béais et C. Fefferman (3).

Nous supposons ainsi que a(x,D) est fonnellement auto-adjoint

et que, par normalisation, Re a(x,Ç) ^ + 0 0 lorsque |ç| ->• + œ

pour tout x € Sî •

Considérons une réalisation auto-adjointe A de a(x,D) dans

L-Cft) (semi-bornée ou non) et soit A«Jf t dE(t) sa résolution

spectrale.

Nous montrons que, pour t c ]R , la projection orthogonale E(t)
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a un noynu e^(x,y) qui est C7 (Sî x n) ; ce noyau est la fonction

spectrale ; nous décrivons pour simplifier sa restriction à la dia-

gonale :

lorsque t ^ - co , nous montrons que e (x,x) est à décroissance

rapide uniformément sur chaque compact de Î2 ^

lorsque t ^ + <0 , nous la comparons avec la fonction :

d.i) ^ ^(x,x) - m^ f dç
^Re a(x,Ç)it

qui sera le terme .principal, le reste étant précisé à l'aide d^un

réel 6 > 0 qui,- en pratique, est déterminé par la donnée de

a(x,D) (ô est défini au § 2 par (2.8)),

Le résultat, lorsque t ^ + w , est le suivant,, valable pour

tout x < îî :
•

(1.2) e^(x,x) = (1 + t^Od^e^^x.x) t ^ œ

pour tout 0 i 9 < 1/2 ,

(1.1) est obtenu par la méthode de S. Agmon et Y. Kannai, qui

consiste à étudier un développement asymptotique du noyau' de la ré-

solvante de A en dehors d^e région parabolique et en déduire

(1,2) par une formule taubêrienne de A. Pleijel.

Nous obtenons donc aussi dans ce travail un développement asymp-

totique concernant la résolvante. II redonne, avec les mêmes préci-

sions, les dêveloppemsnts des cas connus elliptiques (cf. (1), '(4),

(12)) ou semi-elliptiques (cf. CT)),

Signalons que N. Niisson dans (JJI) a obtenu (1.2), avec seule-
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nient un reste logarithmique, dans le cas où a(x,D) est formelle-
ment hypoelliptique. Bien entendu, dans le cas elliptique, on sait
que L. Hôrmander (cf. ( 6 ) ) a donné la meilleure estimation avec
6 = 1 , <S étant égale à 1/m dans le cas elliptique.

Par nos méthodes, il n'est pas difficile de voir que ( 1 . 1 ) est
valable pour 0 ̂  0 < 1 , si l'on suppose en plus que Re a(x,Ç)
a des coefficients constants.

Le plan de ce travail est le suivant :
Au § 2, nous'donnons une description de la classe d'opérateurs

que nous considérons. Nous y donnons divers exemples permettant
d'illustrer ( 1 . 2 ) .

Au § 3, nous rassemblons les lemroes techniques concernant les
majorations d'une paramétrix approchée de A - X .

Au § 4, nous donnons le développement asymptotique du noyau de
la résolvante (A - X) , lorsque \ parcourt hors d'une région
parabolique.

Au § 5, nous donnons les résultats concernant la fonction spec-
trale. Le résultat ( 1 . 2 ) est le corollaire .5.4 de ce paragraphe.

Il y a deux appendices. L'appendice A sert à prouver un résul-
tat de régularité locale d'une classe d'opérateurs (pseudo) diffé-
rentiels à laquelle a(x,D) appartient. L'appendice B rappelle
un résultat de N. Niisson concernant la fonction définie par ( 1 . 1 )
et prouve quelques résultats techniques d'une intégrale de Stieljès
lice à la résolvante.

Nous remercions le "référée" de la communication du travail de
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A. Tsutsumi (14) ; cet auteur étudie le noyau de la résolvante et

la fonction spectrale d'une classe d'opérateur différentiel hypo- .

elliptique proche de la classe (P,<S) "de L. Hôrmandcr et donne

seulement un encadrement de la fonction spectrale.

§ 2. - UNE CLASSE D'OPERATEUR DIFFERENTIEL HYPOELLIPTIQUE

Nous considérons un opérateur différentiel d'ordre m ,

afx D^ = S a 00 D" ^ » défini sur un ouvert connexe Î2 de î^1 ,

dont les coefficients sont ^"C") , bornés, ainsi que toutes les

dérivées. Rappelons que, suivant L. Hôrmander, a(x,D) est dit

hypoelliptique si

supp sing a(x,D)u » supp sing u u < f^'(îî) .

Dans le cas d'un opérateur P(D) à coefficients constants
•

d'ordre m , on sait que l'hypoellipticitê de P(D) entraîne

l'existence d'un réel ô vérifiant 0 < ô .$ 1/m et une constante

C > 0 tels que : .

(2.1) , jD^cOl^cdPCOl ^i)1-0 !0 !

pour tout Ç < 3^ , a multi-indice.

• Dans le travail (11) ds N* Niisson, cet auteur considère un

opérateur a(x,D) tel qu'il existe un polynôme P(Ç) hypoellip-

: tique de même force, au sens de L. Hôrmander, que le polynôme en

(») AU&Û -to notation o&u&^&
<

ft . . . A Cl
Dcl = (••i^-) 1

 • • • ̂ ^ n p01^ a = ^l**--*^
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Ç , a(x,S) > P0111* tout x t îî . Un tel opérateur est dit formel-

lement hypoelliptique et de type P . On sait qu'il est hypoellip-

tique. .

Nous considérons ici le cas où .a(x,D) n'est par nécessaire-

ment formol^1110111 hypoelliptique ; cela permet de traiter des

opérateurs qui possèdent des types de dégénérescence forte (par

exemple, voir l'exemple 4 de ce paragraphe).

Dans (2)» R* ^ea•ls a prouvé l'hypoellipticitê d'une classe

d'opérateur pseudo-différentiel vérifiant des conditions de domi-

nation (analogues à celles de (2.1)) exprimées à l'aide d'une paire

de fonctions poids 4> , </> , introduites dans (J5) par R. Béais et

C. Feffcnnan.

Rappelons ici les hypothèses concernant <{> , <p . Deux fonc-

tions continues sur ]R11 x R , <KX,Ç) , <p (x,Ç) , sont dites

une paire de fonctions poids s'il existe des constantes 0 ^ e < 1,

0 < p 5. 1 » ^es constantes génériques c, C telles que :

(i) - c <. <KX,Ç) ^ C<Ç> = (1 + ICI2)172 ; c^ 5. <p(x,Ç) 5. C

(ii) ' c<Ç>11 ^ <KX,Ç)^OC,Ç)

(iii) <j>(x,Ç)/<^(x,Ç) « (y»Ç)/y(y,Ç) lorsque <Ç> « <n>

(où A » B signifie que c ^ A/B .̂ C).

.(iv) <(>(x,ç) » 4>(y,n) et y C^»Ç) « y (y,Ç) lorsque

|y - x| <. c ^(x,Ç) et |n - Ç| .$ C<KX,Ç) .

A l'aide de 4', y» » nous faisons les hypothèses suivantes sur
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le symbole a(x,Ç) de a(x,D) :

(I) II existe m' > 0 tel que, pour tout compact -cr c î2 , il

existe une constante C > 0 telle que :

C<Ç>"1' ^ |Re'a(x,Ç)l

pour x « <r , Ç < 1^ » J Ç l ^ C .

(II) Pour tout compact <J c $2 , tout a, g inulti-indice, il

existe une constante C > 0 telle que :

jS^aCx,?)! ± CJRe a(x,Ç) l^l"1 ^"l01
s* —

pour x < G , Ç < 3^ , |ç| 1 C .

Un tel opérateur est hypoelliptique d'après R. Béais.

Pour simplifier l'énoncé, nous dirons qu'une, pfiopfu.ttï ^p(x,Ç)

e^t v/LO^e. gznQ^'Âqu.e.me.nt si pour tout compact a c Î2 , il existe

C > 0 telle que fP(x,Ç) soit vérifiée pour x ç a , j ç j ^ C .

Si l'énoncé fait intervenir des constantes, ces constantes dépen-

dent de <J .

REMARQUE. - Comme les résultats qui vont intéresser sont de carac-

tère local, il est évidemment possible de considérer une paire de

fonctions poids <(> , ^ » continues sur Î2 x P" et satisfaisant

les hypothèses (i) » (lv) génériquement. Mais une réduction clas-

sique (cf. (2)) du local au global montre que l'on peut se rame-

ner à R" XE11 .

Notons < , > le produit scalaire dans L^ (t2) :
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<u,v> = ^u(x)v{xTdx .
•

•

Nous ferons, dans toute la suite, l'hypothèse que a(x,D) est

formellement auto-adjoint, c'est-â-dirc :

<a(.,D)u.v> = <u, a(.,D)v>

pour u, v < Î^Cîï) oto .

On peut alors écrire :

a(x,D) » a^(x,D).+ a^ (x,D)

où le syntols d® ^(x,D) est a^(x,ç) = Re a(x,ç) et le symbole

de ^ (x,D) est :
•

(2.2) a, Cx,Ç) = i Im a(x,ç) = ̂  I -y s0^ a(x,ç) .
Cî^O <

Alors, (2.2) et les hypothèses (i), (II) prouvent que l'on a,

gênériqucmcnt :
•

(2.3) |8^(x,Ç)| ^ C^la^x.Ç)!^!0!-1^-!^-1 .

Alors (2.3) et les mêmes hypothèses prouvent que l'on a, géné-

riquement ;

(2.4) '|8^(x,Ç)| ^ C^la^x^)!^!0! ^1^1 .

En vertu de (2.3), (2.4) ; de l'hypothèse (I) et de la cormexi-

té de îî , alors, ou bien a^(x,Ç) a pour limite +"» , ou bien
•

—î ,^————————^^"" . * . »

(̂ ) 9y^ C/À;£ ^^P^02- ̂  L.' Sdhi^wtz d^M ^ovtctioYUï ^"(ft) à
A apport compact.
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a^Cx^Ç) a pour limite - co , lorsque |ç| -- 00 pour tout x < îî .

On peut donc supposer que, pour tout x c ft :

(2.5) , lim a^(x,Ç) = + « .
1^1-^»

Quitte à remplacer A par A + cte , on peut supposer aussi

que :

(2.6) 1 < a^x.Ç)

pour x < îî , Ç < H .

On trouvera à l'appendice A le résultat de régularité local

suivant concernant a(x,D) : pour toute fonction n e ^(îî) , il

existe une constante C > 0 telle que :

(2.7) M^, ^ C()a(x,D)u^ + \u\^)

pour tout u c L^(îî) tel que a(x,D)u c L^(î2) (où m1 est le

réel > 0 donné par l'hypothèse (I).

Dans (2.7), j | , pour s réel, désigne la norme de l'espace

de Sobolev usuel- ngOR") .

REMARQUE. - Le résultat (2.6) est bien connu lorsque le symbole

a(x,Ç) appartient à la classe S^ de L. Honnander (cf. (^)).

Dans l'introduction nous avons fait intervenir dans l'énoncé

du principal résultat un réel positif ô . Il est défini comme la
•

meilleure constante > 0 telle que :

(2.8) a(,(x,Ç)5 ^. 0(>(x,0 <P (x,Ç)
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pour tout x e ^ , Ç < ]R .

L'hypothèse (ii) et le fait que a(x,D) est un opérateur dif-

férentiel d'ordre m prouvent que ô vérifie :

c2-9) . , S ^ ^ s -
Pour illustrer le résultat (1.2), nous donnons différents exem-

ples suivants :

EXEMPLES. - 1) Si a(x,D) est elliptique d'ordre m , on a

6 = - et le résultat annoncé est bien connu (cf. C[), (4Q, (12)).

En fait, d1 après (6), on a le résultat optimal avec 6 = 1 , sur

la diagonale x = y •

2) Dans (J), Y. Kannai a étudié des opérateurs semi-

elliptiques (où quasi-elliptiques). A cause de la non-invariance

des définitions par changement de variable, nous nous restreignons

ici à rappeler la définition dans le cas S2 s 3R11 .

A la place de l1 entier m , donnons un muiti-indice dentiers

positifs m = (i<ip...,m^) et pour un multi-indice a , notons :

n
la : ̂ \ SB î ^/l"..
. k»l k K

Soit a(x,D) = î a (x)Da'. Alors la partie semi-princi-
|a:m|^l

pale de a(x,D) est, par définition, 1 opérateur

a^x^D) s î a (x)D01 . On dit alors que a(x,D) est semi-
10:^11=1

elliptique dans t2 si a^x.Ç) f 0 pour Ç c R11 - 0 , pour tout

X < Î2 •

Alors, nous avons les résultats (2.10) et (2.11) avec
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(2.10) 6 = inf-1 .
k "̂

En fait, si nous posons : •

(2.11) <Kx,Ç) = (1 + î |^} înk•)<s/2 ; ^(x,Ç) = 1
* cC® 1

il est facile de voir que 1 hypothèse (I) est vérifiée pour

m1 s inf m^ et 1 Hypothèse (II) est vérifiée pour la paire de
xC

fonctions poids (2 .11) .

Comme

•ja(x,0l 1C(1 + i \U^l/2 ,
k»l K

(2.8) est réalisée avec 6 donné par (2.11)."On a donc le résul-

tat (1.2).

Si nous supposons de plus que a^(x,D).- a'(x,D) ne contient

pas de termes de dérivation D" pour

1 - ô < ja : m| < 1

alors, dans (1.1), on peut renpiacer e^ ^(x,x) par :

e^(x.x) ' (Z^^.^ç^dÇ.

nous retrouvons le résultat principal de Y. Kannai.

3) Si a(x,D) est fonnelleinent hypoelliptique et de

type P , on peut choisir <S égal à la meilleure constante don-

nant (2.1)et vérifier les hypothèses (I) (II) avec la paire de

fonctions poids :
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^x.ç) = (IP(Ç)I + 1 ) 6 ; ^(x,ç) = 1 .

Alors le résultat (1.2) améliore le résultat de N. Niisson.

En fait, N. Niisson donne seulement l'estimation logarithmique

du reste :

-- ejx,x) = [1 + (Log t)"'0(1)]e^^(x,x) t -^ + <o.

4) Un exemple d'opérateur a(x,D) qui est hypoellip-

tique sans être formellement hypoelliptiquc est le suivant :

a(x,D) = Ixl^CD) + Q(D)

où k est entier > 0 et P, Q deux polynômes hypoelliptiques

d& même signe.

•- C'est le type classique d'un opérateur non formellement hypo-

elliptique : en effet, en tout point x f 0 , a(x,D) est de

même force que P et à l'origine/ l'opérateur dégénère et a la

force Q .

Supposons pour simplifier que P et Q sont positifs.

Comme P et Q sont hypoelliptiques, il existe r > 0 ,

s > 0 et m' > 0 tels que :

(2.13)

|S^P| ^ C(P(Ç) + l)"1'101

S^Ql <. C(Q(Ç) + l)"5 ;.

c^111' .$ QCÇ)

- j ç j assez grand.
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En utilisant l'inégalité, valable pour 0 ^ 6 l 1 :

^[2k0-9) ^ aCx^PCçr^PCçî/QCç))9

(qui découle immédiatement de Ixl^PÇç) ^ a(x,Ç) et

Q(Ç) < ^^O) 11L est alse ^e niontrer, d^prês (2,12) et (2.13),

que Von a :

(2.14) la^Cx^)] 1 Ca(x,ç)<ç>-Plal<ç>Ptl^l'Ç x

avec :

p » inf (r,s) ; p1 = -^ .

Si nous supposons que :

p - p1 > 0

(2.14) montre qu^vec la paire de fonctions poids

<j>(x,Ç) - ̂  ; ^(x,ç) = <Ç>"•pt

.nous vérifions les hypothèses (I) et (II).
„ i

Comme (2.8) est réalisée avec <S Js •E——E- , on a le résultat

(1.2) avec cette valeur de ô .

§ 3, - LEMMES œNCERNANT UNE PARAMETRIX APPROCI-ŒE DE A - X

Nous faisons dans toute la suite les hypothèses du § 1 concer-

nant a(x,D) . Nous allons construire une approximation ̂ T une pa-
«

raroêtrix à droite de A - X .
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Pour X ^î^. » notons :

• a^(x,Ç) s= aJx,Ç) - X.

Suivant le schéma classique de L. Hôrmander (cf. (J5))> nous

construisons une suite de symboles b. ^(x,Ç), b, ^ , . . . » b. . , <
O ^ À * > A • J»^

en résolvant par récurrence, génériquement, les équations :

(3.1) a,b,,̂  . 1

(3.2) b^

- ̂ ^nLi À ̂ ^.^+ î I,-,îr ̂ •^•l) •
o^&<j o^A<j

LB Î̂E 3.1. - On a gdnd^iquvn^zt^ pou/i .touô mutti-^ndicu a^ &

e.£ .toaé j ^ 0 :

(3.3) |3^^| ïCib^K2^^181 Ib^.aJ^tt^-^-l-l^lBl

pOUA. tOUt \ ̂ È ï\^ .

P/ifcuve : Pour j s: 0 , il est aisé de voir que Von a :

(S-O ^,X - î ̂ "•\ W^^^ - ( \̂)bo,X
? • • • ?

où la sonsnation est prise pour •: •

(3.5) 1 ^ k ^ |aj + \S\ ; a1 + ... + o^ = a ; e^ ... +.6k « B.
•

En utilisant (2.4) et (3.4), nous obtenons (3.3) pour j = 0 .
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Ensuite (2.3), (3.2) et (3.3) pour j = 0 donnent

|b^|^C|b^|(t ib^aĵ )"1 .

En dérivant (3.2), une récurrence sur |a| + |0| prouve que

f3 3) est'vrai pour j = 1 . De la même manière, pour une récur-

rence sur j on démontre le lemme.

REM(\RQUE. - Le résultat (3.3) est vrai, que a(x,D) soit diffé-

rentiel ou pseudo-différentiel.

En utilisant le fait que a(x,D) est différentiel d'ordre m ,

on peut préciser (3.3) par la suivante :

^r l̂ j.J

^ \̂;%
' Dans (3.3)', nous avons noté [x] le plus grand entier < x

lorsque x est > 0 et la convention [o] = 0 .

Cette amélioration est inportante pour la suite.

Montrons que (3.3)' est vraie pour j = 0 .

Utilisons (3.4) avec la sommation (3.5).

Comme a est différentiel d'ordre m , les longueurs

l^j > m dans la sommation (3. S) donnent des dérivées en Ç nul-

les i par conséquent

(3.63 [M] < ^ N - l B l
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o^r si k ^ -'—'• , on aurait

J, l01! ̂  [¥]'< H

ce qui est contraire à la deuxième égalité de (3,5).

Alors (3.6) donne (3.3)' pour j = 0 .

Commençons à prouver (3.3)' pour quel que soit j dans le cas

|a| = j @ l s 0 .

Dans ce cas, si j i m , d'après (3.3) il n'y a rien à prouver.

Considérons le cas j > m .

Comme a^ et B] sont respectivement différentiels d'ordre m

et d'ordre m - 1 , on voit que les sommations dans (3.2) donnant

b. . s écrivent : '

es-2)' h.x •

° -b^ Li^îr w^+ I«À- îr w^'
\j-m^A<j .J-m^<j /

Alors (3.3)' est vraie, dans le cas I^I s- |g| = 0 , pour

j := m + 1 ; il suffit d'utiliser (3.2)', (2.3), (2.4) et (3.3).

On va montrer que (3.3)' est vraie, dans le cas jcx j = |$| s 0 ,

pour m < j ^ 2m par récurrence. Supposons donc que (3.3)' est

vraie pour j - 1 et prouvons qu'elle est vraie pour j .

Pour A tel que j - m ^ A < j et a tel que |a| s j - & ,

on a :

2jl^^o J < ^ .a i x ^ ^(^r3 •1 Ç o x &,X 1 "" j o,X o 1 L 1 o,X l V T ' - '
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Une majoration similaire a lieu pour le terme -^ ^a 0%
0"» Ç * A A» , À

pour j - m ̂  A < j ; et |a| = j - 1 - 1 . Donc (3.3)» est vraie,

dans le cas H = |e| = o , pour j en utilisant (3.2)\

Par conséquent (3.3^ est vraie, dans le cas ja j = |g| == o ,

pour m < j ^ 2m ,

On procède ensuite par récurrence sur h lorsque

hm < j ± (h + 1)m pour montrer que (3.3)t est vraie, dans le cas

H = \ç>\ = 0 , pour tout j .

Il suffit ensuite de raisonner par récurrence sur |aJ + J 0 J

par un raisonnement analogue à celui fait dans le cas j = 0 .

On a donc achevé de prouver (3.3)î .

Pour chaque j î 0 , notons b. ^(x^D) l1 opérateur pseudo-

différentiel de symbole b. ^(x,Ç) :J ̂

(3.7) bj^(x,D)u(x) = /bj^Cx^ûCOe^^dÇ u < ̂ (î!)

• —n/2 n

où nous avons noté dÇ. = (2ir) ' dÇ , <x,Ç> = T x.Ç. et :
i»l 1 1

Û(Ç) = /e••i<ç*x>u(x)dx .*

:. Il est aisé de vérifier, grâce à (3.3),'que b. ,(x,D) estJ,À
continu de ^(Sî) dans ^(Î2) et peut être prolongé en un opéra-

teur continu de ^ (î2) dans <f' (î2) . Coinme dans Ç^), on voit

que le noyau distribution b. , (x,y) de b. , (x,D) est une
j »A . J.»'*

fonction C en dehors de la diagonale de S2 x î2 .

De plus, en utilisant (3.3), l'hypothèse (1), la propriété

(2.8) et le théorème de Fubini, il est aisé de voir que b. ,(x,y)
J *"•
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est de classe ^(0 x S2) -si n^ (1 + jô) > n + k . En particulier

b. ^(x.y) est continu sur Sî x ft pour tout j 1 0 si m1 > n .J ̂
Dans ce cas,, le noyau est donné par la formule :

(3.8) . bj^(x.y) = (270^ / b^Cx^e^^^dÇ .

Pour chaque x c î2 .fixé, l1opérateur différentiel à coeffi-

cients constants a^ ^(D) obtenu à partir de a f.,D) , les coef-

ficients pris au point x , a un symbole a (Ç) = a (x,Ç) qui
w • J^ U

vérifie : •

l̂ ro |^c^^(o*(x,ç)-l-l .

Cela est évident en vertu de (2.4).

.Comme c<Ç>11 1 ^>Cx,Ç) en vertu des hypothèses (i) (ii), nous

en déduisons que, pour a f 0 :

• - ^o^0 / ̂ ^ ^ ° lorsque |çl •> + » .

Donc a (D) est hypoelliptique, d'après L. Hormander (voiro»x
•par exemple : L. Hormander, Lcne-a/i. paAtiat d^^vw^ULoJL opzfiatoft,

Springer Verlag (1963) p. 99.

Suite à l'introduction, considérons e^ ^(x,x) :

(3.9) ^.t^ = W^ ^<x.Ç)^t ds •

Coimnc fonction de t , elle est monotone croissante. D'après

(2.5), elle est nulle pour t < 1 .
«

Comme a (D) est hypoelliptique, nous avons, d1après la pro-
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position de l'appendice 1 , qu'il existe des constantes

A(x), r(x) > 0 et un entier p(x) ^ 0 tels que :

^t^ ^ ̂ t1'00 (Log t)^ t - > • + " .

l'hypothèse (I) et le fait que a(x,D) est différentiel d'or-

dre m montrent facilement que nous avons :

(3.10) , ^r(x)!^.

Dans toute la suite, pour deux fonctions f(X) , g(X) d'un

paramètre X vérifiant f(X) = 0[g(X)] lorsque | X J •*• + » ,

nous utiliserons la notations suivante par commodité :

f(X) s gCX)0[l] |Xi -> +«0 . •

LEMME 3.2. - Suppo4on& m1 > n .

?OIUL tout j 1 0 , ta noyau. b.(x,y) de. b. , (x,D) <îM c.onti-
3 J »"

nu AUA. Î2 x j^ .

NOUA a-uonA :

(3.11) bj(x,y)

«ACx)^23'^!-1^^6^ IxD^^oœ N^"

wu.^o/tmzmn.nt touque. (x,y) paAc.ou^it a x p11 , cr compact de.

îî .

Mouô OVOUA no-tê danà (3.10)

d(X) = dist (X^) .
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Preuve : Coinjno a^Çx.Ç) > 0 , nous avons, d'après un calcul

facile :

|a(x,Ç) - X| td(À)o

-Vx.Ç) -XJ^^a^x.Ç)

pour À ^ R^ . .

D'oû :

(3.12) 1b^(x,Ç)I ^BT^-a^x,^ ^ |Xl •

Donc, en utilisant (2.8) et (3.12), on a, pour tout k et j

entiers > 0 :
a^-jô .

tk ~o

^ ^a^^^5^^ T^W

pour X < 3 .̂ .

. Pour R - | + 1 ^ k , o n a évidemment :Lm

(3.14) i < ri| + 1 < iç.m - [mj - *

En vertu de (2.9)(3.14) on a donc :

(3.15) 0^ k - j5 ^ k .

I-d aOn peut donc utiliser l'inégalité classique x y" ^ x + y

(valable pour x,y ï. 0 et 0 l a ^ 1) pour obtenir de (3.3)*,

et (3.15) la majoration qui a lieu génêriqueinent :

(3.16) |b, .(x,Ç)| iC
J 9^

f l X | 1
[à0}j

2j+l j ^ j -JÔ

^W) + |Â|
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pour x ^ ̂ + •

Comme m' > n , on a d'âpres (3.8) :

(3.17) Ibj^(x,y)l 1 (ZTT)"" ; |b^(x,ç)|dÇ .

Alors•(3.16)» (3.17) et la proposition B.2 de l'appendice B

donnent (3.11) car il est clair que l'on peut écrire, en utilisant

la définition (3.9) :

f dg . F ̂ 0,1^
. J a^(x,Ç) ^ |\| - ̂  t + | X | •

RENîARQUE* •• Lorsque m' n'est pas nécessairement > n , on a enco-

re (3.11) P01"" J tel clue ^d + j5) > n .

En effet, on voit facilement que l'on a :
•

, fun 2 ^ ' r" t^ +''•ii
|b, ̂ (..y) I S c[^] j ^———— de^ ̂ (x,x) .

- +2
(t + W^

Comme : .

J O y - 1 .

On peut alors utiliser la proposition B.2 de l'appendice B

pour obtenir (3.11) dans ce cas.

Nous avons besoin de la précision supplémentaire sur (3.11)

'lorsque Re \ - » • + « . Notons c(x) = sup (1,p(x)) .

LBiMB 3.3. - SuppoôOMA m' > n .
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FouA. -too-t j 2L 0 , nouA avons :

(3.11) ' b^(x,y).

rmi2 j
c(x)A(x)(^-] M^CRe ^-^(Log Rc X)^Log ̂  0(1)

^n| X | ^ 0 0 ^ X ^ E , R e X > 1 , tuU^o-imeme t̂ AUA a xR ^ a

co/np^<^ ̂  ^ •

Preuve : Au lieu de (3J6), nous avons aussi ̂  gênériquement :

lbi.x(^l<C^•23|ali',^.x^

Donc :

^^)l..c(^)2jl^|:d^î.

II suffit alors d'utiliser la proposition B.3 de l'appendice

B et (3.10) pour conclure.

En dehors de la diagonale, nous allons voir que b. ,(x,y)
3»^

décroit rapidement par rapport à |\| pourvu que X soit en de-

hors d'une région parabolique. Pour 0 ^ 8 , notons la région :

^ = a e C , X^ ; ^ylc(1 + IX l ) 8 0 } .

Alors dans la région ^^1/5 > nous avons le :

LEMME 3*4. - So-ct Hp n^ deux <îonetconA de. ^(Sî) 5. 4uppo/t6&

'c^&Jo-cn-t&. AÔOAA, pou .̂ -tout j ^ 0 , -Éoat moUc-̂ ndLûe 6 , ̂ 'opê-

Wte.u^. T^^DB.bj ^(x,D)n^ a pouA no(/au

c,(x,y) = ni(x)D^bj^(x,y)r^(y) , çac &À-é donc ^"(Q x n) .
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Pou^i to^t p > 0 ^ nooA avonA ;
•

(3.18) c^(x,y) ss N^0(1) N ^ + œ , \, ̂ ^ ,

n^c^o/ï.m5»ncnt 4o/i Sî x n ,

pAcuve ; Nous prouvons (3.18), le reste étant évident.

Coinncnçons par le cas 6 = 0 .

Pour un muiti-indice a , nous avons :

^i<x-y,ç> , ^ , ̂ i<^^> .

Si l'on prend a tel que :

(3.19) ^O + J6 + H'S) > n

il est aisé de voir que l'on a : ' . •

(x - y)^, ^(x,y) = (2^T)-n;(- 8 )% .(x.O.e^^'^dç
J ï — . S J ï^

le second menibre étant intégrable.

Nous obtenons, en utilisant (3.3)1 :

Kx-y)^. .(x,y)j
J »A

:,|,l^|a^«..J±ÏM]+•^-H'

^W Jl L r^n se^
(t+ |x|)L n

(3.19) prouve que :

(3.20) "y-^^J/K'lï^t1-^"1] ̂  •
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I^hypothèsc (I) prouve qi^il existe pour tout compact a c Î2 une

constante C telle que :
' •

(3.21) e^(t) îiC^.

pour tout x < a , t > 0 •

De pl'is, il existe d > 0 telle que |x - y j .̂ d pour

x e supp n^ et n € supp n^ . Nous déduisons de (3.20, (3.21) et

de la remarque 1 qui suit la proposition B.2 de l1 appendice B

pour obtenir :

- ^(x,y)»d-lttl(^)2j+lal+•|x|-l-<itl«•l)<|X|••/°•oO)
•

|X| "> + oo ^ \ ^]R^ ^ 0(1) étant uniforme sur Î2 x Î2 ,

Nous avons donc :

I |A -1*4. ̂  +^
c,;(x,y) ^d-'^lxr '^Xl""^ ^(l) |X| -.+<», Xe^^

ce qui donne (3.18) en prenant |a| suffisamment grand.

. .Si 0 ^ 0 , nous prenons a tel que :

m'O + jô + |a|5) - |e| > n .

On voit alors aisément que (x - y)0^^. ^(x,y) est une sommev J.»A

finie de termes de type :

g,(x,y) = ;(- âç)^ ,,(x,ç) .ç^e^-^^dç
•

avec y + y1 = P » 1e second membre étant intégrable.
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Utilisant de nouveau (3.3)' et les hypo thèses <j> , y> , nous
«

obtenons :

Ig^(x,y)I

' , , , jjM+i-jô-Hô-t^U^1-r m ̂ j + a + e + l f " ... ni J •' ' • ^ m'

'Wl I, -————plkD———^'^
^ ^ 1^ - m -

^0 ffM]^
(t+ |x|)L n -1

(avec 0 ^ e < 1 donnée par l'hypothèse (i) concernant y ) .

En vérifiant que :

• jy - 1 ^ ^1 ^,H < ao * |a|) s. P-M]. i
m m «• iu J

•

nous terminons conime auparavant.

Pour N > 0 , notons :*

: .. ^^ s ^ ^^^Si^A j s s ç J »

(3.22) .

SN ^(x,D) = (a(x,D) - X)r/§^(x,D) - Id .

D'après les formules (3.1) et (3.2) nous voyons facilement que

le symbole de 6^ ^(x,D) est donné par :

(3.23) <S^(x,Ç)

. •^^^^^^^'
j<N J^

Dans le premier terme du second membre de (3.23), puisque

a^(x,Ç) est un polynône de degré $ m en Ç , la sommation a lieu

pour
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j + |aj ï N ; (N - m)^j .$ N - 1 .

Nous avons note (x)^ la partie positive de x .

Donc en utilisant (2.4) et (3.3)', ce terme est majoré génôri-

quemcnt par :

( 2N+in-2 . \ „

- c^^l AI l b o • A l l " v ) •-L—r
Dans le second terme du second membre de (3.20), puisque •

a(x,Ç) est un polynôme de degré m - 1 en Ç , la sommation à

lieu pour

j + H ï N " 1 ; (N - m)+ 1 j 1 N -' 1 .

Donc, en utilisant (2.3) et (3.3)', ce terme est majoré généri-

quement par la même expression que précédemment. Nous avons donc,

génériquement :

<2N+nt-l \ ^
(3.24) |ô^(x.Ç)£ S Ib^aJ (^f

» — — — 1 + 2 /
m

pour ^ ^^+ •

• Nous avons le :

LBME 3.5. - POU/L N > -^ , ̂  lûî/^ ^îî.X^»^ d& ^N/X^»^

eA-t con<tcna AUA. S2 x 3^ .

^/ouA 'avonA, pouA. e uêA^^ant 0 < e $ N m t < S - n
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{ 1 , 1 ^2N+m-l -N6-»^
\\^ = [ïïrryj N m 00) N -.- , X C R ^

0(1) ut uyu.^0^0. en x, y < cr x R" , CT compact cte Sî . .

P/ieuve. : Puisque N > -^ , (3 .«24) prouve que :

VX^Y) s (211)"" ; ̂ ^^e^7^^

le second membre étant intégrât) le.

Nous avons, géncriquement, d'après (3.24) :

P ]̂̂ ^
/l,n2N+m-l a1- m J m -iil£

10. ,(x.Ç) 1 ^ C4^ -^—————————— a Ial .
•̂  IUIÀJJ R^^J

'• ———-+2
(ao + |X|^ m J

Comme

N r^ " ̂6N ^ ï ^ _ ^••m m + 2

et 0 < è ^Nm'6 - n , nous pouvons utiliser l'inégalité
i—ft n •x y ^ x + y pour obtenir, gênêriquement :

/ 1 , 1 t2îî+in-l -Nô -̂n -̂ -•n^
l^x^l^^ N .̂ç) - .

L1 hypothèse (I) prouve que

à
0

n+e
m^

est intêgrable, d^ù le iemme.



XIV-27

§ 4. - DEVELOPPBinNT ASWTOTIQUE DU NOYAU DE LA RESOLVANTE

Considérons maintenant une réalisation auto-adjointe A de
f\

a(x,D) ^ans L (ft) • C'est par définition un opérateur auto-ad-

joint tel que ^fft) C D(A) , le domaine de A , et vérifiant

Au = a(x,D)u au sens des distributions pour tout u c D(A) .

Soit un compact a c Î2 Gt considérons deux fonctions T , r\

de 2^2) 9 telles que r\ = 1 sur a et m = r\ •

Pour N > 0 > considérons pour X ÇÉÎR I1 opérateur pseudo-

différentiel :

QN,X^) = ̂ <P^^ .

En vertu de (3.3) et de la définition (3.22) de <P ^ , ilî y À
est clair que le symbole de <P^ ^(x,D) vérifie génériquement :

l^^^^l^C^-l0^-!3! .

D'après R. Béais (cf. (2)), tP^X0^ ^re de L^Cn)
IQ^»

dans L^ (̂ ) » par conséquent Qy ^(x,D) opère continuement de

.L^CÎÎ) dans L^CÎ!) . Notons Q^ ^ ce prolongement dans L^CSÎ) .

Considérons aussi l'opérateur pseudo-différentiel, pour

\^ :

^4*1) ' ^.X^»^ = Ca(x,D) - X)Q^^(x,D) - n .

Il est clair que A^ ^(x,D) envoie ^(Sî) dans ^(îî) .

LENME 4.1. - POU^L N > ̂  , te. noyau. A^^(x,y) de ^^(x,D)

CA-t con.fct.nu. 4uA. $ 2 x 0 .
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Pou î 0 ̂  0 < 1/2 , ̂  ex^-tc, q > o i.ndipç.ndan.t N ^^ QUC. :

(4.2) A^(x,y) = ixr^1-20)^) . |X| ̂  c, , ,<^

luu.̂ o/imc-nlej'tt AUA, t2 x ft ,

P/ieuu& : A^ ^(x,D) s'écrit :

A^(x,D) = ï(a(x,D) - À)^^(x,D)n + [aCx^î.T^^Cx^în - n .

Nous avons noté le commutateur :

[a(x,D),T] = a(x,D)T - Ta(x,D) .

Utilisons (3.22), nous obtenons :

(4.3) A^(x,D) = TÔN^(x,D)n + [a(x,D),T]^^(x,D)n .

D'après le lemme 3.4, le noyau A^ ,(x,y) de

[a(x,D),^^^(x,D)n est ^"(ft x n) et est majoré par \\\"^

pour tout p > 0 , pourvu que À < 0^/2 » N assez grand.

D'après le lemme 3.5, puisque N > -^s. , le noyau A2 (x,y)
-u - W y À

^® '̂ N,;^»13)11 est continu sur Î2 x ft et est majoré :

cN-1'00'29^

lorsque \É <^?ç , JX| assez grand, q étant un réel > 0 in-

dépendant de N (on peut prendre par exemple q = h + (m - 1)@$

avec h le plus entier strictement plus grand que -n, ). On '

obtient ainsi le lemme.

Dans les conditions du lemme précédent, on a donc :
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^I^^Cx^Idy^CJXl-1^^1-29)^

/jA^Cx^ldx^ClÀr^0-20^

les intégrales dans (4.4) ont lieu sur les compacts de Î2 car T

et n ont des supports compacts, car d'après (4.3), le support

de A^ ^(x,y) vérifie.:

(4.5) supp^y Y^(x,y) c Csuppy T(x)] x [suppy n(y)] .

Un résultat classique de continuité dans 1^(0) prouve, d'après

(4.4), que A^ ^(x,D) est prolongeable en un opérateur continu

dans I^(îî) , noté A^ .

On va maintenant montrer que pour u c L,(îî) , Q .u e 9VA)

et l'on a :.

(4.6) ^^x" = (A - ^QN.x11 " nu u e ̂ ^ •

- : En effet, si u < ^(Sî) converge vers u dans L,(iî) ,
.». • ^ ' »

Ai x11 » ^N "̂n et ^n convergent daIlS L^(t2) . Donc

(A - ^)QH ̂  converge aussi dans L^(SÎ) en vertu de (4.1).

Comme A est fermé, Q^ yU e ^(A) et on a (4.6).

De (4.6), on en déduit, A étant auto-adjointe :

(4.7) Q^x - ÇA - X)-1 = (A - YT^^

pour tout À ^ R . .-

Voici le résultat principal de ce paragraphe.
«

THEOREME 4.2. - Suppo^oyiA m' > n . POUA. X ÇÉR , ̂ a ^£Ao^vûuzé&
i. ' , .
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R^ = (A - X)~ CA-é ("î opd./iato.t.iA ^.nta.Q^.at avec an noyau R. (x,y)

continu. 4UA. îî x Sî :

R^u (x) » J R^ (x ,y) n (y) dy u c L^ (Î2) .

R,(x,y) a un deve^oppai^vt fL&ymp.to.Uqu.e. ho^ d'uno. A-êg^on pcmabo-

tiqu.a. î

00

I^(x,y) ~ ! b. ^(x,y)
jaa •'»

d<xii4 ts. 4enA 4u<cvan^ :

Poû . e > 0 ,. ̂  ex^A-te q > 0 , faJL qu& pouA. ^oaé N ̂  1 :

N-l
(4.8) R,(x,y) s .î b^(x,y) + IXl^^OO). |xj ^ o.

" js«0 J *

X vê^^con-t

1 - ^'"e

|lm À J ^ |Xi "T'

un^<îoAmeOT&n.t torque, x, y c CT x o , a compact c n .

Panô (4.8), -£&A b. ^(x,y) véA^^z^t :

(4.9) bj^(x,y) =A(x)|Xl l+r(x)• j£ (Log IXD^^O.Q) |X| ^ + «o.

0(1) e4^ un îSoAm& 4u^ a x R ^ \ uê^c^an :̂

1 - ^
Im X| ^ \\\ 2

Ve. p^uA :

b^(.,x) - (2.)- J ̂ -^
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ejt :

(4.10) b^(x,y) =

c(x)A(x) (Rc X)"1'^10 (Log Re X)^10!^ ̂  00) |X| •> oo .

X uSA '̂.̂ aiî̂  Re X > 1 e-t X CE R^ , Ul'u.^ofwS.mant &UA a x j^ ,

o c-ORipac :̂ d& Î2 • . ^

RappcZonA ça& c(x) = sup (1,p(x)) .

P4.eaue : R^ est un opérateur continu dans L^(Î2) et l'image
Xo cde R^ est dans H^i (^) en vertu de (2.6). I/adjoint hilbertien

R* est RT , donc limage de R^ est aussi dans H î0^) .

Alors la conclusion sur le noyau de R^ est une conséquence .de

1 ̂ hypothèse m' > n et d'un résultat bien connu de S. Agmon et

Y. Kannai (cf. (1)).

Il reste à prouver (4.8) et (4.9).

,* • Soit a un compact de Î2 . Considérons alors deux fonctions

T, n c IZX )̂ vérifiant TU as H et n = 1 sur un voisinage de a

Avec ces données^ nous avons (4.6). Coinire m1 > n et N ̂  4- , les

noyaux de (Xr \ et ^ \ sont aussl continus sur n x Î2 d1 après

les lenimes 3»2 et 4..1.

Conime Q^ ^(x,D) = ^^^(^^^n > nous obtenons de (4.7) :

(4.11) n(x)B^(x,y)n(y) - n(x)R^(x,y)n(y)
ss n(x) Ifl I^(^^)A^^(2,y)dz

pour tout x , y € Î 2 x î 2 , X ^ 3 R .
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Dans (4.11) , nous avons noté :

N-l

• V^^ = . ĵ,^^ •

L'intégrale du second membre de (4.10) est convergente à cause

de (4.5). •

Soit d'autre part ç e ̂ (îî) telle que ÇT = T , ç égale à 1

sur o . Alors, d'après (2.7), il existe une constante C > 0 telle

que ; . ^
M^ iC(|Aul^+ ju|^) ueîZ^A) .

Il vient :

|çuj^. lC(|(A-X)u|^+ |X||uj^ . ue^(A) .

En remplaçant dans l'inégalité précédente u = R,f , f < L^Çft),

nous obtenons

(4.12) jç^fl^ 1 C -̂ . \î\^ f < L^W .

Nous avons utilisé le fait bien connu que puisque A est auto-

adjoint : '

Mo^Ttiniï'^ ^^c")-
Utilisant ^ inégalité de Sobolev^ puisque m1 > n :

sup |u(x)| ^ lçu| ,
X€<7

nous obtenons de (4.12) avec f la fonction f , y c a :

^ : ̂ ^^C^Y)
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la majoration :

^ 1 W^V'^^l ^ l^yL' -̂niiHq- ^y1" •

Comme :

I^I^V^I2'11

nous utilisons encore le lemme 4.1 pour obtenir finalement :

- -NC+q+4
(4.13) sup J ^ R^(x,2)A (z,y)dy|lC|Xl 2

^>y^crxo "»

pour ^ tel que

l-^B

lin X| i. |M 2

•

\\\ assez grand.

Alors (4.11) et (4.13) donnent (4.8).

(4.9) est immédiat en vertu du lemme 3.2 et (4.10) résulte du

lemme 3,3.

Nous avons achevé la preuve du théorème 4.2.

-REMARQUE. - 1) Lorsque a (x,D) est à coefficients constants, il

est possible d1améliorer le théorème 4.2. En fait, la conclusion

de ce théorème est vraie lorsque X varie dans la région

jlm ^| ï. j^l • Cela provient essentiellement de ^ amélioration

suivante dans (3.3)1 : on peut, dans'(3.3) t, améliorer les bornes

de la sommation :

^P-ÎT121]5^.'* H * lB l

i. ' . • J
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au lieu de la sommation

1 ^ p^r^]^^ ^ + N + Ie! •

2) Lorsque a(x,D) est elliptique, on peut remplacer

a (x,Ç) P^ ^Cx^Ç) le symbole principal de a(x,Ç) et on a

dans ce cas 5 = ^ , m1 = m , r(x) = ̂  et p(x) = 0..

Alors le résultat du théorème 4.2 dans le cas diagonal x == y

est bien connu (cf. CQ, (JQ, (^)).

Les estimations de (4.10), en dehors d^ région parabolique,

semblent être nouvelles même dans ce cas elliptique. Dans G.

Eskin (4) > on trouve des estimations plus fiables, le terme

Log fi^rî) étant remplacé par (^^) » a > 0 arbitraire.

3) Lorsque a(x,D) est semi-elliptique, dans la situa-

tion décrite au § 2, exençle 2, on a vu que <S = inf — ,
^ K

m1 ï= inf ̂  •k iv •
II est possible de voir que Von a :

n
• r^ = 1 ~ » PM = ° -k^l ^ .

Si nous supposons que a (x,D) - a' CX,D) ne contient pas de

termes de dérivation D01 pour 1 - ô < |a : mj < 1 , nous pouvons

encore remplacer a^(x,ç) par a^x.ç) et (4.8), dans le cas

diagonal x ss y , redonne les résultats de Y. Kannai Cy concer-

nant le noyau de la résolvante.

4) Le théorème 4.2 est nouveau même dans le cas formel-
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Icmont hypoelliptique traité par N. Niisson ( 1 1 ) .

Pour la classe d'opérateurs traitée par A. Tsutsumi (14), le

thootems 4.2 énoncé sur l'axe réel négatif redonne, avec des pré-

cisions supplée" laircs, le résultat de cet auteur.

5) Considérons pour k entier > 0 , un itéré A1^ de

A . A1^ est donc une réalisation auto-adjointe dans 1^(0) de

II est facile de vérifier, grâce à (2.4) que l'on a :

(2.4)' IS^x.Ol^Cla^x.Ol^1^--^ .

Si nous posons b'(x,Ç) s a^(x,Ç) et b"(x,Ç) » b(x,Ç) - b'(x,Ç),

jl est facile de vérifier, grâce à (2.3) et (2.4) que l'on a :

(2.3)' l^'Cx.Ç)! ^ Cla;;(x,Ç)|<rH-ly-M-l .

De (2.3)' et (2.4)', nous voyons que nous pouvons utiliser la

proposition de l'appendice A pour b(x,D) qui donne, pour tout

y et ne ^bW : .

(4 .11 ) M .̂ ^CdA^ + |u|.̂  .

Alors au lieu de considérer b^(x,Ç) = Re b(x,Ç) ,

h (x,Ç) s i Iro b(x,Ç) , nous pouvons les remplacer respectivement
^

pnr b'(x,Ç) s BQ(X,Ç) et b"(x,Ç) . Il est aisé de voir que tous

1cs résultats obtenus sont. valables avec la'décomposition b' ,

b" .
Naturellement. (2.8) est remplacé par
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(2.8)' b'Cx.Ç)071^ GKx,Ç)./>(x,Ç) .

Donc, dans l'énonce du théorème 4.2, nous devons remplacer ô
i»

par ^ . De même, les quantités m, m^ 1 (x) ; r(x), p(x) sont

remplacées respectivement par mk, m'k, k^^AÇx), k^rCx), pCx)

Par conséquent si a(x,D) est tel que i^ n^st pas nécessai-

rement plus grand que n , nous pouvons toujours considérer un
kitéré (a(x,D)) de a(x,D) , avec k suffisamment grand, pour

que n^k soit plus grand que n pour utiliser le théorème 4.2.

Cette remarque sera utile pour la suite.

§ 5. - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA FONCTION SPECTRUE

A étant une réalisation auto-adjointe de a(x,D) dans L-(î2),
»

soit ^W^téK sa r(3solution spectrale. Rappelons que E(t) ,

pour t e H , est une projection orthogonale dans L^(îî) telle

que E(s) 1 E(t) si s ^ t , E(t) -> 0 si t ^ « ^ , E(t) ^ Id

si t ^ + Qo et A == ^ tdE(t) (au sens de ^(L^(î2)) ).

Il est bien connu, pour s < t , que H(s,t) = [E(s) - E(t)jL,.(î2)

est dans H D(A ) . Par conséquent, en vertu de (4.11), toute
k»o

fonction u 6 H(s,t) est d (îî) . L e lemme suivant va permettre

de majorer les dérivées de u en fonction de sa norme.

LEMME 5.1. - Sappo4on4 m1 > m • PouA t e ]R , u c L^^) , ' E(t)u
^ 00

tkt ont fonction C W • ?OUA tout mujtti^ncLice. a , touit p > 0,

noua AVOUA : • .
«

D^CtMx) = ( t j ^ l u l ^ O C I ) . t ^ - < o -
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^Uo^S.mç.ïtt AU/I -toitt compact a C ft .

PACUVZ : Soit c compact f2 . Considérons, conurc auparavant,

deux fonctions (réelles) T, n de 2W) telles que TTI == n et

n == 1 sur un voisinage de a .

Utilisons l'opérateur A^ ^(x,D) défini par (4.1) avec t e ]R^*

(le demi-axe réel négatif) et N > j (qui sera choisi suffisamment

grand).

D'après le lemme 4 .1 , il existe T > 0 et C > 0 (qui ne dé-

pendent essentiellement que de N ) tels que le noyau A (x,y)
N,t

de AN ^(x,D) , (qui est continu sur S2 x Î2 car N > -r et

m' > m ), vérifie la majoration :

(5.2) JAN^(x,y)| ^Citl^5^
«

pour tout x, y € îî , t fe ]R_ , t < -T (on peut en effet prouver,

'puisque m' > n , que l'on peut prendre q = 1).

En utilisant le principe (4.4), (5.2) prouve que le prolongement

continu A^ ^ de A^ ^(x,D) dans L«(î2) a une norme majorée

par :

(5.3) HYJI ^Citj-^1

pour t é 3R , t ^ -T .

De même, l'opérateur Q^ ^(x,D) = T^ ^(x,D)n a un noyau

QM t^»^ sontinu sur t2 x n et vérifie, en vertu de (3.11), la

majoration :

-l+JL
lONt^y)! ^c|t| n
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pour tout x, y & Î2 , t é K_ , t ^ -T (en augmentant au besoin

T).

Par conséquent, nous avons :

-l+-"r
(5.5) HQ^JI ^C| t | m

pour -t é R, , t ^ -T .

Utilisant le fait que A - t est auto-adjoint pour t réel,

nous obtenons de (4.5) :

(5.6) nu =-Q^t;^ " t)11 • ̂  t" u € ^^ •

Donc (5.3), (5.5) et (5.6) prouvent que l'on a :

M^cItr'^KA-^ul^ itr^lulj

pour t C ]R_ , t ^ -T .

• Pour u e H(s,t) , nous avons, en utilisant la représentation

spectrale de A :

( (A- t )u [ ^ ^ (t-s)|u|^ .

Comme m* > n , nous obtenons des deux derrières majorations :

(s.?) ' H^^citr^1 +e)i<
pour tout u 6 H(t -' e , t) , t .é E_ , t $ -T .

Prenons e = j^l"116'1'1 et soit h un entier positif. Nous obte-

nons facilement de (5.7) :

(5.8) |nuj ^ Citr^h^lul
0 0
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pour tout u é H(t - hs, t) , t e K» , t ^ -T .

En prenant h entier e [t1^0"1 , i^0"1 + 1 [ , nous ' obtenons de

(5.8) :

M+l
(5.9) . Ho^H 2 2 Ho

pour tout u ê H(t - 1 , t) , t 6 ]R_ , t ^ -T .

Soit a un muiti- indice.

En utilisant (4.11) et (5.9), il existe k entier tel que :

..JË+ l

sup |Dau(x)| ^C | t j ~ 2 ^ÎA^I
xca

pour tout u e H(t - 1, t) , t < ]R. , t ^ -T .

Comme IA^IJ^ ^ ^ C|tjkju| pour u fe H(t - 1 , t), nous obte-

nons : .

-N6•+l+k
(5.10) sup JD^x)! ^C|t| 2 2 |u|^

pour tout u s H(t - 1 , t) , t 6 R_ , t ̂  -T .

Pour u 6 L^(îî) quelconque et t é R_ , t ^ -T , on a la

dêconposition orthogonale :

E(t)u ss u. + u^ + ...

avec u^ é H(t - i, t - i + 1) (i = 1 , 2, ...).

Utilisant (5.10), nous obtenons : •

,„ -^^KX
sup î \^\W\ iC I I t - i ^ - l l 2 )lu|^ .
Xtff i»! M»! /

Nous déduisons que E(t)u est une fonction ^"(Sî) et que l'on

a :
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-îii+l+k
sup [U^C^ul ^ Clt | 2 2 |u|
xecr 0

pour t .$ -T , Nous obtenons alors facilement les conclusions du

lemme 5,1.

RBî\RQUE. - Dans le cas elliptique et formellement hypoelliptique,

M, Niisson (cf. .(9), (11) ) prouve que la décroissance est exponen-

tielle lorsque t ^ - °° • Sa preuve utilise une solution élémen-

taire de a(x,D) . Nous avons adapté, dans le lemme précédent, la

méthode de Niisson,

-Si m1 n'est* par nécessairement > n , nous pouvons utiliser

la remarque 5 qui suit le théorème 4,2 et prendre un itéré

avec k assez grand et impair. Alors en suivant les arguments

classiques, nous obtenons du lemme précédent le :
•

THEORBIE 5.2. - ?OUA tovit t ç R , JUL &xcA-te. une fonction e (x,y)

qm. &&-£ ^"(îi x Î2) tsJUUi. quie. e^(x,.) ^t dan& L^CSÎ) pouA tout

x é S2 tt telle, que •

E(t)u(x1 = ^ e^(x,y)u(y)dy u < L^C") , x c Î2

où E(t)u &6^ ^"(0) .

' Ce. p-îoA, pou/i tovit c.ompcL(Lt a c. !i , tout p > 0 , nouA avon^

et(x,y) ss Itl'^O) t- - »

uni^o^w^.me.nt 4uA a x (7 .

Le résultat précèdent prouve que e (x,y) est à décroissance
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rapide lorsque t ̂  - ̂  . Lorsque t -̂  + oo ^ nous allons le compa-
rcr avec la fonction :

e^(x,y) . (2,)-1 /^^ e——^dç .

Nous savons, par la proposition B.1 de ^appendice B, que pour
tout x c t2 :

(5.11) e (x,x) ^ACx^^CLog t)p(x) t ^ œo,t

avec A(x) > 0 y r(x) > 0 et p(x) entier ^ 0 .
•

Ayant noté c(x) = sup (1, p(x)) comme dans le théorème 4.2,

•nous avons le ;

THEORBE 5.3. - Moo& avo^zô :

(5.12) e Cx,y) - e (x,y)t o^t

= c(x)A(x)tr(x) (Log t)P(x)t660C1) t ^ oo

pouA. toat Q < -y / wiJL^ofwvLmwt ^UA. a x a » a compact de. S2

P î&u\5& : Traitons d'abord le cas où m' > n et A est auto-

adjoint > 0 .. Nous suivons la méthode de S. Agmon et Y. Kannai (1).

Elle consiste à utiliser la formule de A. Pleijel :

(5.13) |eCx,y,t)-^f R^(x,y)dx}.

^ CT C|Rç(x,x)| + |Rç(x,y)| + |RçCy,x)| + |Rç(y.y)|).
•

où t > 0 , ç as t + ÎT et L un contour orienté joignant "ç à

ç , ne coupant par R . R (x,y) est, dans (3.13), le noyau de
• A
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la resolvnnte R /
A

(5.13) est donne usuellement dans le cas diagonal, wis elle

s'étend en dehors de la diagonale de manière évidente (cf. (^)).

Soit e < -j . Nous allons utiliser (5.13) avec ç = t + it'-^ .

Nous avons d'abord à estimer |R^(x,y)[ . Notons
B(x) = c(x)A(x) .

Utilisons le lemnie 3.3. Alors pour tout compact cr c îî , tout

N ^ 1 , il existe une constante C > 0 telle que :

.XJb^ç(x,y) | ^ aWt'-^aog D^LogCt96)

pour tout x e cr , y e R11 , t > 0 assez grand.

En utilisant alors (4.8) du théorème 4.2 pour N a-sez grand-,

nous obtenons une majoration analogue :

(5.14) |Rç(x,y) I l CECx)^1-^30 (Log D^Log t90

pour tout x, y é a , t > 0 assez grand.

Examinons -^ ̂  R^(x,y)dX .

Nous désirons prouver que pour tout compact a c îî , il existe

une constante C > 0 telle que :

(5.15) |;̂  (R^,y) -b^Cx,y)dÀ|

. ^©(x)^^^^ t)^^!-95

pour tout x, y e a , t > 0 assez grand.
Pour cela, nous choisissons le contour L de la manière sui-

vante : Lç est composé de deux segments L1 , joignant t + t'" 9 5

à t + it et t - it1"96 à t - it et d'un arc de cercle L2
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joignant t + if à t - it , ne coupant par R .

Utilisons de nouveau (5 .11) ' . Nous obtenons, pour j ^ 1 :

J ilbj^(x,y)dX|
ç ' ^

^(xn^Log 1e 0 J ,̂  -^ t-^^g ̂ ^ .
' t x J

II vient de là :

(5.16) l î J i b^ ( x , y )dX l
J — 1 y

^CBCx)!--50-29^ t^t^^CLog t)^^!-90

(avec une constante C qui ne dépend essentiellement que de N )

pour X t f f , yé IR " , t > 0 assez grand.
2

• Sur Lç , nous utilisons (3.11) pour obtenir :

N-l / •
(5.17) | ï , bj^(x,y)dX| ^ C^t^aog t)^^!"0

_ J2' 'i-ç

pour X f e C T , y e R " , t > 0 assez grand.

Utilisons de nouveau (4.8) avec N suffisamment grand ; en

intégrant le reste de (4.8) sur t[ et L\ ît tenant compte de

(5.16) (5.17) nous obtenons (5.15).

Par la formule de Cauchy, nous avons :

^•18) ^JL^O,^ (x.y)dX»

^ •m i Û)o.^ieCx,y) -bo,,-ie(x,y)]dÂ ̂  J^ b,^(x,y)dX

où A^ est composé de deux segments, joignant t + it1"05 à
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. 1-06 . .t + i£ et t - it a -t - i£ .

Utilisons encore (3.11)' ; nous obtenons, avec C > 0 indépen-
dant do e :

iL ^ ,(x,y)dXl ICBCx^^CLog t)^ f^86 Log Adx .
' e •* /e -•

En.intégrant, nous avons :

(5J9) ||̂  bo^Cx,y)dX| ^ CBCx)^^^^ t)^31^"86 Log t

pour x e c r , y e 3 R , t ^ ' O assez grand.

Il est aisé de voir que l'on a :

(5.20) ^ ̂  |̂  |b^^(x,y) - b^,.^(x,y) jdT =

^f^^l^.Cx.^o-ie-a^x.O^-ie)-^^^^^

D'après un résultat bien connu (cf., par exenple,J. MUnor (8))

^ensemble des valeurs critiques du polynôme en Ç , a (x,Ç) , est

un ensemble fini (rappelons q^une valeur z c Œ est appelée va-

leur critique d'un polynôme P s'il existe Ç ^ ]R tel que

P(y == z et grad P(Ç^) - 0 ).

Nous en déduisons que la fonction (en t ) e (x^y) ^ qui est

localement à variation bornée) est dérivable, sauf en un nombre

fini de points et de dérivées :

(5.21) ^ e^(x.y) = (2.f11 J, ̂ ^<^> p
o - ' *

où H est la forme :
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dÇa^(x,Ç) A p = dÇ, A dÇ^ A ... A dÇ .

Alors (5.20) (5.21) prouvent que l'on a :

/t
(5.22) ^Tiî J^ ^.T+ie ̂  - ^.T-ié ̂  dT

''T^00^7^

Alors (5.13), (5.14), (5.15), (5.18), (5.19) et (5.22) prouvent

(5.12) dans le cas m* > n et A auto-adjoint ï 0 .

Examinons maintenant le cas où m' < n . De manière classique,
•

prenons k assez grand pour que km1 > n et k pair pour que Ak

soit auto-adjointe positive. D'après la remarque 5 qui suit le

théorème 4.2 et l'étude asymptotique :

(5.2Î) <^(x.y) - (2,)-° J „ e^^dî
f •'aç(x,ç)^t

. B(x) t^^ (Log tl/k)P<x) t-66^ 0(1) t ^ ̂  .

Conroe e^ ^(x,y) est la fonction spectrale de f^ avec k

pair, nous avons pour t > 0 :

(5.24) e^*^ " ̂ t^*^ s ®k t ^y) *

Alors, puisque e_^(x,y) est à décroissance rapide lorsque

t •*• + « d'après le théorème 5.2, (5.23) et (5.24) montrent que la

conclus ion du théorème 5.3 est encore valable.

•
COROLLAIRE 5.4. - SUA, ta. dia-goi'iale., e^(x,x) a. un c.ompo/ut&me.nt

aj^ymptoti^u-Q' •• .
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e (x,x) = (1 + t'^OO^e. ,(x,x) t -^ + c,
»• U y L

•

pouh. tout 9 < -7 *

Preuve : II suffit d'utiliser (5 .11) et (5.12).

REMARQUE. - Lorsque a^(x,Ç) est à coefficients constants, les

conclusions du théorème 5.3 et du corollaire 5.4 sont valables

pour tout 9 < 1 . C'est une conséquence de la remarque 1 qui suit

le théorème 4.2.
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APPENDICE A. - REOnARITE LOCALE D'UNE CLASSE D'OPrj^TCURS PSEUDO-

DIFFERENTIELS HYPOELLIPTIQUES
(

Nous considérons une paire de fonctions poids <j> , 9» comme au

§2 et soi^ un opérateur pseudo-différentiel a(x,D) dont le symbo-

le vérifie genériquement les conditions :

(A) |a(x,Ç)| ^ c<Ç>In pour m > 0

(B) |3^a(x,Ç)J ^ claCx^)!^!0! ̂

(C) ^^ ^ |a(x,Ç)| pour m3 > 0 .

, D1 après R. Béais (cf. (^)), a(x,D) esthypoelliptique.

' Nous allons donner une preuve rapide de ce fait, cela nous per-

met d1 introduire des ingrédients nécessaires ]"our la suite.•
' Suivant le schéma classique de L. Hôrmander, nous construisons

un opérateur b(x,D) , paramétrix à gauche de a(x,D) , en résol-

vant génériqucment les formules définies par récurrence :

a(x,Ob^x,Ç) -1
CD . . . ,
^ bj(x,Ç) —^^^jj^ À^h-lal ^ 1 e

11°est aisé de vérifier que l\os\ a, génériquement :

c2) i^hcx,ç)i ^ cibjc^^r101^'161 .
Ceci montre, grâce à V hypothèse (c) et les hypothèses sur <j> ,



XIV-48

^ -> le s)^bole b (a,Ç) appartient à la classe (x) suivante

de R. Béais et C. Fcffcrman :

(3) • ^ S'̂ C") .

Remurquo1^ aussi ^ue a(x'^ appartient à la classe

ç4) a < S^^^W .

' Utilisant le calcul des o. p. d. (opérateurs pseudo-différen-

tiels) de d) et (j[), nous avons :
•

. „ . . - , (,(m/v)-k, (m/v)-k/ .^ u<.j) a '
•

>A l'aide de (5), on construit un opérateur b dont le symbole

est ~ X b- (x^^ et tel clue ba " I est ^g111''11'1531111* ceci nlon"
j^O J

trc que a(x,D) est hypoelliptique.

LBiNŒ A.1. - pou^ -tou<é t > 0 , ̂  (^-te M > 0 tzi çue ^a< o.

p. d. r(x,D) dont te. ^ymbote, r(x,Ç) e S^*^^) &A^ ^oZa^L-

4<wé a t'o^e. t , û>e4^-a-d^L^ :

(6) r(x,D)u fe H^00^ si u fc L^-Cn) .

P/Leaue. ; Nous prenons :

'(.̂ ""̂ Tdeax ^eZi M, n, ^W ^ V^e.wbU du ^mbot^

aCx Ç) vêA^^on-t gênê^u£m&n^ :

|3^a(x,S)| ir101^'8"161 •
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(7) M» [0 + t)0 + e) + £(n + 1)]u"1

avec p, c donnes par les hypothèses (i) (ii).

Pour prouver (-6), on toujours supposer que le support en x de

r(x,0 est compact. Soit K = supp^ r(x,Ç) .

Notons alors r(n,Ç) = W^2 ; T^^e"1^^ .

Par intégrations par parties, nous avons :

i^rCn^)! ^a/K ^(x^Cx^r'^Cx.çr'^dx .

En utilisant les hypothèses (i) et (ii) sur la partie de fonc-

tions poids <(>, ^ > nous avons, pour tout N ̂  0 :

C8) . |r(n - S , 0 I 1 C^<n - çAç^Me ^
î'*. '

" Comme 0 ̂  e .̂ 1 » la-valeur (7) prouve que l'on a :

Mp/c - (î^ + n + 1)/(1 + e) $. 1 .
«

Prenons donc dans (8), N l'entier vérifiant :

(9) "T^T-1 ^ N < "T^T1 + 1 ̂

La dernière inégalité de (9) et l'inagalitê de Peetre donnent :

(10) '̂̂  ^ C<n - ç>MP-Nc -̂M^Ne ^

II vient de (8) et CîO) : •

,,,, , f^/ r ri < r<n ^-N(1+e)+Mp t-Mp+Ne(11) |<n> r(n - S » ^l ^ c<1^ ~ ç> <n>

La deuxième inc'galitê de (9) et ta valeur (7) de M prouvent
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que nous avons :

02) t IMn - Ne .

Utilisant la première inégalité de (9), (11 ) et (12), nous obte-

nons : '

l^rd - Ç, Ç)| ^C<n - Ç>"'n''l .

• II est alors bien connu que cette dernière inégalité prouve (6).

PROPOSITION A. 2. - So^t a(x,D) un o. p. d. dont te. ^ijmboie.

a(x,Ç) uê/î e tu hypo^h^o^ (A), (B) zt (C).

&c u fe L^GÎ) ^ a(x,D)u fe L^00^) , oZo^ u fe H100^) .
î<.

. • P^uve. : A m' , choisissons un M correspondant au lemme pré- •

cèdent. Prenons alors un entier k tel que

Î13) k ^ M + B

et notons

Pk(x,Ç) - I bKx,Ç) .
o^j<k J

Remarquons que, grâce à (3), p^(x,Ç) Ê SO*0(S2) .

Soit h^(x,D) un opérateur de ^(ft) dans f(S2) , propre (au

sens de L. Honnander), défini par un symbole lv(x,Ç) , tel que

hk(x,D) - p^(x,D) soit régularisant (c'est-à-dire de noyau

^"(t! x Sî) ). Avec (5), le calcul des o. p. d. de (2) et (3), le

choix (13) de k et le lemme A.1 prouvent que l'opérateur

h^(x,D).a(x,D) - Id estrêgularisant à l'ordre m' .
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Donc h^(x,D)a(x,D)u-u fc H^CSÎ) .

Il reste à prouver que h^(x,D) , donc p.(x,D) , est régulari-

sant a l'ordre m' . "
»

Pour cela, notons A(Ç) le symbole <Ç> . Conroe, d'après (^),

tout symbole S0'0^) est régularisant à l'ordre o , il reste à

prouver que le s)'̂ ^ A o p^ € S°'°(îî) .

Prenons h entier tel que h ï. 2- . Le calcul des o. p. d.

prouve que l'on a : , . . •

04) A °p" - i,î<h ̂  ̂ A D:pk e sc'°'/'')'h' (m'/'')'h(") •
Le choix de h permet de prouver que le premier membre de 04)

•
eàf dans S0»0^) . Grâce aux hypothèses (i), (ii), (C) et à (2),

il est aisé de vérifier que 3^ A D^ * S°'°Ç2) .

Nous conclus ons que A o p. e S * (î2) , ce qui achève la preuve

."de la proposition.



XIV-52

APPENDIŒ B. - rONCTION SPECTRALE D'^JN POLYNOME HWîmjPTIQUE

Soit P(Ç) im polynôme hypoellip tique de degré m , à valeur

réelle pour Ç 6 ]R , telle que P(Ç) -*• + oo lorsque |çl •»• + oo

II existe m' > 0 tel que c<Ç>1" 1 P(Ç) pour |ç| assez grand.

En ajoutant au besoin ime constante, nous supposons que :

(1) <Ç>m' ^ P(Ç) Vç e ]R11 .

Considérons la fonction spectrale associée à P :

e(t) = /p(ç)^t dÇ .

•

^Elle est monotone croissante en t , nulle pour t < 1 .

. Rappelons que e(t) a un comportement asymptotique suivant,

lorsque t ->• + w : ' .

^'PROPOSITION BJ (cf. (10) et (j^)). - U e^cô^z du ^ec^s

A > 0 , r > 0 e^on tntieA p ̂  0 -te^s çue :

(2) , e(t) ^ Atr(Log t^ t ^ + oo

(f(t) ~ g(t). UgyîÂ^ çoe lim f(t)|g(t) = 1) .
t^»

REMARQUES. - 1) Dans (jj)), N. Niisson prouve seulement un encadre-

ment de e(t) et dans (11) , cet auteur signale que l^on a (2)

sans donner de preuve. On peut trouver une preuve de (2) dans le

travail de C. Smagin (cf. (15)) qui utilise un résultat de prolon-

gement méromorphe de l1intégrale / P(Ç) dÇ , d'après
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I. N. Bemstein.

Signalons qu'il résulte de N. Niisson que, dans un voisinage de

+ " , e(t) est analytique réelle (de fait, comme nous l'avons vu

au §5, e(t) est analytique sur l'ouvert de R complémentaire

d'un nombre fini de points).

De" manière précise, N, Niisson prouve qu'il existe T > 0 tel

que dans l'ouvert ]T, +~[ , e(t) est une somme finie de termes

-du type t^CLog t^HCt) où H(t) est la restriction à ]T, co[ .

d'une fonction holomorphe dans |z| > T dont la série de Laurent

au voisinage de l'infini s'écrit :

w

H(z) = a + ! 7.
k»l

-k

• Alors A, r et p donnés dans (2) correspond au terme '*prin-
co

cipal" de e(t) , t^Log ^(A + ^ a,^) . Il en résulte que
k«l K •

la dérivée e'(t) de e(t) a un comportement asymptotique :

(3) e' (t) ~ Bt1""1 (Log t^ t ->• + «o

avec B = (r + p)A .

2) Remarquons aussi que (1) et le fait que P est de

degré m entraînent que ':

(4) 2 < r < ̂m - - vT

Nous allons déduire de (2) une majoration d'intégrales de
Stieljés liées à la résolvante»
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PROPOSITION B.2. - So^t k e-t h deux HÏ.Q.U i/c-u^ont

0 1 h < k - -'r . A^u, pouA, t .̂ 0 , -£'-uite5^&

i^d^r^T de(T)^ i,ltj = i ——î-2.
"»" .L Y T A + ^ kk*" ^ -(T+t) 1

&6^ conve/i3('.)'Lt&.

Nou<S auonAî

(5) Ik,h(t) î; At^^CLog I^OO) t ^ + œ .

Preuve : Coinme e(T) est nulle pour T < 1 , il. suffit d'exa-

miner la convergence de L . au voisinage de l'infini. D'après

(3), nous voyons que

T^'CT)
(T + t)11 .

se comporte a l'infini connre ^"^^^CLog r)11 .

L'hypothèse sur k, h et (4) prouve que :

k + 1 - (h + r) > 1

d'où la convergence de L .(t) .
K y u

En vertu de (2), il existe T > 0 tel que :

(6) e(t) ^ 2A ^(Log ̂  pour t .̂ T .

Après une intégration par parties, nous avons :

'• Ik h^ " C gWeO^
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avec

T11 T11"1

g(T) = k ————1- .̂ - h ——r————.
(T + t)-1 (T + ̂

Ecrivons l'intégrale en :

\^ = 4e SC-OûM^ + 4" gM^^

avec t ^ T .

Comme e est croissante, nous avons C une constante > 0 in-

dépendante de t î

(7) 14e g(T)e(T)dTl .1 Ct-^^eO:) ^ dr = Ct'̂ eCt)
•

puisque, sur [0,t] , nous. utilisons |g(T)j $ Ct"'^1"1'11 .

• En utilisant (6), nous. avons, avec C > 0 indépendante de t :

(8) 14e g(T)e(T)dT| ^ AC Ç T11 -̂11-1 (Log T)pdT
«

puisque, sur &,"[ , nous utilisons jg(T)| l CT"1'"1'*'11 .

De (7) et (S), il est facile d'obtenir (5).

REMARQUES. - 1) Nous avons l'estimation suivante pour 1 ,(t) ,

plus faible que (5)-, mais -ùidépendan-te, de A :

(9) Ik,l,M ° t^-'^^OO) t - . ^ - .

Il suffit pour cela d'utiliser, grâce à (1), la relation :

e(t) ^ Ct̂

et d'achever <lo prouver (9) comme nous avons fait pour (5).
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2) L'estimation (5) est encore vraie si k et h vé-

rifient : 0 ^ h < k - r .

PROPOSITION B.3. - Suppo<son4 in' > n . SoU \ & (C -t&£ que À ^1^

e-t Re X > 1 tt conA-cdSAOf'iA '̂.cti-te^Aa^fi. (conve^en-te.) :

G(X) = r i^deÇT)

^ IT - ^1•'0 T -

A/ouA auonA :

(10) GO) = B(Re ^^'(Log Re ^^og f-^®-^-^ 0(1) |X| •> oo
\ | l m Â | /

avec B = Cr + p)A .

PA.euvfc ; II est clair que la fonction sous le signe somme est•
int5graple, puisque m1 >.n .

Ecrivons \ = Ç + in et prenons Ç ï 2T (donnée par (6)).

Décomposons l'intégrale en.trois termes :

/Ç/2 /3Ç/2 f»
GCX) = + + . = (1) + (II) + (III) .

^ ^/2 ^Ç/2

. ; Pour (I), nous utilisons le fait que

I T - X I ̂  (Ç2 +n2) l /2 Pour T é [O,i]

donc : '

(11) (I) ^ Clxr'eÇÇ/Z) .

Pour (III), nous utilisons le fait que :
<

IT -\\ SLT - Ç Pour T é [̂ , <»[
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donc :

(HD'OÇ-'e^ + f" ewâx.i hui (T-çrW2 (T - Ç)

Utilisant de nouveau (6) (valable puisque Ç .̂ 2T) , nous obte-

nons, avec C > 0 indépendant de X :

02) (III) ^ îC^ ̂  + ACÇ^^Log Ç)1' .

Pour (II), nous avons :

/3Ç/2 ,_ -
(H) ^ C sup e'(t) ———"r———

t^M] 4/2 i T - Ç l ^ I n i

= 2 sup e'(t)/Log —ç-

-[i¥] ^
En utilisant (3), nous pouvons supposer aussi que :

e^t) $ 2Btr~l(Log t^ pour t S-T

en augmentant au besoin T .

• Puisque Ç ^ 2T ^ nous utilisons cette dernière majoration pour

obtenir :

(13) . (II) ^ CBÇ1^1 (Log ^Log -ç- .
2|n|

. Comire r A ^ B , donc A ^ S B d^prbs (4), (11) , (12) et (13)

prouvent aisément (10),
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