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FONCTION SPECTRALE ET VALEURS PROPRES
D'UNE CLASSE D'CPERATEURS NON ELLIPTIQUES
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Département de Mathématiques
Parc Valross
068023 NICE CEDEX
France

I. INTRCDUCTION

On s'intéresse & la fonction spectrale et aux valeurs propres d'opé-

rateurs hypoelliptiques dg typs @

(1.1) G= f~X*X 4+ c.

les X1,...,Xp étant des champs de vecteurs réels C® ; ces opérateurs
sont ceux qul sont formsllement autoadjoints positifs dans la classa

des opérateurs introduits par H8rmander ([?7]) :

2
(1.1*) X+ X,

X, étant un opérateur différentiel réel d'ordre < 1 . Ces opérateurs

ont été étudiés du point de vue de la sous—ellipticité et de 1'hypo-

ellipticité dans ([7]) , (187, [13]) (voir aussi [g] pour les opére-
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teurs (1.1)). Rothschild et Stein ([14]) ont construit des parametrix
pour ce type d'opérateurs st obtenu des inégalités fines ce tyﬁe LP s
Lipschitz , etc... (voir aussi les cas particuliers raj, [s]) i dans
(r3]) . Folland a étudié le cas "modéle™ d'opérateurs sur un groupe
de Lie nilpotent. On renwvoie & ([12]) pour une étude détaillée des

opétareurs de type (1.1')s

Nous nous plagons dans la situation suivante : soit M une variété
1 » ] (] o .
(') réelle, C% de dimension n, munie d'une densité positive no-

tée dx.; soit c une fonction réelle C® sur M.

Soient X1,...,Xp des champs de vecteurs réels, C® sur M. Pour
toute suite I = (11,...,ik)e {1,...,p}k on note |I| = k la longueur

de I et XI le champ @

XI = [xi1rx‘12"'p(ik_1t ik]“']

On convient ds noter si I = (i) est de longueur 1 : XI== Xi.

Pour tout entier k et tout x €M , Vk(x) désigne le sous-espace

de T M engendré par les vecteurs XI(x) pour ]I{:S k .

Soit @ un ouvert de M ; nos hypothéses fondamentales sant les

suivantes :

pour tout entier k la dimensian de Vk(x) est constante

(1.2 {
pour X € w i on la rnote Y et on convient que y, =0 .

11 existe‘un entier k tel que Y = n ;i soit r l'entier tel

(1.3) {

ue < n .
W8 Vpq SV T
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Remarquons que la suits Varesey v, est strictement croissants.

Les hypothgses (1.2) et (1.3) entratnent 1la sous—ellipticité et
1'hypoellipticité de 1'apérateur G sur o ([7]) , (107, [13]) : ces
hypothéses sont m@me beaucoup plus fortes que la condition suffisar-~
tas de Hirmander ([2]) qui est que pour tout x (de ) il existe un

entier k tel que dim Vk(x) =n .

Soit 0 un ouvert de M et soit (A,D(A)) une réalisation miroréas
autoadjointe dans Lz(n i dx) de G . (Une telle réalisation axis%a
toujours si ¢ est rinarée sur Q).

Remarquons pour la suite que 2(N) c D(A*) = D(A).

Notons E(1) la résolution de 1'identité associés & A : on cédult ce
la sous sllipticité de G que les fonctions de D(A°)=kr;DIIAk) son® C¥
sur o N 0 ; E(A) prenant ses valsurs dans D{A®) , il en résulte qus

son noyau e(X i x,y) est C¥sur (@ N N) x (o N 0). Nous avons alors:

Théoréme 1.1. : Il exists une fonction y contlinue et stricte-

ment positive sur o N 0 telle que si 1'on pose

v = E k(\‘k— yk_1) , on ait :

- v/2
Vx€EoNO: 1lim 3 e(n 5 x,x) = y(x)
A2+ o
la convergence étant uniforme sur les parties compactes de

mﬂn.-

Ce théorgme acmet un corgllaire immédiat : si M est une varisté

compacte et si 9= M i.e. si les conditions (1.2) et (1.3) sont sa-
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tisfaites sur M, il résulte toujours de la sous-ellipticité de G
que pour un £ >a D(A) CHC(M) (rz3, 8] , 110]). Par suite le
spectre de A est constitl.\lé d'une suits de valeurs propres lj’
réelles tendant vers + « . (On répéte chaque veleur propre confor-
mément & sa multiplicité). Notant N(A) = g 10n a

N(r) =/ e(d i x,x) dx st 11 résulte du théartme 1.1 le
M

Corollaire 1.2. sous ces hypathéses on a @

1im 1-\’/2. N(A) = /’ v(x) dx .
A+ @
M

Revenant & un probléme sur N c M , se pose la question d' scu-
dier les valeurs propres d'un probléme aux limites sur (.
Nous supposons maintenant que 0} est compact et que o :Jlﬁ i nous
supposons aussi gus 3N est de mesurs nulle dans M. ¢ €tant bar-
rée sur 0, 1l'opérateur (G, .B(O)) .est semi-borné et symétrigue;
soit (A, D(A)) 1'extension de Friedrichs de (G, 5(n)). Alors

D(A%) est d'adhérence de S{N) dans 1'espace :
{u et_z(n) /Vi=1.00,p: X;u eLZ(n)'} .

1 résulte de ([7], [9], [10]) qu'il existe € > o tel que

,
D(Az) c Hf(ﬂ) « Par suite le spectre de A est & nouveau consti-
tué d'une sulte de valeurs propres )\, réelles tendant vers + o .

Notant encore N(A) = E 1ona N(A) = e(y i x,x) dx =%
A =2
N
Théoréme 1.3. sous ces nouvelles hypothéses on a :

1lim x-v/z N(p) =/ y(x) dx «

4
A @ Q
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Remarques 1. La fonction y est continue sur @ d'aprés le

théoréme 4.1 st o</ v(x) dx <+ =
0

2. Le thécréme 1.3 n'est pas un corvllaire immédiat
du- théoréme 1.1 :il faut établir en plus du théoréme 1.1 des ma-
jorations d'intégrales du type : f e() i x,x) dx pour K

n\K

compact c

La démonstration des théorémes 1.1 et 1.3 se fait en plu-
sieurs étapes; on commence par transporter les .champs Xi et
1'opérateur G d'un voisinage de x,€ @ N 0 sur un voisinage de
1'unité d'un groupe de Lie nilpotent stratifié ([3], [6], [14]),
de sorte que les champs imagcs das X:.L soient convenablement
gpprochés par des champs invariants & gauche Q:. i nous nous
distinguans de ([6], [14]) en considérant des groupes de méme
dimension que M et_ceci grice & nos hypothéses (1.2)(4.3). Les
opérateurs G = - 12;1 I)\(i sont homogénes (de degré 2) sous 1'action
d'une famille ce dilatations h_ (3], [14]) et plus géréralement
notant 01 1'opérateur sur le groupe déduit de G, st G’t 1'image
de t°201 par h,c on a la convergence, dans un sens raisonnable,
de Gt vers /G\lorsque t 4+ o7 les ht jouent ici le rdle des
homotéties pour les opérateurs elliptiques. On exprime alors la
Foncﬁé:n spectrale e()) de G & 1'aide de la fonction spectraie
e, de Gt évaluée au point t_ax. Prenant ¢t ~ﬁ on transforme
alors ls problime du comportement asymptotique de e(}) en un

probleéme de perturbations: déduire de la convergence Gt - /G.\
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la convergence & %, fixe de e (},).

2. ESTIKATIONS de NOYAUX

2.1 Régularité
Nous rappelons d'abord le résultat de sous-ellipticité concer-
nant les opérateurs (1.1) ([2], 91, riel, [1§]) mais en précisant
1'uniformité des estimations pour une famille d'opérateurs. Nous
utiliserons les notations suiventes: pour s € R, H°(B") est
1'espace de Sobolev usuel d'ordre s ; on note l]"s sa norme et
s

A® désigne 1'opérateur (1+ [_D“z) /2 défini par transformation de

Fourier.

Pour un ouvert Q de R" , on note T(N) 1'algdbre de Lie des
champs de vecteurs réels C* sur 0 . Pour X € T(ﬂ) ad X désigne

1'opérateur dans T(f) défini par : (adX) (Y) = [X,Y] .

Pour X,€ Q) (3 =1,.00,p), s(x1,...,xp) désigne 1'algébre

de Lie engendrée par )(,l,...,)(‘:I ;i si I est la suite

(11,...,5.k) € {‘l,...,p}k on note |I] = k et
(2.1) = (adX, ... adXx, )(x, ).
T R
Soit @ un ouvert de :Bn; soit X une partie compacte de
fT(w) 1P telle que :
(2.2) v (x1,...,xp)e X , VX €Euw: .s:x(x1,...,xp) =R .

Soit d'autre part 8 un borné de C*(w) i on considére alors la

famille a des opérateurs
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%]
(2.3) Q= i; XEX, +c .
pour (X1,...,Xp)6 Xetc € R .
Nous avons alors ([2], [9], (107, [13]).
Théoreme 2.1. soit mecw® () i 11 existe £ > o tel que

pour
tout s € B .et tout couple de fomctions ¢ 8t ¥ ce .E(m,') véri-

flant ¢. ¥ = ¢ , 11 exdiste une constante C telle que pour
tout G € a et tout u eﬁ'(m1) pour lequel ¥Yué€ Hs(q,,‘) et
YGue€ Hs(mi) , on ait cpu€H$+8(m1) et

(2.4) loull,,, <ctlvaull, + lval)

Remarques 1. Les normes daﬁs (2.4) sont celles de Ht(Bn)
(t=sout=-s+&): on identifie en effet, en le prolongeant par
o , un élément de Ht(mq) a support‘comp'act dans m1,é1ément de
HE(R™) .

2. Comme on l'a déja signalé, ssule 1l'uniformits
pour G € a , des constantes C de (2.4) est & vérifier. C'est ce

que nous faisons maintenant en reprenant les principales étepes

de la démonstration donnée en ([107)

Lemme 2.2. pour tout € CCuw, il existe .un borné &, de
GQ(E‘I), et un entlier r tels gue pour tout (X1,--~,Xp)€}c, i1
existe des fonctians a; ; (5= 1,..0,n et |I]=r] de 8,

]

telles que sur &1 on ait :

(2.5) Vi=tent <2 = 20 A,

« X
BXJ. ]I]Sr JeI 1
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- N\ \
Démonstration : soit x, € o, et soit (X1,...,Xp)€ X i d'epres

(2.2) 11 exdste r et des suites I,5-e+,I avec [Ij] <r , telles
) n
que les vecteurs X (xg) (J = 1,...,n) forment une base de R .
J

I1 existe alors un voisinege V de x, et un voisinage 7 de
N

A\
X1,...,Xp, tels que pour x €V et X1

X (x) (4 = 1,¢¢+,n) forment encore une base de R".
J

,...,Xp dans ¥ , les vecteurs

D'autre part pour (X1,...,Xp)e Xon a:
n

x1=2b 3

j=1 I,d 8%y
ol les by 4 pour [T} <r et § = 1,...,n sont dans un borné de CHm).
]

L'inversion de la matrics ((bIk ))J K< 1 n nous donne (2.3)
3 1K = Tyeee,
1

pour x €V et (X1,...,Xp)€ X N7 , les fonctions 8 1 pour
L

J =1,..,n et |I|]<r étant dans un borné de CT(V).

On obtient alors le lemme par compacité de '(51 X ¥ et par par-

tition de 1'unité.

Lemme 2.3. pour tout @, ccaug il existe £ > 0 et C tels
que

5]
V(X X)XV € Byt IFIE < ot 2ol 24 e12) -

Déronstration : pour € < 1 on a 1'inégalité :

vees(®@) sl X2 1350, -

D'eprés le lerme 2.2, il nous suffit d'établir qu'il existe

€ >0 et C tels que pour |I|<r, et (X1,...,Xp)e X on aiz :
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v F € Ha) 1 2, <c{2nx 2 + 12 3

On établit ces majorations pour £ < 2T , ‘par récurrence sur

Lemme 2.4. soit 8, un borné de T(w) et soit ® € C ¢« Four
£ <3 il exdsts C telle que pour (X,Y)€ 8, x B, et pour
f Gﬁ(w.,) on ait @

Iyl =clkele Ivels ., + I3 3

Démonstration : 1& encores seule 1'uniformité pour (X,Y)e€ 31 x 8

1
de C est & vérifier. Soit € € X ) valant 1 sur w, - Posons
. 2e -2
Z=T[xY]g, 5, =2*A y S, = [S,,X8], et 55 = [5,,YE] .

Suivant ([9], [10]) on a pour f € ﬁ{w;z) :

Iz el _ = (5,77, x%¢) + (8,7 7,F) = (5,X7,v%F) = (5x7,f) .

On obtient alors le lemme en remarquant que pour T € 81 '
T#* = - T+ a , a restant dans un borné de Cw) , et que las
opérateurs Si(i = 1,2,3) sont bornés et de norme majorée incépen-

demment de (X,Y)€ 8, x B, , de HY(E") dans H372E+ 1 (R"),

1 ?

On se fixe @ CCuwi € est donné par le lemme 2.3 et 1'on a @

Lemme 2.5. 1l existe C telle gque si G € a et si

u € Lz(c;,,) N é°'(m1) est tel que 1'on puisse écrire sur

o Gu = ~ Xi f‘i-;- fo avec fi € Lg(u,-,l) (L = 0,00e,p)s
glors u € Ha(%) et :
(2.6) <o (E+ 2 AR

i=o
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Démonstration : ce lemme reprend la proposition 3.1 de ([7]) .
Soit V, l'adhérence de .D(m,l) dans 1'espacs

{u ELz(m) /VYi=1,.0,p: X, u eL2(®1) }
Notons V' le dual de V, (V'4G .B'(w1)). On déduit du lemme 2.2
1'injection : V &g He(w,')'- De plus, C st C' notant des constantes

indépendantes de G € 6 on a pour u €V, : \
5 A
Il = cllully =< e laullZ, + HulZy

D'fo.:ltre part pour f‘ie Lz(m1) (i = O,+++,p) ON &

o +

q
fi € V' avec

P P
o+ Zyx eyl < 2l

Il suffit donc de vérifier que tout u € L2(a,) N &' () tel
que Qu€ V' , est dans Vye Pour un tel u , on pose, suivant ([77)
l.l8 = g4 -62A)—1 U
ol E € .B(m1)/aut 1sur supp u, ol u est le prolongement de u par o ,
et ol (1'-62A)_1 est défini par transformation de Fourier.

uaé H?,(cm,] cVg , u converge vers u dans Lz'(m,‘) lorsque § -+ o et

§
on vérifie que (.‘tu5 est borné dans V'(cf [7]) ; par suitz u, est
— S

borné dans V, et u €V, .

Démonstraticn du Théoréme 2.1
Soient ¢ et ¥ dans ﬁ(m1) 'tellespcma pY = ¢ i s étant donné
posons R = ¥ As @ - Ecrivant o= -12; X§+X° y Xp étant un opéra-

teur d'ordre 1 on & :
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(2.7) (@,R] = g X Fy +F,

avec Fi = 2[R ,Xi] et Fc% Xq:R]) + g [Xi . ['_Xi,R]].

Le point essentiel est des vérifier que les opérateurs F 5 sont
d'ordre < s y qu'ils ont leur noyau porté par supp ¥ X supp P st

que pour une constants C indépendante de G € ¢ :
(28)  vuer (o) IF ul, scllvul,

Maintenant =i u Eﬁ'(m1) vérifie Yue Hs(m1) st YGu € Hs(m1)
onpose vV=Ru. Ona QGu=RGu + [G,RJu ; on déduit de (2.7) et
du lemme 2.5 que v € He(m’). Enfin on a gpus= Aoy - [l\-s.?] Ascpu

et pour £ <1

o, , o= Mg+ ool

On obtient (2.4) en reportant dans cette majoration les

estimations (2.6) et (2.8)

2.2.Estimations "a 1'intérieur™

Nous allons déduire de la sous ellipticité des estimations
concernant les noyaux de ‘certains opérateurs liés aux opérateurs

13 (cn peut penser en particulier aux projecteurs spectraux).

No»us commengons par préciser un peoint concerrant les noyaux
d'opérateurs: soit P l'ensemble des opérateurs bornés dans La(Bn),
de norme-=<-1 ; on munit P de la topologie de la convergence forte

qui est aussi la topologie de la convergence uniforme sur les
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parties compactes de Lz(Bn) . 51 E € P, considérant E comme opérant
de K(R") dans & (R"), on définit une distribution &c& (B4 (B"))
et 1'application E - € est clairement continue. Suivant le théore-
me des noyaux de Schwartz ([15] proposition 25) on associe & € la

distribution e € 2*( R"x B") telle que :

V((p'y)ej(f]n)x,ﬁ(:ﬂn) =<3:¢®Y>= (Evia)

L2(@") .
De plus

Lemme 2.6. 1l'application qui & E associe son noyau e est

continue de P dans &' (R"x R") .

Nous nous donnons maintenant une famille d'opérateurs (1.1) :
T étant un espace métrique compact et g un ouvert de A" , on se
donne pour tout t € T des champs Xi tE T(w) pour 4 = 1,...,p et
, .

une fonction c, € C*(w) « On suppose que :

(2.9) Les epplications t #+ C_ et t » X, . sont continues de T
)

{ t i,t
dans C(@) et de T dans T{yw)

, . . n
(2.10) VteET, Vxem:-;x(>g,t,...,xp't)=n .

Soit T, ¢ T i pour tout t € T, on considérs un opérateur Et
autoadjoint dans Lz(m). On suppo‘se' gue pour tout t € T, tout

u ELZ(IBn) et tout entier k G’;Etu € Lz(m) et quse :

(2.11) ©  VYkeEN :tés%, ”mez( )S 1 nd;Etu”Lz(w)<+ ®

Nous avons alors :
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Proposition 2.7. sous les hypothéses (2.9), (2.10) et (2.11),

le noyau e, de E, est C* sur et la famill est
Yy t t oXw e (et)tETo

bornée dans C(wx w) «

Démonstration : 1la compacité de T et les hypothéses (2.9) et

(2.10) nous permettent d'appliquer le théoreme 2.1 a la famille
des opfrateurs Gt(t €T).

Soit w,cC o et soit o€ .B(m1] ; on déduit alors de (2.11) et
du théoreéme (2.1) que pour tout éntier k , i1 exists une constan-

te G telle que pour tout t € T, , et tout u € Lz(m) :
loE.ul  =cllull 5
Pl e = L%( o)

ol €& > o est donné€ par le théoréme 2.1.

IL en résulte que gE u € Cqw) et que pour tout g€ N"

il existe C_ telle que pour tout t €T, , tout u€ Lz(m) :

§ séu(p; [(DG'C'PEtu)(x)' < qu”u”L2 .

(w)
Par suite less opérateurs Dd(p th; sont de Hilbert-Schmidt et
ont leur noyau eg dans Lz(mx w) 7 de plus :
(2- 12) V (e 4 e Nn H su? "sa” <4+ ®o
LET, © 20
L (wx o)
Au sens de 5'(yx w) on a eg(x,y) = Dgeg (x,y).

De plus Et étant autoadjoint on a :

#0x) ep(xy) qly) = e2(xy) = eglrx) -

On en déduit que pour tout g€ N D;’eg et 03 eg sont

dans Lz(mx w) y par suite eg € .B(mx m) et utilisant 1'équive-
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lence de normes sur H‘:‘(mx o) ¢

”e(.,-)”HL xa = Cte. :“:S znoie"LZ me)+ ”D;.'!e"LZ(me)

on déduit de (2.12) que les ef sont bornés dans H’g(mxm) pour

tout entler £ , et la proposition suit .

2.3. Estimations "sur le bord"

Nous voulons maintenant étudier le cas ol les opérateurs Et
ne sont plus définis sur tout g ;i nous nous plegons toujours
sous les hypotheses (2.9) et (2.10) et nous supposons de plus

que

(2.13) vteT:c €L®(w) ot sup [lc,l

<4+ @
teT “LYNo)

Pour tout t € T on se donne un ouvert ﬂt Cwi on définit

alors 1l'espace Vt comme étant 1'adhérence de .B(ﬂt) dans l'espace

2 2
{uEL,(nt)/ Vi=1,.000p 1 X LU €L (ot)}.

Soit a, la forme hermitienne continue et coercive sur Vt :
>
a,(u,v) = j;) { i Xp e X+ ctu.v} dx .
t

T1 résulte de (2.13) qu'il existe une constante C telle que

pour tout t € T et tout u EVt an ait :

2 < a,(u,u u 2
(2.14) | H\,,c (usu) + lle (0,)

On note (At’D(At)) 1'opérateur défini par le probléme varia-

tionnel (Vt,Lz(Qt) , at) : c'est l'extension de Friedrichs de
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(Gt ’ ‘B(O-t))‘

On considére alors pour t € T, © T des opérateurs bornés

E, » positifs autoadjoints dans Lz(nt). Nous supposons que ¢

(2.18) VkeN , Vu eLZ(nt) : d,: Eu € Lz(nt)

(2.16) Vk €N : . 2u1?° ”uﬁu; <4
L (nt)

Nous supposons de plus que pour tout t € T, st tout u €

N

t
uéLz(Ot):
(2.17) Yk €N , Vg € Hn) cpd;Etu €V, .

Remarque : le paragraphe précédent correspond au cas ol
® = Q_ pour tout t ; alors (2.11) implique (2.17). Mais notrs

conclusion est ici plus faible et de nature différente :

Proposition 2.8. sous les hypothéses précédentes le nayau
e, de E_ est C® sur (w.N nt) x (wN o,c) . La fonction

et(x,x) est positive sur oN O et pour tout o € Hp) ona:

(2.18) sup f [(x) [2 et(x,x) dx <+ .
£ €Te Jonn,

Le fait que e, soit C¥sur (o N 0) x (0 N 0.) résulte
immédiatement de la propesition 2.7 eppliquée & un seul opérateur
sur l'ouvert g N Ot : d'autre part Et

par hypothi@se, on a et(x,x) > 0. Pour démontrer 1l'estimation

étant positif autoedjoint

(2.18) on utilise le fait que 1'intégrale de (2.18) est la trace

de l'opérateur o E_o et on estime cette trace & l'aide de majora-
P =L
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tion de n-imes diamétres. ([1]) .

Nous notons W, l'espace des u € LZ(Qt) tels que Gtu € Lz(nt)
et tels que pour tout ¢ € Hu) pu €V, .
Prouvons d'abord le

Lemme 2.9. soit W CCwoi il existe € > o et pour tout
couple (¢, ¥)€ -B(m1)x' .ﬁ(*m1) tel que ¢ Y=g , une constante C,
‘telle que 1 pour tout £ € T 1'application u + pu prolonge-

ment de pu per o sur IFln\(‘)t est continue de W_ dans He(Bn)

t
(o) } '

Démonstration : eppliquant le Lemme 2.3 aux fonctions de

et @

~ 2 . 2
vuen, IGUE s cflogul 5 v Il

(a,)

ﬁ(m1 n Dt) , on obtient qu'il existe £ > o et C tels que : si
pu€V, alors gue HE(B™) et

(2.19) 5%l < cloull -

t

Donnons nous u € W, ; remarquons d'abord que pour tout ¢ €M w)
et tout 1 = 1,...,p L Xu= X Lu- Xi(l;).u est dans Lz(n't).

Pour ve.ﬁ(nt) on a -

\

(2.20) a (ou,v)-a (upv)= :4:1/0 Xi’t((p)[U-xi,tv—xi’tl.l-\-l]dx
t

1'intégrale défimissant at(u , V) ayant un sens d'eprés la remar-

que précédents; mais pour v G.B(Gt) y PVE ﬁ{ﬂt) et :

(2.21) at(u,q,v)= <Gu ’¢V>ﬁ'(ﬁt)xﬂ(0t) =L ¢ Gu - Vodx .
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On reporte (2.21)dans (2.20); puis par densité on peut pren-

dre vevt et choisissant v = gu on obtient que :
P

(2.22) & (pu,pu)=Re j PG u.qu dx +f (,j;]xi L)1) [u]Pex
0, 0, S

D'apres (2.9) les X;  sont bornés sur g, et le lemme résul-
s

te alors des estimations (2.19),(2.14) et (2.22)

Remarque : on déduit aussi de (2.22) et (2.14) que
2 2 2
lol? <ofislly o 1 )

ce qui prouve que W_ est un sous espace fermé de

t
{ue Lz(nt) / Gu € Lz(nt)}, < W_ est donc un espace de Hilbert si

on le munit ds la norme : \

‘ 2
= floel?, o+ 13, T
W, L (ot) L=(n,)
Par récurrence sur f > 1‘on.définit les espaces
£ 2-1 2-1
wt={u€wt [ g €Wy }

muriis des normes @

ol , = o,y + 12, , 1

t t
On convient que Wg = LZ(Dt) « On a aussi
(2.23) wﬁ - {ue Lz(nt) [ Yk =1,.00,4: a’;u € Lz(nt) et

Yk

Oreeest =1 GRu €W},

On note Z'é la boule unité de -Wi et pour ¢ € Ho)

dj(‘p Et , Lz(n,c)J (3 =0,1,.00 ) 1e j-itme diamdtre de 1'ensemble
. .

9 ;:f: dens L5(n)  ([117).

Nous avons a2lors :
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Lemme 2.10. soit Wy CCo et soit € > o donné par le lemme
2.9. Pour qpeﬁ(m) et pour £> 1 il existe une constants
C=20C(2, o) telle que :

VEET, Vi=ot. + dle, L3(0,)) < c(1+3)" &4/

/
Démonstration : donnons—Nous g yesej @ , € Hw) telles que pour

i = 1,.0.,£ . ?1-1 .wi = ¢i—1 L]

Soit B une boule contenant 61 . I1 existe une constante C,

telle que si T' désigne la boule unité de HE(B) ona ([2]) :
Vizo d,(g szs))<c (143" %
j gl | - o n

De plus pour tout y > o0 , i1 exdste un sous espace §p. de

n
codimension finie et majorés par (Cfp,) /23, dans HS(B) , tel qus
2 2
(2.24) vuesg =yl < lull
b *(8) H(e)

p>o et @ étant fixés 'soit ¥, le sous espace des
, | b t
u€ W': tels que @l € §|-S pour tous les indices i et k tels
B
ueo<k<i<g-1. (yt est bien défini grice & (2.23) et au

Lemme 2.9).

On déduit du Lemme (2.9) et de (2.24) qu'il existe C (dépen-
dant de @aree*1Gy » mais indépendant de p telle que tout t€ T,

tout u€W€ :

ku 2 < o k+1u 2 . G.k u 2 .
u”cPi G‘t ”chnt) C {” D3 41 Qt “LZ(Qt) + "CPJ_-'-‘I + ”Lz(nt)}

Par récurrence sur i on en tire que pour k< g-ion a:
i k n2 i k 112
willg, , €l = dkul
2, w
L (nt) t
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et pour i = L on obtient que

2 2
(2.25) WHloaull®s = cHul
L(n.) wt
t t
Soit (1 -rrt) le projecteur orthogonal dans Wf': sur ¥, .
n
m, est de rang fini < 41’5—'1—)) . (Cop) /28, et on déduit de (2.25)

que pour tout t € T et tout u €W£ :
2
(2.26) u,& Dol ~ P U

|2
L2( nt)

< C"’“(‘! -rrt)u

< czliu”
)/ L
£ We
2 2 )%
L'entier j étant donné on choisit y = C, (m N de

W

sarte que ogm, est de rang < j ; on tire alors de (2.258) que

dj(%;;;,&(ot)) <2, ct. (H%ﬂ)"“/n .

On achéve la démonstration en remarquant que z’éc z% et

que par suite :

dolpeZp  L2(0)) < 1 .

Démonstration de la Proposition 2.8 : soit ¢ € .B(m) ;7 soit

0 CCo tel que ®q O SUpP o i soit alors € > o donné par le

Lemme 2.9 .

I1 résulte des hypotheses (2.16) et (2.17) que pour tout
£ 211l existe C telle que :

VEeT, EqIcC.T)
On déduit du Lemme 2.10 qu'il existe C' telle que :
. . 2 ' =2
(2.27) VteT,, Vi=o0,1...: dj(?th,}:g,L (0.)) <c (1+3) /n.

Choisissant £ > n/€ on en déduit que 1'opérateur PEL P s

positif autoadjoint est dans la classe C, de ([1]) et sa trace
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est : ®
tr(Qth)) =/nnhp(x)'2 et(x,x)dx = ; dj(cpth, }':g ' Le(ﬂt)) o

et on conclut en utilisant la majoration (2.27) .

3. HOMOGENEITE
3.1. Notations

, Le but de ce paragraphe est de définir pour les champs Xi de
1'introduction une "partie principale homogéne". Mais auparavent

nous précisons quelques notations empruntées a ([g], rel, [19]).

Dans touts la suite de ce paragrephe la suite
0=y, < vy Ceool ;ra n est fixée; on définit la fonction poidé
[ ]de {1,...,n] dans {1,;..,r} en posant [j] = k pour
W_q< ISy - Pour t>o0 on définit h ¢ BL(E") en posant
h‘c(e.j) - £, ey ((ei,,.;.,enj étant la base canoniqﬁe de Bn).
On dira qu'une fonction f est:homogéne de degré p si pour
tout t >0 foh = tP.f i .de méme un opérateur différentiel
T (& coefficients C%) sera dit homogine de degfé p si pour tout
t>o0 ‘ht*T = tPT (ht*T est l'opérateuf»image de T par ht défini
pour u< X ") per (hy T)(u) = {T(u 0h) ] @ hZ') .
_ Par exemple la fonction g - g% est homogéne de degré
(o] ’.;ii1aﬂ [§] , st 1l'opérateur ga ;2: est homogéne de degré
[37-(e] - i |

Suivant ([6]), nous définissons 1l'ordre d'un opérateur en o
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de la maniére suivants : on munit d'abord B" de la "norme hcmogé-'
a" ' Z 2 t ] '2'
gl = { lgj ¥ qui est une fonction C®sur R\ o ,

homogéne de degré 1, ne s'annulant qu'en o.

Pour un voisinage U de o , on définit C:(U.) 1'espace des

fonctions "nulles & l'ordre m" en o (m € Z) en posant :

Cu) = fuecTu)/ Ju(e)! =0 (]g|™ quand €0} .
On dit alors qu'un opérateur T de C™(U) dans C™(U) est d'ardre
<peno (pel) si

Ym Tc‘“(u)cc p(u).

Avec ces définitions un opérateur T = Z a 3% est
o <k o &
d'ordre < p en o si et seulement si pour tout o a e C[ ] - p(U) ’

ce qui équivaut & dire que pour tout ¢ et tout 8 tsl que
: e (3B -
(8] < [e¢]-pona: (ag aa>(o) =0 .

A un tel opérateur d'ordre.<p en o , on associe sa pertie

» /\ » °
homogeéne de degré p , T , définie par :

T B2 Yo)eB N
(3.1) T = )}sk - 2%]_’: (a§ X )e¥ g1 CH

N .
Il est clair que T - T est d'ordre <p - {1 en o . Notons

aussi que pour tout borné f de S(R")

(3.2) | t (ht*T)f' T 7f
la convergence ayant lieu dans ﬁ(Bn) et étant uniforme en F € R.
(Noter qu'il existe un-compact K tel gue supp f.cK pour tout £ . .

de B et que h_ T est défini sur K pour t assez grand).
™
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Notons enfin que si T et S sont des opérateurs d'ordre < p
et d'ordre =g eno , T.S et [T, 8] sont d'ordre <p+geno, et

. . N AA
pour ce qui concerne les parties homogénes T.S = T.S et

-\
(r.8]-= ﬁ:fs\] .

3.2. Le Théoreme 3.1

Nous reprenons les notations du paragraphe 1 : M est une
variété réelle , C” de dimension n ; x1,...,xp sont des champs ds
vecteurs réels , C* sur M . Nous notons Vk(xi x,l,...,xp) le sous
espace de T M engendré par les vecteurs )Ll(x) pour |I|<k .
(Notations de (2.1)). w étant un ouvert inclus dans 0 nous

supposons que
(3.3) Vxe€uwi Vk=1.0.,r ¢t cim vk(x;x1,...,xp) =y
Nous avons alors le résultat fondamental suivant :

Théoreme 3.1. : soit x,€ g il existe deux voisinages

©C C we € C w de X, , un voisinage U, de o dans RB", et une

application ¢ C% de 251 X g, dans R" tels que :

i) pour tout x € 51 1'epplication ¢, : y 2 8(x,y) est un C®
difféomorphisme de ¢, sur 9x(°°°) , tel que ex(x) =0 et

ex(mo) DUg -

ii) pour tout x GZ,1 les champs X,  images de X, par &
?

(f =1,...,p) sont d'ordre < 1 en o .

. . A\
iii) si 1'on désigne par X
!

1 x la partie homogéne de degré 4 de

oy
>(i % ! les champs Xi % engendrent une algébre de Lie nilpotente
! ?




XI-23

de dimension n et :

=N A A
VEEF ) Vk=1,..-,r dika(g',X"'x,...,Xp’x):\k.

N\
iv) Les champs X, et X

1 x dépendent différentiablement de
?

x€ ® -

Ce théoréme s'inspire de ([6]), bien que pour des raisons
techniques le schéma de la démonstration soit différent. L'origi-
ginalité par rappart & ([g] , [‘l_dj) est que sous 1'hypothése
(3.3) on "approche” 1'algébre de Lie engendrée par les X, par

une algébre de Lie nilpatente de méme dimension que M .

3.3. Démonstration du Théoreme 3.1.

Soit x,€ wi nous choisissons des champs Y1""’Yn de la

forme —

(3.4) Yy = izt M (2 1€ CTM))

de sorte que les (Y1(x°),...,Y\k(x°)) forment une base de

Vi (xg i x1,...,xp), pour tout k = 1,...,r. Il résulte de 1'hypo-

thése (3.3) que pour x voisin de x, les <Y1(x],...,YW(x)>
forment encore une base de vk(x;x1,...,xp) etApar su’ité au voisi-

nace de x, on a !

(3.5) X = (bg 4€ )

b Y

Gis|ry L3
Regroupant (3.4) et (35 ), on obtient gque pour toute suite

Jd = (j1,...,jz) € [1,...,n}fo on a, en notant [J]= [j1j+...+[‘j!']

et Y, = (ad YJ.1... ad YJ.L_1)(YJJ) :

3 3
(3.6) | Y, = it Y Y, (viec? .



XI-24

n

Pour €€ B" on considére le champ Yg = Z §3'Yj .
J=1

Notons &(ti x, €) le groupe local a un paramétre associé & Yg :

dt
#(oix, € = x.

& = Ye(8)

(3.7) {

3 est défini et C* sur un voisinage de (o, x, ,0) dans
R xMx B et vérifie

(3.8) V-rl'r]$1:§(ﬁix,§)=§(tix,'r§)

I1 en résulte que % est définie sur un ouvert du type :
J1-22[ X wg XUy 0l v et U, sont des voisineges de x, et o res-
pectivement ; on pose alors eo(x,£) = 3(1i x, E) et @, est 1'appli-
cation : €4 o(x, E) . On a : n

dqyx(a) M= O Yj(x)

Quitte & restreindre @, st U; on peut donc supposer que les
o, (x € mo) sont des C% difféomorphismes sur leur image ; on
supposeraaussi que U, est symétrique et que pour un voisinege
® CCam de x, 0n a q;(_m1xU°) Cag -

Prouvons d'abord le

Lemme 3.2. : soit feC”(w,) i la fonction :

(s €)= (55 (Fo0) v, 1) _
Y = O\X,—=¢

est C* sur wy % Ug et sa série de Taylor en E€=0 est :
k

g T (Leard

k 20 (k+1)!

() f) () .
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Y

Démonstration ¢ si l'on nots e §f= f cpoOn a:
e 3 Tk
n(x, 8 (e S 52 e B6) (x) .
5

Pour (x, g)€ wy XU on a o(x, -E)€m, et il est alors clair

gus h est C® sur w1x Ug

I1 résults de (3.7) et (3.8) que la série de Taylor en E=o
ds f o @ est

1

(3.9) (f_oep)(x. g) ~ kEO ]T (f‘gf) (x)

et la série de Taylor en £ = o de g(x, &) = Fae—(f"q’)(x’ £)

=J
est alors :
1
aCer®) ~ 2 er{elrery) )0

ol pour deux champs X et Y on note @

cOe‘Y) = -E}’T()éé\’i- KX 4 vee 4 v X5,

Ré-appliquant (3.9) on obtient la série de Taylor de

h(x, g) :

k
2. ('Yz)k_p olreYy) f) (x)

h(x ~ ' .
Le lemme résulte alors de 1'identité suivente (cf.[8]) :

pour deux champs X et Y on a :

' k K
2 (X SRY) | (caax)f

P=0 (k—p)! = piI (k+1)1

On utilise alors (3.6) pour développer le terme
k
(ad Yg] (¥,) : —

a k = . s ®
o) (e ) L:lz;k ms}tﬁﬂ»m{' ug Y
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Ol:'d:(j“’..."jk)e {1,..-, n}k’ EJ=
la sulte (41,...,1,(,3)6 {1y000,n }k'”
On déduit de (3.10) 1e

ceey et ot JUJ est
i

Lemme 3.3. ¢ soit f € C“’(mo) et soit h comme au Lemme 3.2.

Alors

h(x, €) = (¥;F)(x) + Z S/ ¥i 5 (- (7, F) (=)

1<[]<r-1 (JJ]+)
[e]1=[J]+ [J]
+0o(|g") .

Nous avons alors la

Proposition 3.4. : avec les notations précédentes, pour

x €y » les champs (eg )* Y sont d'ordre S [j] en o .

Démonstration : soit T, 1'imege de 335 par g+ Pour f € Cay),s
~J

on a, en notant h la fonction introduite au Lemme 3.2.

(r, o) - -Pﬁ—%c'fo;x)'(.e) - na(8) , €) -

Soit g € H(U,) ; alors f = g o q,;’e Huw,) et

(7y Fla () S%J_g (g) .
Notant z,j,x 1'image de 'Y.j par ¢;1 on a aussi :

(¥;F) (e, (8)) = (24 5] (&)

On déduit alors du Lemme 3 3 que :

C52a)(8) = (2,0 (9 + ,Z 50080z, 9) (8 +ollel)

avec

J
(3.11) ZJ,I(X’ §) = [1]_[315#[‘1]51._1 (—gd_%)-ﬂl YSUJ(?X(g)).
J#£o
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Notons A la matrice ((ZJ “))j ' ; soit B = (Gj !.))
' b= g cee,y N '

la matrice : B = -A+A2+...+(—1)r—1 A, Puisque A = 0(]g]) on a

(Id +B)(Id +A) = Id+0(]g|") et on tire de (3.11) :

(o.12) (2 ,808) = 532-(2) + PSR S (9 »0 ().
Ecrivant que : n

2

3 =~ d
Z3% 55 £ 2,000 D 5g
z ~ r
on tire de (3.12) que 2y 4= 25, +0(lgl") .
Enfin Z est somme de termes de la forms :

Jail

z z cee2, avec q <r-2.
Soby Tty g,
Tenant compte de (3.411) on en déduit que

[£]-[3]

;.j z(x ,.) €C (Uo) et finalement que
]

~

'Zj’z(x,.)ec

(U,) , ce qui achéve la démonstration de la
[]-104]

proposition.

Fin de la démonstration du Théoréme 3.1.

On définit § par : e(x,y) = o (y) = q,;1(y). o est défirm
d'un voisinage de (xg, X,) sur U, ;i l'epplication
(x,y) » (x, 8(x,y)) est 1'application réciproqus ce

(x,8). % (x,p(x, €)) et g est C¥; de plus e(x,x) =0 .

Pour satisfaire le 1) du théoréme il suffit d'ajuster

les voisineges w, , w, et Uy , en les restreignant si nécessaire;

nous supposons dorénavant que ceci est fait.
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Soit xI’x = (ex)*’& ; xLx est aussi défini par la formule
(2.1) & partir des X; o » et est d'ordre < |Z] en o .
]
Prenant les parties homogénes aprés avoir appliqué (ex)* a

(3.4) (3.8) et (3.6) on obtient :

Ay 7\
(3.13) { o ?Il;a‘] 5,100
3.13 A A
T " m;ﬂ EERREE
(3.14) {2 - J x) « 2, .

I1 est sous-entendu, dans (3.14) que si [,11]4- [j2] >r,
la somme du terme de droite, portant ;ur un ensemble d'indices
j vide, esf: nulle. Il résulte aussitdt de (3.14) que les Z 1,%
engendrent une algébre de Lie nilpotents de dimension n dont
les Y%JVJZ)(X) sont les constantes de structure. On tire de
(3.13) ;:x;.:e les s(;,x (i=1,...,p) engendrent la mdme algébre
de Lie et que .pour tout k-, 'kag;/)(\“,x,...,/)z;’x) est 1'espace

engendré par les /Z\j x(*g) pour [j]<k.
?
I1 résulte de (3.12) que 1'on a :

5 .2 L g
(18] 23, = 5%, *'tu;mwtajsm 37 %20 5

pour certaines fonctions Cg z(x]e C"'(m1) . Par conséquent
’

A
les Zj x(g) sont pour tout £ € Bn indépendants et par suite
, .
2

n . A
pour tout £€ B ; dim vk(g;x1,x,...,xp’x) =y -

On acheve la démanstration du théoreéme en remarquant Gue
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Xi < dépend differentiablement de x € 0, puisque @ est C% des

deux variables (x,y), et qu'il en est de méme da/X\
]

i

un "développement limitae". (cf. (3.1)) en E=o de X, _.
?

X qui est

3.4. Etude des opérateurs homogénes //

A
Nous étudions maintenant les opérateurs associés aux Xi !
. L
on renvoie a ([3]) pour une étude plus compla2te des certains
aspects du probléme.
On rappelle que les champs /X\i x (1=1,...,p) sont homogines
]

de degré 1, dépend nt différentiablement de x st vérifient :
n e A
(3.16) ¥V EE€R', Vk = 1,.00,r : dim vk(g,x,hx,...,xp,x),&.

On déduit de (3.1) que, comme tous les champs homogénes de

degré >'1, les /X\i . sont formellement antiedjoints. On pose @
?
. P
' 2
(3.17) V x € w, €x=—,z=:1 @,x)

Il est clair que les 6\,‘ sont homogénes ds degré 2 et

formellement autcadjoints positifs. Nous avons :

Proposition 3.5. i) Pour tout compact ® C my + tout

compect K de L°(R"), tout compest T de E\Tfo,of, et
tout £ > o, il existe un-barné 8 de SH{BR")-tel qus :-
V(x,fyp)€ o, xKxT, Ju €R: “(/G\x- plu -, < e

ii) Pour tout x€ @y » AR") est dense dans

06\:) a [uel’(B")/ Bue L2(B") 1, et 1'opérateur

A 2rn
(é\x ' D(Ax)) est positif autoadjoint dans L(R"') -
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Remarque : le ii) est prouvé en ([3]); nous le déduirons
aisément de 1i).

Démonstration : soit Vx 1l'espace de Hilbert :
oS
= uel®(®") /Vi=t,.0p: K ue (8]
?

et soit ax la forme hermitienne continue et coercive sur Vx :
f‘ NN
gx(u,v) = & fnn (xi,xu)(xi,x,v) de .

On def‘in:.t donc par la méthode variationnells un opéra-
teur A D(A ) positif autoadjoint dans L (Bn) (I1 n'est pas
clair que 1le D(\ ) ainsi défini cofncide avec celui défini en

ii) nous le prouverons par la su1te)

Fixons nous ;2,)(,1" et € ; 11 existe un borné B, de A3R")
tel que :

(3.18) VfeEK, 3gek, : [IF-gll,se/2 .
Pour p€r et x € E’Z , 1'opérateur (Ax— p.)— est défini, et
borné de Lz(Bn) dans Vx , de norme majorée indépendemment de

pneET etxezé :

(3-19) IR0l = cll,

avec Cf - sp  swp (1t
p€r te[o |t-,,[

X
) <+Qo

Soit € H(R") , £ valant 1 au voisinage de o ; pour
=S > 0 et pour u = G\\x— p.);1, on a, compte tenu de 1'homogénelté
des xi,x et de A :
( ﬁ\ n)(';oh u) = (;oh Jg - 2s Z(x g) o hs.&\i’xu +

+s( (g) hg Ju .

On déduit alors de (3.19), que C étant une constante indé-



XI-31

pendante de u €T, X € 52 et g € L2 (Bn) on a @
A A -1 2
L&) € ony (R -u) s - (can el < clas Bl -

or (C o hs)g + g dans LZ(IBn) lorsque s # o , uniformément pour

g€ 31 i on en déduit qu'il existe s, assez petit, pour que @

(3.20) VgeB, , Ve, : [@-u)(con, JA-4)"s-gllse/2 .

De plus (3.16) et la différentiabilité en x des champs
/X\i x noué permettent d'eppliqusr le théoréme 2.1 sur tout compact
!
de B"; on en déduit que R, = U U (}/\\- u)"’ 0‘31 est borné
5 pET x€my
dans C(R") . Par suite (C » hg )82 est un borné ds A{B") et le i)
o

de la proposition résulte des estimations (3.18) et (3.20).

T1 résulte de i) que pour tout x€ @y -B(]-"ln) est dense
A
dans D(Ax); par suite A est la plus petite extension fermée
AN .
de (Gx , ﬂ(:ﬂn)) et par passage & l'adjoint /A\x est aussi 1'ex-

tension maximale , i.e. @ b(Ax) = {ueLz( ")/ GXUELZ (®")3.
leii) de la proposition est alors clair.

Nous voulons donner maintenant quelgques propriétés
. a ' -
spectrales des opérateurs Gx i nous utiliserons ls Theoreme

suivant (cf Kato [87) :

soient (An , D(An))ne N ot (A.D(A)) des opérateurs auto-
adjoints positifs dans un espace de Hilbert H i on note E_(1)

et E(A) les résolutions de 1'identité assocides & ces gpéra-

teurs. On suppose que An converge vers A au sens suivant @
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I1 existe un sous espace B dense dans D(A), tel que pour tout
ude £, u est dans D(An) pour n assez grand et

nl—}m@"Anu-Au"H =0 .

Théoreéme 3.6. : i) pour tout p€C\[o, o[ et pour tout feH:

REL [CHE R S (R i

ii) pour tout )\ non valeur propre de A, et

pour tout f€H :

n e ()f - Q) = o -

. i A
Nous notons /;\x la réalisation de G de domaine D(Ax) et

{E\x(x) la résolution de l'identité associée a 7\; .

Lemme 3.7. : soit fe L2(B") :

i) 1'epplication (x,p) - (i/\;-p,)-1 f est continue de

@ x C\[o,o[ dans L7(H")

ii) 1'application (x, l)“'/E\x(X)f est continue de w,x Jo, =

dans LZ(IB“) et /A\x n'a pas de valeurs propres.

Démonstration : soit Ht(t >0) 1'isométrie dans Lz(Bn) définie

(3.21) (Hf) (g) = ¢

/2

(f °ht) (g)

r

. . . n
ol v = ; k(\k-\’kﬂ) est la dimension homogéne de R ([3]) .

. . ay A AN
I1 résulte de 1'homogénéité de G que Ht<D(Ax)) = D(nx)

et que :
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-1 A 2
Ho A Hy = £ A
Par suite on a :
' -1 A ~
(3.22) He Ex(x) H, = Ex(t—ax)

On en déduit que :
IE0)F - B (502 = [EL0IF, F) - ELQIHF L 1A et
IE,0) - B, (20l < 2llell, lyr - #ll, -

Lorsque t = 1 ”Htf"—F”o'-' o et on a pour )\,>c

(3.23) e { s [E0)F -8 00} =0 -
AR Ao t xE 0y ’

» . » /\
On en déduit que tout A, > o n'est pas valeur propre de Ax .

I1 résulte directement de 1'équation résolvante :
7 -1 A -1 N\ -1,/ -1
(Ax-u) - (Ax—uo) = (p - uo)(Ax-u) (Ax-uq)
et de (3.19) que pour tout p € C\[o,=l on a:
: A -1
(3.24)  1m { swp I(A-w)7"F = (A -p) 'l } = 0
u-’uo X€ (l)1 i

Fixons x,€ w, i on a vu que H{E") est dense dans O(//\; ) et

1
il est clair, d'eprés la différentiabilité en x des champs

A

/x\i,x’ gue pour tout cpe.B(Bn)cD(Ax) :

‘xlj-’x“‘I"qu’ - Ax1cp”o =0 .

On déduit alors du Théordéme 3.6. que :
A -1 A -1
(3'25) x];’iﬂJl(Ax-;Po) f - (Ax1' Po) f”c =0
T A

(3'25) lim "Ex(lo)?’ - EX (lo)fuo =0

X =X 1

1
(3.24) et (3.25) donnent 1e 1) ; (3.23) et (3.26) connent 1e ii).



XI-34

Pour 8tre tout & fait complet il ne nous reste qu'd vérifier
que o n'est pas valeur proprs de /A\x i sSupposons que u€ Lz( Bn) véri-
fie Gu = 0 . On déduit de la densité de H{B") dans D(X;) , ou du
fait que /Rx est aussi 1'opérateur variationnel défini plus haut,
que :

0 = @u,u) = ax(u,.u) .

o 2 .
Par suite Xi.xu = 0 et pour tout I , XI’xu = 0 j il résults

alors de (3.16) que u est une constante et donc u est nulle.

Proposition 3.8. : le noyau éx(l) de /E\x(x) est C®sur R'x R,

et 1'epplication (x, 1)~ §x(1) est continue de g,xJo, of dans
cYA"x B") . De plus pour tout xe wy» la fonction

A éx(x 70,0) estr strictement positive et homogéne de

degré v/2 ol vy = 221 k ("k.-\’k—1) .

Remarque : pour tout x€ @ on peut munir R" d'une structure
de groupe de Lie nilpotent telle que 1l'algébre de Lie engendrée
par les /X\i x soit précisément 1l'algébre de Lie des champs de

) .

vecteurs invariants a gauche. On en déduit que éx(x) est un ncyau

de convolution sur ce groupe et en particulier on a :

(3.27) veeR :28 (hig, 8 =28io0,0)

Démonstration : soit 52 un compact inclus dans @, et solt fa ,b]
un compect de Jo, o[ ; nous appliquons la proposition (2.7) en

prenant comme espace de paramstre T = 5’2 x [a,b] , corme chemps

n

=% sit= (x,1), comme ouvert ¢ XR et

de vecteurs X, = X,
i,t i,x
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comme opérateurs E_ =/E\x()‘)' Les hypotheses (2.9) et (2.10) sont
satisfaites grace & (3.16) ; /F:x(x) étant de norme majorée par

(1 +1)k en tant qu'opérateur de LZ(BH) dans D(/z;}:) lrhyputh‘ese
(2.11) est aussi satisfaite. On en déduit que les noyaux ax()‘)

sont pour xEBz et A€ [a, b] dans un borné B de C(R"x A" .

Or il résulte du Lemme 2.6 et du Lemme 3.7 que 1l'application
(x,1) » 'éx(x) est continue de mgxJo, = dans (B x B); par
suite elle est continue de w, x [a, b] dans CR"x B") puisque

sur le borné 8 les topologies.C® et &' colncident.

On déduit de (3.22) que 1'on a, pour tout t >0

2
e (txsg,m) =t (Aih g, hem) .
En particulier on a
(3.28) e (tAi0,0) =t’8 (xio,0) -

I1 nous faut encore vérifier ‘que éx(‘,\ io,o0)>0 ; cela ré-
sulterait directement de (.’3.27)'mais on peut le voir de la ma-
niérs suivante :

Ex(;\,) étant un projecteur orthogonel, on a @

(3.29) , éx(mo ,0) =an léx("“’ , 5)12 dg 20 o

Supposaons que éx(xe jo,o0) = o, par (3.28) éx(l jo,0) =0
pour tout A> o , et par (3.29) on a (é;(x)#‘)(o) = 0 pour tout
fe Lz(n“) ; or pour f€ D(/;\\:) Ex(x) » f dans D(Ai) lorsoue
AR+ =, et par suite /E\x(x) e f dans.CQ(Fn) lorsque )} * + o si

N\
fe {B"). On en déduit donc que f(o) = lim (Ex(x)f)(o) = 0 pour
O e
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tout e S{R") ce qui est évidemment faux, et cette contradiction

achéve la démonstration de la proposition 3.8 .

4. DENMONSTRATION DES THEDREMES 1.1. ET 1.3.

4.1. Localisation

Nous reprenons les notations du paregraphe 1 : M est une
variété C® munie d'une densité positive dy(z) i met 0
ouverts de M ; les champs x1,...,xp vérifient (1.2.) et (1.3.).
(A y D(A)) est une réalisation minorés autoadjointe dans Lz(ﬂ)
de 1'opérateur (1.1.) G ; sans nuire & la généralité, nous suppo-

snns que A est positif.

un note E()) la résolution de l'identité associés & A j il résulte
de la sous—ellipticité de G (voir Théortme 2.1.) que les fonctions
de D(Aa’) = on D(Ak) sont C% sur w NN ; par suite le noyau
de E()) est C®sur (o N Q) x (0w N N) (voir proposition 2.7.).

On note e % i x, y) ce noyau.

Le point x,€w N 0 est fixé: on note wy 1 g s Ug St 8 les
voisinages et 1l'application construits au théoréme 3.1. i on

supposera que U, est une boule de centre o.

Pour tout x€ g la densité dy peut s'écrire dans la carte
locale § sous la forme : 52(x , £)d€ , la fonction § étant
strictement positive et C® sur un voisinage de (x,,0) qui

contient 0y xU, i on note 5x 1l'application g- 6(x ' g) .
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Pour x€w, on définit les opérateurs @ de LZ(Fn) dans

Lz(mc) et 3 de LZ(M) dans Lz(uo) par @

Y ue L3(B") ¥ y€m : (8)(y) - (uy, ) e g, ()

(4.1) {
vvel®() v ey, @ (8v)(8)=(vee]')(e)

On a les relations :

llexu!ll_z(%) - ”””'_2(9 (o))

Iz, = I I 2

= "u"La(Iln)

(a.2)

(6" (u,)) <Mz

De plus @x et ex sont adjoints 1l'un de l'autre au sens
suivant : pour tout u de LZ(Bn) & support dans U, et pour tout

vE LZ(M), on a

(4.3) ] (GXU]-.V dy =.‘/‘ u.(§xv) de
We u

On remarque encore que @ opére de Hu,) dans Hw,) et
se prolonge de £'(R") dans 5" (u,) st que & opére de cm)

dans C™(U,) et se prolongs de 5 (M) dans & (U,) .

Conformément au théordme 3.1 on note xi,xg(ex)* X

1'image de X, par @ i pour u€ c®(M) on a donc :
' = -1
(Xiu) o Gx l,x(u o 6 )
-1 -2
(xpu) gy = & X2 (8 us ) -

Utilisant en outre le fait que :
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xg',x(u.v) - (Xz’xu).v- Ue (Xi'xv)

on obtient que :

(a.a) Y ue c(M) 8 Qu = G 3u
ol Gx est l'opérafur

(4.5) Qo= £1 X% X%t S
avec

(4.6) cx=c¢e+{i§: ixix)(a)}/

Notons que (x,g) # ¢ (;) est C* sur my % Ug
Utilisant (4.3.) pour ve H,) on obtient aussi que
(4.7) v ue 5u,) @ gu=@8gGu.

Nous transformons les Gx par ht et nous définissons pour

t21sur ht(U") D U, les opérateurs at,x st xi,t,x per

X, , u=t { [luah)} o ns?
(4-8) i,t,x }
. ¢ _1

O, u =t {Gx(u . ht)} o i
et on a : B,

= % '

G« =421 X, 6,x X,¢,x t Ct,x

avec
2 -1
ct,x =t .. C, o ht .

 Suivant le théoréme 3.1 on introduit encore les champs
?i partie homogéne de degré 1 de X i,x et les opérateurs
’ -

q( de (3.17) partie homogéne de degré 2 de Gx . I1 sera agréa-
2

ble de convenir que pour t=+ = Xl,t = xi,x ’ ct,x =0 et
A
Gt,x =a .
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Lemme 4.4. soit ;’2 un compact de y i les opérateurs G, .
9’

et les champs X , ‘pour (t,x)e€ 1) «] x ;é vérifient

i, t,x
les hypotheses (2.9) et (2.10) sur l'ouvert U, .

Démonstration : (ex)* étant un homomorphisms d'algebre de Lie

on a 3

’O‘Q,xp'x) =

= %

Vx€my, VEEU,, Yk=1.u,r: dimvk(§;X1’x

on en déduit que pour t€ [1, = [
eeeyX
e )

=%
Le point iii) du théortme 3.1 affirme que (4.9) a encars

(a.9) Vx€w, , ¥ geu,cht(u,,) Vik=yeee,r: d:unvk(g; X4 t,x

lieu pour t =+ ; 1l'hypothese (2.10) est donc satisfaits.

Ecrivons leg champ X

n
4 5 Sous la forme 2 a,(x,E) 2 .
X 3=1

. o8

Les fonctions a.j sont C% sur @, xU, et puisqus Xi % est d'ordre
?

<1eno, pour tout x€m, ad(x, .)e.ch]_,l(u,) ; on peut donc

écrire : n

Kt -1 500 985

les fonctions ag(x , £) étant C* sur wy XUg

On a n 5"\
X - 2: b a¥(x h."1.E).E°' 2
i,t,x j=1 [Q’]=‘..J]-1 J e agj
n .
2 Z ar o _9_
et xi,X = =1 [ﬁ]’[\j]-1 aj Xy Q)'g agj ‘

Le lemme 4.1 résulte donc du lesme suivent :
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Lemme 4.2. : soit ¢ une fonction C® sur @ xUg, i pour

te [1, o[ on pose g (x, £) = c(x, h:g) et Ca(x, g£)=c(x,a).

Alors 1l'application t -+ c_ est continue de [1, «] dans

t
c“‘(m1 x U,) , et 1'application (t,x) - ct(x, .) est conti-

nue de [1, =] x @, dans cu,) -
Nous avons aussl :

Lemme 4.3. : soit ;’2 un compact de w, i soit 8 un borné de

A
BH(E"). Alors Gt,xu converge dans S{B") vers @ u lorsque

t % + o uniformément par repport & (x, u)e€ 82 X8 .

Démonstration : il existe un compact K tel que supp u c K pour

tout ude B ; pour t 2 t, 2 1onaKch(U) et G 8 c HE").
- ?

2

G’t,x

sont des fanctions continues de (t,x)e€ [t1,cn] X oy & valeurs

1

On vérifie comme ci-dessus gue les coefficients de

dans C(K) ; per suite les cosfficients de G, , convergent
]
lorsque t # +e, dans C(K) , vers les coefficients de G,

uniformément en x€ 52 , et le lemme en découle aussitit.

Pour u€ LZ(UO) [resp. Lz(m;,)] on convient de noter U le
prolongement de u par o sur fRn\U, [resp M\ wy] i en particulisr
te g etd 1 trateurs @ U = B0 et 3 v = 8.V
on note ex e §x es opérateurs exu = gxu et ixv = §XV .
De méme on prolonge E(A) en un projecteur orthogonal dans
~ . ~
L2(M) , E (n) , en définissant E(1)v comme étant le prolonge-

ment par o sur M\ D de E(z)\)(v‘o) .

Pour t€ (1, , %€ w0, et A > o on introduit l'opérateur
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(a.10) Et,x(x) = Hp & E(t%2) 8, Hy

ol H_ est 1'isométrie de La(Bn) définie en (3.21)
Et,x(l) est un opérateur borné dans Lz(Bn) , de norme < 1.
NotantD=Uane(m°nn) st thsh(n),

on déduit de la définition (4.10) que le noyau de E (1) est

C® sur nt,x t,x et est donné pour (E, ‘n)E o X n,c par @

(a.11) =, (A58,m) = €7 8, (n71E)es (R ). e(t \i 6ons & ¢ ')
En particulier pour taut x€ m1nn s OF O’c < et
?
(4.12) Yx €0, N 0 2 o(t%) ix,x) = £%(8,00)) 2. & (15 0,0)

On introduit encore les opérateurs F ()\), bornés dans

L (U ) et de normes < 1 définis par @

(4.13) V ue LZ(U,,] : Ft’x(l)u = (Et,x().)a'>lu
Le noyau de F (k) est C* sur (U,n )nx (u,n nt,x)

st y est egalaetx(ME.Tl) .
’
Pour u et v dans L2(U°) on a :

g . ~ o~ 2 ~ ~. ~
f P, x(AJu-v d§=j (3, B0 mHu) Hy ae
Ug R

or Htv est & support dans h;1v°c .Ua ; par (4.3) on a alors :

fu_ u(Ft,x(x)u)v dE = fM(E(th)EthG‘)- (B Hv) o

et i1 est alors clair que Ft x(x) est positif autoadjoint dans
?

LZ(Uo) ¢
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4.2 Etude & l'intérieur

Nous passons & la démonstration du Théoréme 1.1 : fixons

nous un compact EE Ciw1 NQ ; il existe t1 21 tel que pour

tout t 2 t1 et tout x € o_, Qt X contienne Uo .3 le schéma de
. ?

la démonstration est le suivant : utilisant la proﬁosition 2.7 ,

on prouve le

Lemme 4.4, 1'ensemble des fonctions e, x(k; . .) pour
9

- - . @
t2t,, x€w, et A<1 estunborné B de C (Uo X Uo)‘
Ensuite on déduit de la convergence Gt

% — ﬁk par une adap-
, 3

tation du théoréme 3.6 1le

Lemme 4.5, pour tout A et tout f € LZ(RF) , On a:

o

um  {sup_ [E. (WF - E_(A)F) }
t=+ e x€u B X L3(RY)
On en déduit alors, ngclle lemme 2.6 , la convergence dans
DR xR') dunoyau e, (A) de E, (A) vers e_(A) , unifor-
tyxt t,x X .
mément par rapport & X 6'52 : mais. sur le borné B8 la topologie
. N
de ﬁ*(uo x UD). et la topologie de C (UD X UO) colncident ; par
3 ~ . . ' Q
suite et,x(x’ .y «) coOnverge vers ex(l y oy o) dans C (Uo x Uo)

uniformément par rapport & x € EE . En parficulisr :
(4.,18) lm  { swp_ e, (x;0,0) - éx(x, 0,0)]} = o
t "+ x € @ !
Rappelons (cf proposition 3.8) que la fonction
X = gx(k; a, 0) est continue et strictemenf positive ; prenant

A =1 , regroupant (4.12) et (4.14) , nous voyons que nous avons
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démontré la :

Preposition 4.6, sous les hypothéses du théoréme 1.1

pour tout x_ € o NQ , il existe un voisinage w, de x_,
une fonction vy continue et strictement positive sur W,

telle que pour tout compact K C @,

n o { s W2 e(hx, x) - y(x)] ) = O
)\-'+=°4><GK

nNQ , cnait :

I1 en résulte que la fonction

vix) = um A2 e(a; x, x)
A"+ |

est définie sur w N Q , et se prolonge (de maniére unique !) en

fonction continue strictement positive sur o N Q .,

I1 nous suffit donc de prouver les lemmes 4.4 et 4,5 pour

achever la démonstration du théoréme 1.1,

Démonstration du Lemme 4.4,

Nous avons déja vérifié que les opérateurs G't x satisfont
s

aux hypotheéses (2.9) et (2.10) (Lemme 4.1) (ici t €[ 1, =],

o
avec la convention G Gx-) . Nous allons prouver que les

?
opérateurs F. x(x) , autoadjoints dans L2(Uo) , Vérifient
? . .

(2.11) , 1a propositian’ 2.7 donnant directement le lemme 4.4 ,
Soit u €L2(Uc) ; posons v = @x'HtU ; ona :

Mz, = Mz

o
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soit w = E(t2 A) (VIQ) . alors w € D(A") et

2 k. k
Yk € N éyétJMethwﬁQStx Mﬁgm

Utilisant (4.4) on obtient que :

Qx Gk W o= d; §x w dans Qx

et :

' 2
W EN G g w € %) et

e wil, s Al
*oE(a) L(u,)
Par (4.8) on a aussi =
~_
—1 -2k -1
d:,x Ht gxw = t Ht d;éxw sur Qt,x

on ’a‘puisque Qt ou :

Par su1tev,. pour t 2 t1 % o

W eN &

4 2
tyX Ft,x()f) u €L (Uo) et

G.k u ke u
IG5 Py ) “Lz(uo) < W llLZ(UO)

ce qui ach@ve la vérification de 1l'hypothese (2.11) .

Démonstration du Lemme 4.5

Nous reprenons la démonstration du théoréme 3.6 (cf [8 ] ).
Fixons nous f € LZ(Rn] , A>0 et €>0 (e<1) .D'apres

la proposition 3,7 il existe T >0 tel que pour tout x € 52

E v+ mr-E ) el < e
(4.18) ,

tﬁmf-gu;mmgse
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Pour alléger les notations nous posons E: =1 - Ex(l +7)

et E; = éx(x - 7) . D'aprés la proposition 3,7 1les ensembles

+ -
Ky = { Ex f ; x € w, } y images d'un compact par une application

continue, sont des compacts de Lz(Rn) .

On désigne panr f; [ resp. T_ ] 1le cercle dans le plan com-
plexe de centre 0 de rayon (X + TVZ) { resp A - V2 ], et par
r; [ resp T' ] 1l'arc de cercle des 4 € r, [ respp €T ] tels

b =a=Tol 2 en Cresp Ju-a+ 12|l 2 en] .

On déduit de la proposition 3.5 qu'il existe des bornés B+

et 8 de HRY) tels que

(4.17)  V(x, p) € EE x Ty . 3g€B,: H(&x - ulg - Ei fﬂo < ez.ﬂ

Notant la majoration :

v rn A _ 3 L
hery A - g “L(R‘")—-LZ(R”) < &

on a avec les notations de (4.17)
(4.18) lo- (A -w" EXFl, =
. A x g ¢

D'aprés le lemme 4.3 il existe tO 2 t, tel que pour tout

1
t=2t on ait
[w]

(4,19j sup_ sup lla u - ak ulL < &2 L

U t,x
x € w, u € ﬁ+ 8_
D'autre part, on déduit de 1l'inclusion EE Cw NQ etdela

compacité de m qu'il existe un voisinage U,1 CIUo de 0 tel que

2
pour tout x € EZ ev(w1 nQ) o U, . On peut supposer t_ assez
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grand pour que pour tout t 2 to on ait

8 8 =
Yu € . U - supp(u , ht) supp Ht u c U,|

Pour u€B+UB_ et t 2t  onadone 'HtuCZ.B(U1) et par

suite € H_u € Ko, N Q) .Par (4.,7) et (4.8) on a alors :

(4.20) (G- t°u) @ H

2
g¥ =t @x(Gt,x-p.)u € ﬁ'(m,\ﬂﬂ]

Nous natons R{u) = '(A--;.y.)m1 la résolvante de A et
E(p) l'opérateur défini par : R(u)v est le prolongement par O

sur M\Q de R(”‘)(V‘Q) . Pour uEﬁ_,_UB_ on a

@ H u€ _B(u),‘ N Q) co(A) ; on-déduit alors de (4.20) que
2 2 :
@ Hou = t | R(t% w) ®* Ht(at’x -u)u
et
(a.21) B H ou = A2 ) .8 H(G _ -p)u
‘ X t - BIe 5 Mg tyx K

On a la majoration suivante :
rn,22) 1% B2 W)l < :—ﬁ (w €Y
On pose pour simplifier
e

~ A -1 2 ~ 2 ~
Sgxb) = 8 H[A - w)7 =t R(tT w) € H

On déduit alors des estimations (4.17) & (4.22) que

+
(4.23) Sup Sup_ Sup ]Et (n).E- < 3¢
t =2 to X € u:2 w €TL ?x X ©

On définit encore les opérateurs :
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A;':"x(u) = E(£% n) S, x (1) e}

- ~, 2 -
At’x(u) = (1 - E(t% 1)) St'x(u) E,
Notons les majorations
P -1 +
sup_ (A, -p)T EN s 2
b€ Fi X | X /T]

s B NERE W < 2z

w €Iy L

~e 2 \y L2 .2
sup_ (0 - E(£7 X)) 7 R(£% W)l s 2/q
b € I; _

les normes étant celles d'opérateurs de Lz

. On en déduit la majoration :

(4.24) sup \\_A_i,‘x(x?_l"—z () < 4/q

WET, ~L2(w)

: +
On consideére maintenant les intégrales El— j’ A; (p)fedy
*

On majore 1l'intdgrale sur I! par (4,23) et 1'intégrale sur
T,\N T} par (4,24) pour cbtenir :

(4,25) | ¥ € w, ,_"

igﬁmygnbw)s (3n + 8)e

Or, on a :
—_ (w)fed BN HM-E O+ F
2im r At x BT el = ! X t b

& .

.'P|A
A
5
X
—
b=
~r
—')
®
a
g =
n

(1 = E(2 ,m § H Ex(x -1 f
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Ajoutant ces égalités et tenant compte de (4,16) et (4,25),

on obtient finalement que :

~e 2 ~ ~ ~
(4,28) sup  sup_ [E(t° 1) § H f-8 H E(}) fll 5
t =2 to X € @,

< (6M +18) ¢

Revenant & la définition de E, X(R) ((4.10)) , en notant
7

-1 = ‘qs Y
Gt,x = Ht §x C& Ht y et utilisant une fois de plus que §x et
HZ! sont de norme < 1 ,ona

t

(6.27) sup  sup_ \)st,x(x)f-Gt’x.éx(x)fan(Rn) < (61 + 18)¢

t 2 to X € m2

On aurz *erminé la démonstration si l'on prouve que pour tout

> )
en effet, par la proposition 3.7 1l'ensemble des Ex(X)F (x € Eb )

u € Lz(Rn) Gt,x U= u quand t =+ o, uniformément en x € ®

est un compackt K de L2(Rn) et alors la convergence G, u ~u
?

sera uniforme en (x, u) € ZE x K et par suite, on aura

. il:n- ) (xszpaz ll(Gt,x -1) éx(ﬂfﬂLz(Rﬂ)}» = 0

ce qui, joint & (4.2?) , donre bien la proposition,

Or, pour o € X{R") , pour t assez grand, on a
H, ¢ € j%ug) et @ H_ o GJﬁwa) ; mais alors on a
2@ 8 H g = H o € HU)) et G

lle

t. x ® = @ . Comme de plus
I

| < 1 , il en résulte que G converge
t,X LZ(RH) - LZ(Rﬂ) | ‘ t,yXx

fortement vers l'identité uniformément en x € w0, .
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4 3 Etude au voisinage du bord

Nous abordons maintenant la démonstration du théoréme 1.3
nous supposons donc en plus des hypothéses précédentes que 0 est
compact, que G Cw et que (A, D(A)) est l'extension de Fried
richs de (G, £{Q) ) . On introduit l'espace V = D(A%) qui est

ltadhérence de Q) dans l'espace

Nous reprenons les notations du paragraphe 4.1 et nous
fixons Xq € 3Q et 52 c m1 un voisinage compact de Xq o On po-

g = ' 2 3 3 ! 2 -
se Qt,x = Qt’x n U!3 et 1'on définit Vt,x comme étant 1l'adhéren

1
ce de ﬁ{nt'x) dans
(4.28) {uel®@ )/ Vi=1 bt X u e’ )3
¢ y t’x N ’..., ' i’t’x t,x
.Nous notons d'abord le -’

Lemme 4,7, Pour u € L-Z(O] H' 8 u est défini sur Q@ ;
T —— . t " x t'x
1

de plus si u €V eﬁ gi .‘C € .B(Uo] alors CH. 3 uc€ Vt,x'

Démonstration, si u € L?(,Q] ., .§x u est défini sur Qx , et
-1 e ,

He & u est défini sur ht(nx)_ = Q’c,x - Qt,x . De plus, on a,
pour ( € .B{UD) :

-1 =
CH, &, u = H & (Coh o ex) u .

On en déduit que pour u € KQ) , ‘(g o h_o ex) u esta

t

support compact dans 9:1 (h:1 (UQ]) N Q et par suite que
-1

CH, &u&ﬂ%%).

On a d'autre part pour v €V :
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-1 =
Xi,ex e v = T H 2 XV

d'olu il résulte la continuité de l'application u — h;1 Qx u de

V dans l'espace (4.28) .

‘La conjonction des deux remarques donne le Lemme,
Pour (t, x) €[ 1, [ x Z& nous définissons les opérateurs

E! positifs autoadjoints dans LZ(Q' ) en posant :
t,x Tyx
(E' u) = (F (k) ‘J) 1
t,X £yt |nt,x

0 étant le prolongement de u par 0 sur Uo\'QE N
' ]

Notre but est d'appliquer la proposition 2.8 : nous savons
déj que les hypothéses (2.9) et (2.10) sont satisfaites par les
opérateurs at,x (tel[1,=], x€ mé) sur Uy ; c etles X,
étant bornés sur un voisinage de O , 1l'hypothése (2.13) est aus-

si satisfaite, quitte & restreindre o, .

. 2 . . -~ .~
Soit u €L (Q%,x) ;' soit v = (C& Ht,u)lﬁ.

1
Sur Qt,x , ONn a

~1 2
|
E,c’>< u = H & E(t" A) v

Comme pour le lemme 4.4 on a

(4.2) & EL _u = H[' 3

-2k

K .2
G E(t"A) v sur o%,x

2
N'gy 1! s r 1 5
D'olu 1l'on tire que G:,x Et,x u €L (Qt,x) et puisque

Mg @ ”u“!.e(né,x) e
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('est-a—dire que les hypothéses (2.15) et (2.16) sont sa-
tisfaitss, De plus, on déduit immédiatement de (4.29), du lemme
4.7 et de l'appartenance : G< E(t2 A) €Db(A) cV , que l'hy-

potheése (2.17) est aussi satisfaite,

. Crion A O .
Le noyau de Et,x est la restriction a {A,x X (z’x du noyau
. . 2 S 3 2 \j U

de Ft,x(x) et est donc aussi la restriction a Qt,x x Ot,x du

noyau de E_ x(x) .
At ]

Appliquant la proposition 2.8 et utilisant (4.11) on obtient

le
Lemme 4.8, Pour tout A >0 , la fonction
L. 2
Kk(t, x) = A e(t™ A5y, y) dy
ane  (h (U)))
est bornée sur [ 1, = [ x EE .
Nous aurons besoin du lemme suivant :
. - -1
Lemme 4,9, Posant rt;y ={xe€ w, / 8(x, y) € he (UO) 1
. . ) ’ . K] . —'
il existe t, 2 1, c, > 0 et un voisinage wg C:wé de X
tels que :
Ve 2t, , Vy €a JP dx = c_.t >
1 o o
r
‘ tyy
Démonstration.

Notons 6° 1l'application x = 8(x, y) .
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Pour tout x on a 6(x, x) = 0 ; différentiant on obtient

que :
do_ (x_) + d6 ~(x = 0
xov(o (o)

Puisque dexo(xo) est bijective, 1'application
(x, y) +=—> (8(x, y), y) est un difféomorphisme d'un voisinage
oy x wy de (x, x ) sur un voisinage de (0, x ) qui contient
un voisinage de la forme Ui1 X aé . 0Ona 'd':(': c y et 1'on peut
supposer w; < @ . Donc, pour y € E"J 6 est un difféomorphisme

. y ‘
de @, sur @ (ma] ouU, .
A, 5
Pour t assez grand, on a hg (Uo) cu, et rt,y Ca, .

- _
Restreignant au besoin les voisinages, on a [ y = (6”) (Ht1 (UD))
9

fr dx = ¢ f dg ='cot""/U dg
a

-1 .

et :

et le lemme suit,
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer :

Proposition 4,10, sous les hypothéses du théoreme 1.3, pour

tout  x_ € 3Q , il existe un voisinage w, de x, , et une

constante C tels que : quel que soit l'ouvert o' C @,

ona 3

t -4 o

(4.30) 1lim sup [ £V e(t2; x, x)dx < C f dx,
w' NQ o'NQ

Démonstration, : avec les notations des lemmes 4,8 et 4,9, pour

w’ ng 40N a
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W' = u T C w, etpour t=2¢t, :
t y €w'nQ t,y 2 P 1

f <, t-v.e(tz; y, y) dy < f K(t, x) dx
Qanow m;:

On obtient la proposition en remargquant que Q w = o NQ

Il nous reste a vérifier que la proposition 4.10 et le théo-
réme 1,1 impliquent le théoréme 1.3 : considérant un recouvre-
ment fini de 9Q , on obtient l'estimation 4,30 pour o' C ©
®, étant un voisinage de 3Q . Il en résulte que si 3Q est de

mesure nulle, on peut trouver une suite de compacts Kp cQ tels

que

{ 1im sup f Y e(tz; X4 x) dx } > 0

t-+ e Q‘\Kp P-4+
Appliquant le théoréme 1.1 sur chague K_ on obtient

lim f g e;(té‘; x,' x) dx = / y(x) dx
Q ~ Q

t-+ =

c'est-a~dire 1l'estimation cherchée,

NOTES

(1) Variété est pris au sens de DE RHAM (variétds différentiables, .
HERMAN, 1955) : M est supposée séparable et donc Ja compacte,

(2) La notation ®, ©C w signifie que ‘51 est un compact inclus

dans ® ,
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