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FONCTION SPECTRALE ET VALEURS PROPRES

D'UNE CLASSE D'OPERATEURS NON ELLIPTIQUES
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I.M.S.P.
Département de Mathématiques

Parc Vairose
06023 NICE CEDEX

France

I. INTRODUCTION

On s'intéresse à la fonction spectrale et aux valeurs propres C^ope-

rateurs hypoelliptiques du type :
P

(1.1) G s s él ̂ i4 c -

les X - , < . . , X étant des champs de vecteurs réels G"; ces opérateurs

sont ceux qui sont formellement autoadjoints positifs dans la classe

des opérateurs introduits par HSnnander ([7]) :

f- 2
(1 .1 ' } - fi-iîÇ+X,

XQ étant un opérateur différentiel réel d'ordre ^ 1 • Ces opérateurs

ont été étudiés du point de vue de la sous-ellipticité et de l'hypo-

ellipticité dans [[?']) , [10] , F 131) (voir aussi [9] pour les opére-
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leurs C l - ^ 5 ) * Rothschild et Stein C[1^l) ont construit des paramstrix

pour ce type d'opérateurs et obtenu des inégalités fines de type L13 ,

Lipschitz , etc... (voir aussi les cas particuliers [4] » tl§]) î dans

[r3]) • Folland a étudié le cas "modèle" d^opérateurs sur un groupe

de Lie niipotent. On renvoie à (rjl2]5 pour une étude détaillée des

opétareurs de type (l.V)^

Nous nous plaçons dans la situation suivante ; soit M une variété

( ) réelle, G", de dimension n, munie d'une densité positive no-

tée dx.ï soit c une fonction réelle C09 sur M.

Soient X- , . . . ,X des champs de vecteurs réels, G09 sur M* Pour

toute suite 1 s (i^i-»*»^,)^ [^•••ip) on note |lj s k la longueur

de 1 et X- le champ ;

5C a p(. [X. .. • [X. , X. ]- • • ]
z ^l "S ^-l \

On convient de noter si 1 s (i) est de longueur 1 : X-= X.»

Pour tout entier k et tout x ç M , Vi-C^ désigne le sous-espace

de T M engendré par les vecteurs X-(x) pour (IJ < k •

Soit œ un ouvert de M » nos hypothèses fondamentales sont les

suivantes :

pour tout entier k la dimension de V.(x] est constante
(1.2) J K

( pour x ç a) î on la note \i et on convient que Vo == o •

, il existe un entier k tel que \i a n î soit r l'entier tel
(1.3) { 1<

v que v A < v = n .• r-1 r
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Remarquons que la suite Vo»« . ,v est strictement croissants.

Les hypothèses Cl-2) et (1.3) entraînent la sous-elliprLcité et

l'hypoellipticité de l'opérateur G sur œ ([2]) , QO] , ri3l] ; ces

hypothèses sont même beaucoup plus fortes que la condition suffisan-

te de HSrmander ([2]) q^ est que pour tout x (de oo) il existe un

entier k tel que dijn V.[x) a n .
K

Soit fl un ouvert de M et soit (A,D(A)} une réalisation minorés
?

autoadjointe dans L (d î dx) de G . (Une telle réalisation sxi s'̂

toujours si c est minorée sur fî).

Remarquons pour la suite que -^(fî) c D(A*} s D(A).

Notons E(x) la résolution de l1 identité associée à A ; on déduit de

la sous ellipticité de G que les fonctions de DÇA^sTI oÇA^ sont G"

sur œ 0 0 î E(x) prenant ses valeurs dans D(A°^ , il en résulte que

son noyau e(\ î x,y) est G" sur (œ n û) x (œ 0 n)« Nous avons alors?

Théorème 1 • 1 • ; II existe une fonction y continue et stricte-

ment positive sur œ 0 0 telle que si l^on pose

v a 2^ k(\^- \^) , on ait ;

"" ^/2
V x ç œ H 0 î lim X e(x î x,x) = v(x)

X ^ + œ

la convergence étant uniforme sur les parties compactes de

œ n n. •

Ce théorème admet un corollaire immédiat : si M est une variété

compacte et si œ a= M i.e. si les conditions Cl*2) et (l«3) sont sa-



XI-4

tisfaites sur M, il résulte toujours de la sous-ellipticita de G

que pour un C > o D(A) c H^M) ([23 » C9] » Cîfi])* par suite l<e

^

spectre de A est constitué d'une suite de valeurs propres \,,
J

réelles tendant vers + œ . (On répète chaque valeur propre confor-

mément à sa multiplicité). Notant N[x) ss <j- 1 on a
r ^j x

N(x) » / e(x î x,x) dx et il résulte du théorème 1.1 le

Corollaire 1*2. sous ces hypothèses on a :

lim X v 2 • N(x) » / yM dx .
X ^+ œ /

"M

Revenant à un problème sur 0 c M , se pose la question d* âcu-

dier les valeurs propres d'un problème aux limites sur FL

Nous supposons maintenant que îî est compact et que Q) 3 0 ; nous

supposons aussi que 90 est de mesure nulle dans M» c étant bor-

née sur fi , l'opérateur [G,-5(f3)) -est sendL-borné et symétrique»

soit [A,D(A)) l'extension de Friedrichs de [G,J(n))< Alors

D(À2) est d'adhérence de ^(fî) dans l'espace :

{ u ei^Co) / v i » A,...,p î \u çi^Cn) ) .

H résulte de ([7] , [9] , [10]) qu'il existe e > o tel que

D(A^) c Ho[n) • Par suite le spectre de A est à nouveau consti-

tué d'une suite de valeurs propres X . réelles tendant vers + œ •
J M

Notant encore N(x) = 2^ 1 on a N(x) ss / e(x î x,x) dx et
X . ^ X ^j ^n

Théorème 1*3. sous ces nouvelles hypothèses on a ;
-v/p /'

liî" X N[x) » / Y(x) dx .
h\ •* + œ
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Remarques j^ La fonction y est continue sur 0 d' après le

théorème 1.1 et o < l y(x) dx < + œ .

Jn
2^ Le théorème 1.3 n'est pas un corollaire immédiat

du théorème 1.1 ;il faut établir en plus du théorème 1.1 des ma-

jorations d'intégrales du type : j e(\ ? x,x) dx pour K

compact c 0 JCI\K

La démonstration des théorèmes 1 . 1 et 1.3 se fait en plu-

sieurs étapes» on commence par transporter les champs X. et

l'opérateur G d'un voisinage de XgÇ œ n 0 sur un voisinage de

l'unité d'un groupe de Lie niipotent stratifié ([3] , [6] , [14]) ,

de sorte que les champs images des X. soient convenablement

approchés par des champs invariants à gauche X, ; nous nous

distinguons de [[6] , [14]) en considérant des groupes de même

dimension que M et ceci grâce à nos hypothèses (l.2)(l.3). Les

opérateurs G = - Z-r X sont homogènes [ds degré 2) sous l1 action

d'une famille de dilatations h (r3] , [14]) et plus généralement

notant G^ l'opérateur sur le groupe déduit de G, et G. l'image
-2

de t G- par h^ on a la conveî gence, dans un sens raisonnable,

de G^ vers G lorsque t ̂  + œ , les h. jouent ici le rôle des

homofcéties pour les opérateurs elliptiques. On exprime alors la

fonction spectrale e(x) de G à l'aide de la fonction spectrale

^ de ̂  évaluée au point t \- Prenant t ^^J\ on fcronsfonne

alors le problème du comportement asympto tique de e[\) en un

problème de perturbations: déduire de la convergence G. ^ G
u
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la convergence à \g fixe de e .C^o)*

2. ESTIMATIONS de f:OYAUX

2.1 Régularité

Nous rappelons d' abord le résultat de sous-ellipticité concer-

nant les opérateurs Cl*l) C[2] » (21 » USI » Cl5]) mais en précisant

l'uniformité des estimations pour une famille d'opérateurs. Nous

utiliserons les notations suivantes: pour s ç B , H (E ) est

l'espace de Sobolev usuel dt ordre s ; on note j j . j j sa norme et
? s/g s

A désigne l'opérateur C I + J D J ) défini par transformation de

Fourier<

Pour un ouvert n de B" , on note J^O] l'algèbre de Lie des

champs ds vecteurs réels G00 sur 0 . Pour X ç TC^) ad X désigne

l'opérateur dans T(n) défini par : (adX) (Y) = [X,Y] .

Pour X.ç TCn) CJ s ^• - • ip) » ^^-•-^ ) désigne l'algèbreJ * P
de Lie engendrée par X. ,« . . ,X î si 1 est la suite

[i.,..<,L) ç [ 1 r - < » p î on note Il| s k et

(2.1) X^ » (adX. ... adX. HX. ) .
J- "l \^ -"k

Soit a) un ouvert de E" » soit K une partie compacte de

fTCœ^ telle que :

(2.2) V CX^,...,X )ç K , V x ç œ : ^GX^, • • • ,Xp) = E" .

Soit d'autre part 6-un borné de C^o)) » on considère alors la

famille a des opérateurs
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p

[2.3) G = 2-. X»X, + c • 'isal i x
pour Cx. , . . .»X)ç K et c ç R

Nous avons alors [[2] » [9] < OH] > [W ).

Théorème 2.1, soit o^c-c (D° (2) î il existe e > o tel que
pour
tout s ç E .et tout couple de. fonctions <p .et 7 de Xca.) véri-

fiant «p - ? a çp , il existe une Constante G telle que pour

tout G ç a-et tout u ç-^CœJ pûur lequel ?u ç H3^) et

T CuCH5^) , on ait cpuçH^^CœJ et :

C2-4) Hcpu { ( ^^<C[ (JYau I { ^ j JYuV

Remarques ^ Les nonnes dans C2-4) sont celles de H^E")

(t s s ou t a S4-&) : on identifie en effet, en le prolongeant par

o , un élément de H [a),.} à support compact dans ®-, élément de

H^B") .

2^ Comme on l'a déjà signalé, seule l'uniformité

pour G ç a , des constantes C de [2.4} est à vérifier. C'est ce

que nous faisons maintenant en reprenant les principales étapes

de la démonstration donnée en CHO^)

Lemme 2.2. pour tout ® c c œ » il existe un borné 8^ de

S^Ca^L ^ u" entier r tels que pour tout [X.,...,X ) çK» il

existe des fonctions a. - (j = 1,...,n et fiJ^r] de By
J f —

telles que sur ^ an ait ;

(2-5) V j = 1,...,n : —— = IL a, T • X.
^^ jll^r J-1 1
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Dérronstration : soit XgÇ œ et soit Cx,,...,X' ]ç X » d'après

2.2) il exista r et des suites I,,...,1 avec (l.î < r , telles(2.

que les vecteurs X^ [x,,} fj « 1 » * - - . n ) forment une base de B" .
-J

H existe alors un voisinage V de Xg et un voisinage 1r de
/\ ^\
X^,...,X_, tels que pour x ç V et X, , . . . ,X dans ^ , les vecteurs

XT ^î Cj a* 1f«»n} forment encore une base de fT •
-J

D'autre part pour (X ,...,X )$ K on a :

X- » Li b- , 8

•I j»1 I»J ?x,

où les b^ . pour )l|^r et j a 1,...,n sont dans un borné de C^œ).

L'inversion de la matrice ((b- )). ., , nous donne (2.5)l . . j ,K=i , . . . ,n '• •'

pour x ç V et (X^,...,X )ç K H IT , les fonctions a. - pour

j a 1,...,n et (ij^r étant dans un borné de G^V).

On obtient alors le lemme par compacité de œ, x Y. et par par-

tition de l'unité.

Lemme 2.3. pour tout œ c c oc, il existe t > a et C tels

que p

V (X, ,....Xp)€ X , V f ç^}: Hfji2 < G( glix^+N2) .

Démonstration : pour e ̂  1 on a l'inégalité :

V ^ Ç ^ C B " ) : M2 ̂  jjfjl2-. El l^S2^ .

D'après le lemme 2.2, il nous suffit d'établir qu'il existe

C > o et C tels que pour }l\^r , et 0<,,...,X )ç X on air :
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H

v f e Xœ^) : îlYlÇ_i < c { E (Ix îii + Ni } .
y^

On établit ces majorations pour C ̂  2 , par récurrence sur

jl{ à partir du

Lermie 2«4« soit 8. un borné de T[a)) et soit œ. c c œ • Pour

£ ̂ ^ il existe C telle que pour (X,Y)ç fi. x <8. et pour

f ç XœJ on ait :

il^^Li^^il^l^^^e-l^^ •

Démonstration ; là encore seule l'uniformité pour [X,Y)ç 8. x 8.

de C est à vérifier. Soit Ç ç -5(œ) valant 1 sur œ. • Posons

Z » Dî,Y]Ç , S ^ » Z^ A25-2 . Sg » [S^ , X Ç] , et 63 < [S^Y ç] .

Suivant [(^] , [10]) on a pour f ç -5(o)^) 2

IIZfll|,^ C5^Yf,X*f) + CSgYf,^ - Cs^Xf,Y^f) - Cs^Xf^f) .

On obtient alors le lemme en remarquant que pour T ç S^ »

T* = - T-h a , a restant dans un borné de G^O)) , et que Iss

opérateurs S.(i » 1,2,3) sont bornés et de norme majorée incépen-

demment de (X,Y)e S^ x B, , de H^B") dans H3"2 £4" 1 [B") •

On se fixe œ^ C C œ î C est donné par le lemme 2.3 et l^an a

Lemme 2.5. il existe C telle que si G ç Q et si
r\

u 6 L (o^) H (^Ca^) sst tel que l^on puisse écrire sur

œ. Ou » ^ X. f. + fg avec f. 6 L (œj [i » o » - - - » p ) »1 ^ ^ 1 1 i l

alors u ç H8^) et :

(2.6) H^ C ( iluti? + E j{f^}
XssO 1



XI-10

Démonstration : ce lenroe reprend la proposition 3.1 de (.[?']] *

Soit Vg l*adhérence de ^Cœ«) dans l'espace

[ " çL^œ) / V i = 1,...,p : X^ u çL2Cœ^ }

Notons V le dual de V,, (V*^ -S*((D^)). On déduit du lenroe 2.2

l'injection : Vg,^, H^Cœ^). De plus, C et G* notant des constantes

indépendantes de G ç a on a pour u ç Vg :

||u|lJSc||u||^SC-{llGu|Ç,+||ul|Jl.
0

D^utre part pour ^çL (œ<) (i = o,...,p) on a

fo+ 2-rf X. f. ç V* avec

"^év^s^"-
H suffit donc de vérifier que tout u ç l^CœJ 0 (^'(œj tsi

que (luçV' , est dans V^ Pour un tel u , on pose, suivant CCZl)

uç» çci-ô^r^
où ç ç Xœ^s14^ 1 s^ Q^P "» où u est le prolongement de u par o ,

^ ^
et où ( 1 - 6 A)"" est défini par transformation de Fourier-

u.çHo(œ.) cV^ , u converge vers u dans L (œ.) lorsque 8 ^ o et

on vérifie que Gu est borné dans V^cf [7^) .ï par suifca u^ est

borné dans V^ et u ç V^ •

Démonstration du Théorème 2.1

Soient cp et ? dans XœJ telles que cp Y = cp î s étant donné
s V^ 2posons R a y A <p • Ecrivant a s -^ X. +Xg , Xg étant un opéra-

teur d'ordre 1 on a :



XI-11

^
(2.7) [a.R]- ^ X^ +F,

avec F^ » 2[R , X^] et F^ [X,,,R] + ^L [X^ , [5^ , R] ] .

Le (aoint essentiel est de vérifier que les opérateurs F. sont

d'ordre ̂  s , qu'ils ont leur noyau porté par supp y x supp <p et

que pour une constante C indépendante de G ç o t

[2.8) ^Ç^oc^ ^i^l» "il̂ ls

Maintenant si u ç-^Cw,) vérifie yueH^a^) st YGu ç H^®^)

on pose v a R u . On a dv" R û.u + [G , R] u ; on déduit de (2.7) et

du lerons 2.5 que v ç H^Ç®,). Enfin on a (pu» A^v - [A'"5,?] A^u

et pour £ ̂  1

||<p |̂| <|Mi+cte•||<puflil "s+e II "e ll "s

On obtient [2.4) on reportant dans cette majoration les

estimations (2.6) et (2.8)

2.2. Estimations ^à l'intérieur"

Nous allons déduire de la sous ellipticité des estimations

concernant les noyaux de certains opérateurs liés aux opérateurs

G (on peut penser en particulier aux projecteurs spectraux).

Nous corniîençons par préciser un point concernant les noyaux
^

d'opérateurs; soit P l'ensemble des opérateurs bornés dans L (B ),

de nonne ^ 4 î on munit P de la topologie de la convergence forte

qui est aussi la topologie de la convergence uniforme sur les
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parties compactes de L (B") • Si E ç P , considérant E comme opérant

de XH") dans ^CB") » on définit une distribution êç^ CB",^ (E"))

et l'application E ̂ ê est clairement continue* Suivant le théorè-

me des noyaux de Schwartz (ri51 proposition 25} on associe à <^ la

distribution e ç ̂ (l^x E") telle que :

V C(p , Y)ç Xlî") x XB") : < e , cp é Y > » CE Y, î) ,
L^B") .

De plus

Lemme 2>6. l'application qui à E associe son noyau e est

continue de p dans ^(^"x B") .

Nous nous donnons maintenant une famille d'opérateurs (l-l) ;

T étant un espace métrique co/npact et œ un ouvert de E" , on se

donne pour tout t ç T des champs X. .ç T(œ) pour i as 1 ,« .< ,p etift

une fonction c. ç G^O)) • On suppose que ;

(2.9) Les applications t t C . e t t ^ X , . sont continues de T
J ° J•»w

^ dans C^œ) et de T dans T[o)5
«

[2.105' V t ç T , V x ç œ :^(^^,--,Xp^) » E" .

Soit TQ c T » pour tout t ç To on considère un opérateur E.
5

autowtjoint dans L (œ)« On suppose que pour tout t ç T^ tout

u çL2^") et tout entier k C^E.u ç L^CO)) et que :
w fc

( 2 . 1 1 ) - V k ç H : sup sup IJcÇEuJI - < + a,
tçTjjuïg. < 1 t fc L^œ)

L [.(DJ

Nous avons alors :
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Proposition 2.7. sous les hypothèses (2.9), [2.10) et [2.1l),

le noyau e^ de E. est G" sur (DX(I) et la famille (e.) est
- tç^o

bornée dans C^ooxœ) •

Démonstration : la compacité de T et les hypothèses (2.9) et

(2.10) nous permettent d'appliquer le théorème 2.1 à la famille

des opérateurs G,(t ç T).

Soit (D^CC co et soit cpç XœJ » on déduit alors de (2.11) et

du théorème (2.1) que pour tout entier k , il existe une constan-

te C^ telle que pour tout t ç Tg , et tout u ç L2^) :

Ilcp l̂l ^NIs ,k.£ K ij-Cœ)

où £ > o est donné par le théorème 2.1.

H en résulte que (pE.uç C^uo) et que pour tout <y ç H"

il aîdste C^ telle que pour tout t ç T, , tout u ç L^œ) î

sup (CD^E u)Cx)( SC M « .
x € <» w l-^œ)

Par suite les opérateurs 0°^ E^ (p sont de Hilbert-Schmidt et

ont leur noyau e^ dans L (œx (o) » de plus :

C2.12) V a ê U " : sup |jeg| <+ „.
t ç Ta •: , 2/ ,

L <d»x œj

Au sens de -^(œXo) on a e^Cx.y) « D^e^Cx^).

De plus E^ étant autoadjoint on a :

cp(x) e^Cx,y) (p(y) » e^x,y) » eÇCy,x) .

On en déduit que pour tout ^ € ^1" D" e0 et D0' e0 sontx c y t5
dans L CœXœ) , par suite e° ç ^(œx œ) et utilisant l'équiva-
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lence de normes sur H^CooXoo) :

||e(.,.)|| SCte. S; |!̂ e|| ,+Ilo^ll , ,
H-CœXœ) H<j6 l - ( œ x œ ) y L - C œ X œ )

on déduit de [2.12} que les e° sont bornés dans H^(a)Xa}) pour
u

tout entier ^ , et la proposition suit •

2.3. Estimations. ̂ sur le bord"

Nous voulons maintenant étudier le cas où les opérateurs E.
Xf

ne sont plus définis sur tout oo î nous nous plaçons toujours

sous les hypothèses (2.9) et (2.10) et nous supposons de plus

que

(2.13) V f 6 T : c. ç ^(o)) et sup jJc.Jj <+ œ
' t € T 'L^œ)

Pour tout t ç T on se donne un ouvert 0, c oo î on définit

alors ^espace V. comme étant l'adhérence de -8(0. ) dans l1espace

(uÇL2^)/Vi= 1,...,p : X^u çL2^)}.

Soit a. la forme hermitienne continue et coercive sur V. ;
P

a^(u,v) » j { ^ X^^ u . X^ 4- c^u ̂ } dx .

"t

II résulte de C2-^3) q '̂il existe une constante C telle que

pour tout t ç T et tout u ç V. on ait :

(2.14) IMJ2 ^a (u,u) 4. GiJufg .
't t L'CO^)

On note (A.,D(A.)) l'opérateur défini par le problème varia-
^

tionnel CV.,L (ft.) , a,.) : c'est l'extension de Friedrichs de
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Cc^ . X^)).

On considère alors pour t ç Tg c T des opérateurs bornés
5

E, , positifs autoadjoints dans L (0..). Nous supposons que :

(2.15) V k ç H , V u € L2^) : (̂  E^u ç L2^)

(2.16) V k ç H : sup „ «up jtë E. ufj - < + « .
^ 6 TO ll"lî g, ^ 1 L C^)

Nous supposons de plus que pour tout t ç Tg et tout u ç

u e L2Co^ :

(2.17) V k ç H , V q? ç ^(œ) cp G^ E^u ç V^ •

Renier crue : le paragraphe précédent correspond au cas où

(D s R, pour tout t ; alors (2. Il) implique (2.17). Mais notre

conclusion est ici plus faible et de nature différente :

Proposition 2.8. sous les Hypothèses précédentes le noyau

e. de E. est C00 sur (œ H 0.) x [œ n fi..) • La fonction

e.(x,x) est positive sur œn Pr. st pour tout cp ç -^(œ) on a :

(2.18) sup f (^(x) |2 e^(x,x) dx < ^ » .sup
ro Jœnn^fc € T O Jœnn.

Le fait que e. soit G" sur [a) n Pi.) x Cœ H 0.) résulte

immédiatement de la proposition 2.7 appliquée à un seul opérateur

sur 11 ouvert eu n Pi. s d'autre part E. étant positif autoadjoint

par hypothèse, on a e..(x,x) ^ o< Pour démontrer 1 T estinîatiûn

(2.18) on utilise le fait que l'intégrale de (2.18) est la trace

de l'opérateur cp E.® et on estime cette trace à ^aide de majora-
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tion de n-ièmes diamètres, ([jj) .

Nous notons W^ l'espace des u ç L2^) tels que GJJ ç L^O.)

et tels que pour tout (p ç ^(co) (p u ç V. •

Prouvons d'abord le

Lemme 2.9. soit œ< c c (D » il exista £ > o et pour tout

couplé (y, î)e •5C<a.)x" '̂<D,) tel que <p 7= <? , une constante C,

'telle que ;' pour tout t ç T l'application u -» ̂ j prolonge-

ment de (pu par o sur B^O, est continue de W dans H£(En}

et :

V " € W IJ^IJ^C^G^ull2 +î jYuj j22 ^ } .
i-Cn^) L'(n )̂ J

Démonstration : appliquant le Lemme 2.3 aux fonctions de

Xœ^ fi P^) » on obtient qu'il existe £ > o et C tels que ; si

(p u ç V^ alors $Ï ç H^CE") et

(2.19) jrtL^cJkull .
v!

Donnons nous u ç W^ î remarquons c^abord que pour tout Ç ç-&(co5

et tout i » 1,...,p ÇX^u» X^Çu- X.Cc).u est dans L2^.).

Pour vç^(n.) on a :w Pp .
(2.20) a ((ou,v)-a (u,(pv)= ^ f X. .(<p)[u.X. ,î7-X, .u.7]dxw *• 1 = 1 1 — i»1' • L » W 1 »-

^"t
l'intégrale définissant a.(u , <pv) ayant un sens d'après la remar-

que précédente; mais pour v ç.5(n.J , œv ç .5(0, ) et :

(2.21) ^"'^^^^(O^x.^) 'y ^ G f " * 7 ^ -
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On reporte (2.2l)dans [2.20), puis par densité on peut pren-

dre vçV^ et choisissant v =<pu on obtient que :

f [ ^[2.22) ajq,u,çpu)= Re çC^u .cpu dx + [^^^]f]^f^

t t ~ • '
D'après (2.9) les X. . sont bornés sur 0)4 et le lenroe résul-i,t •]

te alors des estimations (2.19),[2.14) et [2.22)

Remarque : on déduit aussi de (2.22) et [2.14) que

K^M^-"""^}
ce qui prouve que W est un sous espace fermé de

-juç L (n^) / (7^u $ L (n^)[- • W est donc un espace de Hilbert si

on le munit de la norme :

IMI '{M2^ +jî"i^22 ?.^ L^ L ̂
Par récurrence sur tï 1.on définit les espaces

W^ » {uç W^-1 / ^u ç W^-1}

munis des normes :

«"̂  - {'f̂ ll̂ i - if-ll̂ -i }4
t 5 t t

On convient que W° » L (n.) . On a aussi

(2.23) W^ » {uç L^n^) / V k = 1 , . . . , A : G^u ç L^CÎ^) et

V k » o,...,A - 1 CL^u ç W^ .

On note rf la boule unité de 'W2 et pour <p ç ^(œ)
A r^

rijC^ 2^ » L (^)) (j =o,1,.. . ) le j-ième diareètre de l'ensemble

tp ̂  dans L2^) [[11]) .

Nous avons alors :
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Lemme 2. 10. soit oa. c c oo et soit £ > o donné par le lenvne

2.9. Pour (pç-5((o) et pour -^s 1 il existe une constante

C a C[j6 , (p) telle que ;

V t € T , V j » o , 1 . . . ; d^C<p4» ^"fc)) ^Cd+jF^/n

/
Démo nstration : donnons-nous ®o » - • • » (p^ ç -^((o) telles que pour

1 s 1, . . . y j( ; %«.4 * Ç-s as Ç.? ..4 *

Soit B une boule contenant ®. . H existe une constante C^

telle que si 2' désigne la boule unité de H^B) on a ([2]) :

Vj ̂  o d^Cr ̂ (B))^ C^l +jr ̂ n

De plus pour tout ^ > o , il existe un sous espace $ de
? ^/?& P

codimension finie et majorée par CG^) , dans H CB) , tel que

[2.24) V u ç $ : ^ufg <IMÎ2 ,
vt L^[B) H'CS)

pi > o et $ étant fixés soit Y. le sous espace des
k "̂3^uç W^ tels que cp.CÇui ç $ pour tous les indices i et k tels

que o ^ k ^ i ^ j î - 1 . [y est bien défini grâce à (2.23) et aut
Lemme 2.9).

On déduit du Lemme C2.9) et de (2^24) qu'il existe C [dépen-

dant de cpo » - • • » < & » mais indépendant de |JL telle que tout tç T y

tout uçW^ ;

^ ̂ (n.) £ c ̂  ̂ uf^ ) + IITi+1 as ""^((v^ •
Par récurrence sur i on en tire que pour k< ;î-i on a ;-Vî ii2 ^n^uii.

i-2!^) ^
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et pour i = ^ on obtient que :

(2.25) ^MiY ^N2

L-(^) W^

Sn-Lt fi —-rr 1 IF» n-m-î pan-h 01 m oy-hh^rri-i^sa'î <-(-ar^» ll/̂

v "t
Soit [l -TT..) le projecteur orthogonal dans W^ sur ^ .

- t ' t"-^ ,"/;^ est de rang fini <. ^L î̂l? . (c^)"^^, et on déduit de (2.25)

que pour tout t ç T et tout u ç W^ :
t

(a^s) /Iku-wr,"2 ^ t/ljd-n)uf ac^llull
" L^nJ II '̂  "^

2&
L'entier j étant donné on choisit y, = C^2.[ 2^ J /" de

jL\,JL 4'i J

sorts que ©0^ est de rang ̂  j , on tire alors de (2.26) que

^(^.i-^laG^.^.G^) n

On achève la démonstration en remarquant que 2^ c îî et

que par suite :

doCcpo^i^C^J) ^ 1 .

Démonstration de la Proposition 2.8 : soit cp ç JB{^] , soit

ohj c c œ tel que ^ Z) supp (R ; soit alors £ > o donné par le

Lemme 2<9 .

Il résulte des hypothèses [2.16) et (2.1?) que pour tout

l ï 1 il existe C telle que :

V t ç T o E^^cC.I^

On déduit du Lemme 2.10 qu l̂ existe C1 telle que :

(2.27) V IÇT, , V j = o , 1 . . . : d^E^^L2^)) ^ C'(l+j)-^/n.

Choisissant t > n/£ on en déduit que l'opérateur çpE œ ,

positif autoadjoint est dans la classe C. de ([jj) et sa trace
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est : 
0̂9

trfcpE^cp) » / |<pCx)[2 e (x,x)dx » ̂  d [çE cp S? , L2^,)) .
./œnn J J ' z

et on conclut en utilisant la majoration (2.27) .

3- HOMOGENEITE

3.1. Notations

. Le but de ce paragraphe est de définir pour les champs X de

Vintroduction une "partie principale homogène". Mais auparavant

nous précisons quelques notations empruntées à CF3] » f6] » [l4])»

Dans toute la suite de ce paragraphe la suite

o as YO < ̂  <-••< v » n est fixée» on définit la fonction poids

[ ] de {1,.<.,n} dans {1,..«,r} en posant y] » k pour

\^< J^ \ • Pour t> o on définit h.ç G LfB") en posant

t^fe,) -s t113-1. e. ((e^...,e ) étant la base canonique de Tl").

On dira qu'une fonction f est homogène de degré p si pour

tout t > o f o h^ a t^f ; de même un opérateur différentiel

T [à coefficients C°^ sera dit homogène de degré p si pour tout

t > o *h. T a t^T (h. T est ^ opérateur image de T par h. défini
-» u» L

pour i^ç^E") par (h^ TÎCu) a (T(u o h^) } o h^) .

Par exemple la fonction Ç -» Ç0' est homogène de degré

M as S of. [j] , et l'opérateur ^ •—— est homogène de degré
J - 1 J ^çj

CJ]-M •

Suivant [[6]), nous définissons l1ordre d'un opérateur en o
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de la manière suivante ; on munit d' abord B de la "norme homogè-
V 2/m ,

ne" 1 çj a { ̂  ( ç î 5^ qui est une fonction C® sur 3^ \ o ,

homogène de degré 1, ne s'annulant qu'en o«

Pour un voisinage U de o , on définit C^Ll) l'espace desm

fonctions "nulles à tordre m" en o (m ç Z ) en posant :

C^U) = [uçC^U)/ juCç)! ^ O C l ç j 1 " quand ç ^ 0} .

On dit alors qu'un opérateur T de C^Ll] dans C°°[u) est d^rdre

< p en o (p ç Z) si

Vm TC^U)C:C;^(U) .

Avec ces définitions un opérateur T s / ^ a ^a est
H^k ^ j

d'ordre ^ p en o si et seulement si pour tout a QL ç G" - CD) ,
a Lof] ~P

ce qui équivaut à dire que pour tout a st tout & tel que

tP] < M-P o" a î (^^ ̂ î0) SB 0 -

A un tel opérateur d'ordre.<1 p en o , on associe sa partie

homogène de degré p , T , définie par ;

f3.i) -?» E ]L (a^JûîçVBi • s?
H<k [P]= M-p Ç^ s p S

H est clair que T - T est d'ordre < p - 1 en o • Notons

aussi que pour tout borné (î de <5(B ) :

(3.2} ^.^T-T^

la convergence ayant lieu dans <5(B ) Q^ étant uniforme en f ç (?.

(Noter qy'il existe un-compact K tel que supp f c K pour tout f ,

de B et que h. T est défini sur K pour t assez grand).
u»
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Notons enfin que si T et S sont des opérateurs d'ordre ^ p

et d^rdre :< q en o , T.S et [T , S] sont d^rdre îS p + q en o 9 et

pour ce qui concerne les parties homogènes T.S = T/S^ et

r^s]= i5\1ri.

3.2. Le Théorème 3»1

Nous reprenons les notations du paragraphe 1 : M est une

variété réelle , C de dimension n i X . , « « < , X sont des champs de

vecteurs réels , C00 sur M • Nous notons V.(x î X . ,« . . ,X ) le sous

espace de T M engendré par les vecteurs X.[x) pour lit < k •

(Notations de [2.l))« u) étant un ouvert inclus dans 0 nous

supposons que :

(3.3} V x ç (a , V k = 1,...,r ; dira V . C x î X,,...,X ) » M .

Nous avons alors le résultat fondamental suivant :

Théorème 3.1. ; soit XgÇ yf il existe deux voisinages

co^c c (KO <r c œ de Xg , un voisinage Ug de o dans E" , et une

application 9 C" de ® x oc,, dans B" tels que :

i) pour tout x ç œ, l'application 9 ;y-»9(x,y) est un C"
• yN

difféomorphisme de ^ sur 9 Cœo) » tel que 9 (x) » o etx x

ejœo) ^ Uo .

ii) pour tout x ç^ les champs X. images de X. par 9
' ^-»x i x

(i s 1,...,p) sont d1 ordre < 1 en o .

iii) si l'on désigne par X. la partie homogène de degré 1 dei,x
x! x ' 18S cha^^PS \ ^ engendrent une algèbre de Lie niipo tente
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ds dimension n et ;

V e ÇB" , V k » 1,.. . ,r dimV.[?;'X, . .•••/? 3 = u .
" • »•" P»x x

iv) Les chanps X, et X, ^ dépendent différentiablement de
X y X J» y X

xÇo^ .

Ce théorème s'inspire de C[6])» bie^ que pour des raisons

techniques le schéma de la démonstration soit différent. L'origi-

ginalité par rapport à [[6] , f1J^) est que sous l» hypothèse

(3.3) on "approche" l'algèbre de Lie engendrée par les X., par

une algèbre de Lie niipotente de même dimension que M ,

3.3. Démonstration du Théorème 3 ^ 1 *

Soit X o Ç œ î nous choisissons des champs Y.,.«.,Y de la

forme

^ ^ - llfH] .̂ ,1 x! .̂I6 c™

de sorte que les (Y^CxJ,... ,Y Cî<o)) dorment une base de
^

^C^o» X^,.. . ,X_), pour tout k » 1,...,r. Il résulte de l'hypo-

thèse (3.3) que pour x voisin de x^ les (Y.[x),...,Y (x))
t^

Ibnnent encore une base de V . fx î X.,... ,X ) et par suite au v/oisi-
ÏS ( p

nage de Xg on a ;

^ XI" u^n1'̂  ^^
Regroupant C3-4) st [3-5)» on obtient que pour toute suite

J = (j^f- »J^ ) ç [I» • • • ,n} on a, en notant fJ] « [ j ^ l + . x + f j ]

etY^(adY^...adY^)(Y^ :

(3.6) Y. « 2^ Y-3, Y, (v^ C") .[ji^rji J j u
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n
Pour çç Tl on considère le champ Y a / ̂  ç..Y. •

5 j,1 J J
Notons $(t y x , ç) le groupe local a un paramètre associé à Y ;

(3..) \ ^-^w

( $[o î X » S) a8 X •

$ est défini et 0e0 sur un voisinage de (o , Xg , o) dans

Tl x M x B" et vérifie

(3.8) V T JTJ ^ 1 : $(Tt î x , ç) » $(t , x . T ç)

II en résulte que $ est définie sur un ouvert du type :

]-2 ,2 fxœoXUo où (DO 8^ Uo sont des voisinages de Xg et o res-

pectivement » on pose alors ^x, ç} s $(l î x , ç) et m est ^appli-^^

cation : ? ̂  coCx , ?) • On a : n

d<pjo).n» jÇyjM

Quitte à restreindre ©0 8^ Ug on peut donc supposer que Iss

co (x ç <uo) sont des 0°° difféomorphismes sur leur image î onf^
supposera aussi que U^ est symétrique et que pour un voisinage

o^ c c ooo de xo on a <p(œ^ xUo) c œo •

Prouvons d'abord le

Lemme 3*2. : soit fçC^œo) î la fonction î

h(XI !r) SB ( TT^ 0 ^ ( y y ?5)o c p j L V , .,
J 1ŷ = coCx , - ?)

est C" sur 05, x UQ et sa série de Taylor en Ç=o est :

h(x ,ç) . E (^T^-^ CY , ) f )M .
kso s [ k+1J ! J /kio v ( k+1) ! ' J '
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Yç
Démonstration : si l*on note s -fa f om on a :

h(x . ç) »(e''̂  . —— e^ f) (x) .
^

Pour (x , ç)ç oo^ xUg on a <p(x , -ç)çœo et il est alors clair

que h est G*" sur co, x Ug .

Il résulte de (3.7) et (3.8) que la série de Taylor en Ç=o

de f o q> est

(3.9) ( to<p) (x .ç )^ ̂  CTCY^ f îÇx )

et la série de Taylor en Ç = o de g(x , ç) a — (f o œ) (x , ?)ÔSj
est alors :

'^"kÇok-Wj^M
où pour deux chanps X et Y on note :

oC^Y) » ^.[?<§Y+ X k - 1 YX+ ... + YX k ) .

Ré-eppliquant (3.9) an obtient la série de Taylor de

h(x ' d 'htx. d. ,S fè^.^riM1 ' s<'<w kso ^p»o (k-p)l p i y ̂

Le Isnime résulte alors de l'identité suivante [cf. [63) :

pour deux champs X et Y on a :

S C-X)^ g(X?Y) (-^d X^
P'0 (k-p) 1 ' p t ' (k+l)l

On utilise alors (3.6) pour développer le ternie

(ad Y^ (Yj ) :V——— -ç. Vj. .

(3.10) (ad Y J^Yj « E LJ ^ Y(„ . . Y,
S •3' lJJ,k M^M+CJ] ' •J^ ^
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ou J « (j.,...,J.)ç [1 , ..., n}1^, ^» ç , . . . ,?< et où JUj est
1 k

la suite (j^...,j^,j)€ (^....n}1^1 .

On déduit de (3.10) le

Lemme 3.3. : soit f ç C^fœo) et sait h comme au Lemme 3.2.

Alors

hCx , ç) » (Y f)Cx) + 2^ ^T^-- ^ÎU iM.CY,f)Cx)+
'3 1<[J]<r-1 (î^j+IJl JUJ •t

in^M+m
. + 0 ( 1 ^ 5 .

Nous avons alors la

Proposition 3*4« : avec les notations précédentes, pour

x ç<oa » les champs (qT )^ Y. sont d'ordre ̂  [j] en o •

Démonstration : soit T. l'image de r—par q> • Pour f ç C^ooo),
- J 9 ̂  Ô Çj X

on a, en notant h la fonction introduite au Lemme 3.2.

^.Af^) - -^'^(ri • ̂ xCri • s) •
Soit g € -S(U.) î alors f - g » m\ Xœ») et

J^

(Tj,^(î)l . ________g ( ) .

ÔÇ4

-1Notant Z. l'image de Y. par <p on a aussi :

(y)(^(S))-'(Z^,g)(ti.

On déduit alors du Lemme 3<3 que :
nn

( g^gICri - (z^gK?) ̂ , ̂ ,,(x,s)(z^,g) (5) +o(|çr:l,,gl(ç3+^,^(x,s)(z^g)(s)+o(|çr)

avec : \"^avec :

(3.11) z^(x. s). ̂ Ç^^ ̂ .̂  ^^^(ri).
J / 0
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Notons A la matrice ((2 )) î soit B , (^ ))
ûfM j , . î=1 , ...,n ^A"

la matrice : B » ^A+A^.. ̂ (-l)1'"1 A2'"1. Puisque A = 0 ( j ç ( ) on a

Cld+B)[ld+A) » Id+OCîç)2') et on tire de (a.ll) :
n

(3.12) (Z^W - ̂ (d . ,S ̂  ç) ^.(ç) ^o(,ç,r).
J *jt

Ecrivant que : n

^x'^.Çl^./x.S)^

on tire de (3.12) que ?^ » z^ ^ + OClç}1 ' ) .

Enfin z, est somme de termes de la forma :
J » A

2^ , î! i •••z , avec q ̂  r-2 .J,^. ^.^ Aq^

Tenant compte de [3.Il) on en déduit que

^.^ * • î e ̂ -j _ ni^oî et ^glement que

>s^

^tjî^ * * ^e cr»^ r^^00^ * °8 qui achève lel démonstration de laL*J •• UJ
proposition.

Fin de la démonstration du Théorème 3.1.

On définit 9 par : e(x,y) , Q^y] » (p^Cy). 9 est défini

d'un voisinage de (xg , Xg) sur U, . l'application

Cx»y) -* (x, 9(x,y}) est l'application réciproque de

(x, Ç) .-> (x , (pCx , ç}) et 9 est C* î de plus 9[x , x) » o .

Pour satisfaire le i) du théorème il.suffit d'ajuster

les voisinages a^ , ̂  et.U, . en les restreignant si nécessaire,*

nous supposons dorénavant que ceci est fait.
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Soit X- a CS^LX- î X- est aussi défini par la formule
^•fX X ^ JL •L»^ •

(2.1) à partir des X. _ , et est d'ordre ^ jll en o .i,x i i
Prenant les parties horogènes après avoir appliqué (9 ) àx ^
(3.4) (3.5) et (3.6) on obtient :

y<^ V ̂  .^

( 2, ^ / . a. «fx) . X»J,x p,̂  j,I^ ^x

c ) ^ y H n ^
^xs U]̂ !! ^^^ ^^

(3.14) fê. î, 1 . ^ J ^) .1- .
LJ^ .X jg.xj [j3.[j^+^3TCj1,j^ ^x

H est sous-entendu, dans (3.14) que si [j-^+Up] > r ,

la sonrne du terme de droita, portant sur un ensemble d'indices

j vide, est nulle. H resuite aussitôt de (3.14) que les Z,
j,x

engendrent une algèbre de Lie niipotente de dimension n dont

les ^J J )^ sont les constantes de structure. On tire de
^\.

(3.13) que les X, ( i=1,...,p) engendrent la même algèbre
""»

de Lie et que pour tout k- , V . (Ç î 'X , ,...,^ ) est l'espace
' *^ t y X ? y X

engendré par les'Î, (ç) pour [j]^k.J »x

H résulte de (3.12) que l'on a ;

^ ^.x - .f +. C^T- M-2?-̂  ^L^)-^ 4 •

pour certaines fonctions Ç0' .[x)ç C^w.) • Par conséquent
J»< 1

les Z. ^(ç) sont pour tout ç ç H" indépendants et par suite

pour tout ç ç if , ̂ V^Cç'î^,^,...,^^) = ̂  .

On achève la démonstration du théorème en remarquant que
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X. dépend differentiablement de x ç ̂  puisque Q est C00 des
Xy X I

deux variables (x,y), et qu'il en est de même de X, qui estl,x
un "développement limitée (cf.(3.l)) en Ç=o de X,

3.4. Etude des opérateurs horogènes ̂

Nous étudions maintenant les opérateurs associés aux X. îi,x
on renvoie à [p3]) pour uns étude plus complète de certains

aspects du problème,.

On rappelle que les champs X. ( ia1,«.«,p) sont homogènesl,x
de degré 1, dépend nt différentiablement de x «t vérifient :

(3.16) V Ç en", V k « 1,...,r : dim V^C? i^^,--^p^5 »Y

On déduit de (3.1) que, comme tous les champs homogènes de

degré ï; 1 , les X. sont formellement antiadjoints. On pose :
lfx p

(3-17) V x ç^ ^ — — S (X. J2

« -^ ^ssl -Î-»X

II est clair que les 0 sont homogènes d« d^gré 2 et

formellement autoadjoints positifs. Nous avons :

Proposition 3.5. i) Pour tout compact ^ c œ« » tout

compact K de L (B ) , tout compact f de e\Ç3»œCi Gt

tout £ > o , il exi-ator un-boiné Q d©- J(B - ') - tel que ï -

•V(x,f,p)€ ^xKxr , 3 u €8 •• ilCo^- p}a - f^ ^ £

ii) Pour tout xç œ< , ̂ (S } sst dense dans

D(\) ai [ueL^Tl") / ̂ uç L2^") 1 , et l̂ pérateur .

(^ »D(A )) est positif autoadjoint dans L^B") •
^s ^\
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Remarque : le il) est prouvé en C[3])î nous le déduirons

aisément de i).

Démonstration ; soit V l'espace de Hilbert :

V^» [uçL2^] /V i»1, . . . ,p : ^uÇL^lf))

et soit a la tonne hermitienne continue et coercive sur V ;

\^ - ̂  /^n ̂ i.x î.x^ d 5 •

On définit donc par la méthode variationnelle un opéra-

teur 'Â\D(A ) positif autoadjoint dans L^B") (il n'est pasx x ^^
clair que le D(À ) ainsi défini coïncide avec celui défini en

ii) î nous le prouverons par la suite)»

Fixons nous Sh»K,r et 8 î il existe un borné R. de (̂H )

tel que :

(3-18) V fç K , 3g ç R^,: Ijf -g|Jo < S/2 .

- ^ -1
Pour ^çr st x € ̂  9 l'opérateur (A -p.)"" est définiy et

borné de L (H ) dans V , de norme majorée indépendemment de

p, ç T et x ç ̂  :

(3.19) l lC^-^g.H ^ GolIgII^ v °
^ 1 A 4"

avec Co = sup sup (-——,3) < + œ •
HOT tç[o,œ[ (t-^(

Soit Ç ç XTI") » Ç valant 1 au voisinage de o ; pour
/\ 1

r»s > o et pour u s [A - y.) , on a, compte tenu de 1 ' homogénéité

des X, et de A ; p.i,x x _

(^-pO(S^.u) « (Coh^)g - 2 s ^C^Ç). ^.^^^u+

+s2c^Ce)•h^ ) u .
On déduit alors de (3.19), que C éta^t une constante indç-
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pendante de \i ÇT > x ç œ? et g ç L [H ) on a :

JJ(^koh^A^rg - (Coh^gil^CCs+s^IlgIi, .

O1' (G o h )g -^ g dans L (31 ) lorsque s -^ o , uniformément pours
gç B. î on en déduit qu'il existe s g assez petit, pour que :

(3.20) V g ç B ^ , V ^ ç^ : IJ(S^)(Ç o h^ )(^-^) ̂ g -gH <£/2 .

De plus (3.16) et la différentiabilité en x des champs

X. nous permettent d'appliquer le théorème 2.1 sur tout compact
lyX

de jfî on en déduit que R a |j [j (A^-n)""1 8. est borné
^ ner xço^ x '

dans C^B2) • Par suite (C o h ) B^ est un borné ds -̂ E") et le i)
^ ~

da la proposition résulte des estimations (3.18) et (3<20).

H résulte de i) que pour tout xÇoL. » -5(31°) est dense
./\.

dans D(A J; par suite A est la plus petite extension ferméej^ ^\

de [G , ^(îî")^ et par passage à l'adjoint A est aussi l'ex-\ j^ / . j^

tension maîciniale , i.e. : DCA ) '= [uçi^CB")/ G uÇL2(Bn)}.
J^ . ^x

leii) de la proposition est alors clair.

Nous voulons donner maintenant quelques propriétés

spectrales des opérateurs G » nous utiliserons le Théorème
yS

suivant (.cf Kato [8]) :

soient (A , D(A )) et (A.D(A)) des opérateurs auto-n n n ç JEU

adjoints positifs dans un espace de Hilbert H ; on note E (x)

et E(x) les résolutions de l'identité associées à ces opéra-

teurs. On suppose QUQ A converge vers A au sens suivant :
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U existe un sous espace £ dense dans D [ A ) , tel que pour tout
u de -& , u est dans D[A ) pour n assez grand etn'

^njA^u-AuJI^o .

Théorème 3.6. : i) pour tout ti€C\[o,<B^ et pour tout fçH:

^lîCA^-^-^-CA-H)-1^ » o .

ii} pour tout \ non valeur propre de A, et

pour tout fçH :

lin» 1[E (x)f - EOOfL » o .
n ̂  œ n n

/^ /\
Nous notons A^ la réalisation de G de domaine DÇA 1 et

X X ' X '

E (\) la résolution de l'identité associée à A •^% ^\

Lemme 3.7. î soit fç L2^) :

i) ^application (x , (i) -» [A -(1)^ f est continue de

(D x C \ [o , cn[ dans L^E")

/\
ii) Implication (x , \)^ E (\)f est continue de œ^x ]o,œ[x t

dans L (E ) et A n'a pas de valeurs propres.

Démonstration ; soit H (t>o) l'isométrie dans L^B") définie

par :

(3.21) (H^f) (ç) - t^Cfoh^ (S)
r

où v » , _ < ^(^•"^ iî es^ ^a dimension homogène de E (C23Î •

H résulte de l'homogénéité de ̂  que N..(00^)) = D(^)
X w\ X / X

et que :
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H-1^ H,»t2^t x t x

Par suite on a :

(3.22) H;1 ^(X) H^ , ̂ (t-^]

On en déduit que :

Il̂ x0^ - ̂ "^M?= l̂ ^ • f ) - ^x^Y ' "i^î et

I((Ç(x) -^Ct-^))f{1^2||f^ [Î f - fi(, .

Lorsque t ̂  1 liH.f-fll^ o et on a pour \o>o :
u

C3.23) lin, { sup l l E ( x ) f - ^ ( X o 5 ^ 1 1 o } » ° -
^H> ^o xçoo, x x

On en déduit que 'tout \y > a n'est pas valeur proprs de A .

H résulte directement de l*équation résolvante :

c^-^r1 - (^-^r1 » Cn - Ho)^-^1^-^)-1

et de (3.19) que pour tout p^ç C \fo, coT on a ;

C3.24) lim { sup ( Î C A - ^ - ' f - ÇA -Hj-'ffiJ ' ° •
H^H» 'xç^ x x '

Fixons x,ç (c^ » on a vu que -5(B ) est dense dans D[A ) et

il est clair, diaprés la différentiabilifcé en x des champs

'X, , que pour tout œÇ.^R^c D^) :
JL y X ' X

lim |JA m - A cplJo s3 o •
x*^x. x x^

On déduit alors du Théorème 3< 6. que ;

[3.25} lin, 1|(A;-^)-1 f - (̂  - ^5-^(1, » o
x^^^ 1

(3.26) lira|j^CXo3--É., O l̂lo = °
x*^x, " "^

(3.24) et (3.25) donnent le i) ; (3.23) et (3.26) donnent le ii).
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Pour être tout à fait complet il ne nous reste qu'à vérifier

que o n^st pas valeur propre de A ; supposons que UÇL CB") véri-
y^

fie ̂ u a o . On déduit de la densité de -^E") dans D(A ) , ou du
X X

fait que ̂  est aussi l'opérateur variationnel défini plus haut,^%

que :

o » ÇGu , u] « a fu , u) .^ A, ^

Par suite X. u ss o et pour tout 1 , X- u s o ; il résulte
X y X — 9 X

alors de (3.1ô) que u est une constante et donc u est nulle.

Proposition 3.8 > : le noyau ê (x) de E 00 est G" sur 31" x B",y% ^\

et lv application (x » X)"^ ê Cx) sst continue de œ^x]o , œ[ dans

C^Ï^x H ) • De plus pour. tout xç^ 9 la fonction

X ^ ê [ ^ î o , o ] est strictement positive et homogène dex r
degré v/2 où v = ̂  k (v. -vi J .

k«1 K "'"'

Remarque : pour tout xç®. on peut munir H d^ne structure

de groupe de Lie niipotent telle que l1algèbre de Lie engendrée

par les X. soit précisément I 1 algèbre de Lie des chanps de
^•^

vecteurs invariants à gauche. On en déduit que ê (\) est un noyauj^

de convolution sur ce groupe et en particulier on a ;

(3.27) V ^ ç B" ; êjx î ç , Ç) - êjx î o , o)

Démonstration ; soit ^3 un compact inclus dans (L\» st soit [a ,b1

un compact de "]o , «[ ; nous appliquons la proposition (2.7) en

prenant comme espace de paramètre T == ^ x [a , b1 , comme champs

de vecteurs X. . = X, si t = (x,x)» consne ouvert 03 7^ et
1,'C 1 ,X
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comme opérateurs E.. = E (\). Les hypothèses [2.9} et [2.10) sontw x

satisfaites grâce à (3. 16) î E (\) étant de norme majorée par
^N

(14^ en tant ^opérateur de L2^") dans DÇA^) l^hypothèse
^\

[2.1l) est aussi satisfaite. On en déduit que les noyaux ê (\)

sont pour xÇo^ et xç [a » b] dans un borné B de G^E" x IR") •

Or il résulte du Lemme 2.6 et du Lemme 3.7 que l'application

(x , \) ^ B Cx) est continue de ^ x^o , œ[ dans ̂  [B" x B") î par^^ ' i
suite elle est continue de ^ x [a , b] dans C Î̂  x B ) puisque

sur le borné 8 les topologies G® et JB9 coïncident.

On déduit de (3.22) que l'on a, pour tout t > o :

â^Ct2^ î ç, T() - t^ êjx î h^ç , h )̂ .

En particulier on a

(3.28) V^ î ° » °) ÏB tv V^ t ° ' °^ •

H nous faut encore vérifier que ê (^ î o , o) >o ; cela ré-

sulterait directement de (3.27) mais on peut le voir de la ma-

nière suivante :

E (x) étant un projecteur, orthogonal, on a :

f 2(3.23) ê f x . 0 , 0 ) » |ê (X î o , ç) î dç ^ o .
y\ j. -n* » - ^JJn

Supposons que ê (\o î o , o) a o , par (3.28) ê (\ î o , o) =s ox '»
pour tout X > o , et par (3.29) on a (sCxît^o) « o pour tout

fç L2^") 5 or pour fç DÇA^ E (x) ^ t dans DÇA^) lorsquex x x

X ^ + œ, et par suite E (\) f ^ f dans C^îf1) lorsque X ^ + œ siy^

fç Xlî") • On en déduit donc que f(o) » lira f^(x)f)(o) » o pour
^ » v x /
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tout fç -^(l̂ ) ce qui est évidemment faux, et cette contradiction

achève la démonstration de la proposition 3.8 •

4. DBCNSTBATTON DES THEDRBES 1 , 1 > ET 1.3.

4« 1« Localisation

Nous reprenons les notations du paragraphe 1 : M est une

variété Gœ munie d'une densité positive dy ( ) ; œ et 0

ouverts de M ; les champs X - , . . . ,X vérifient (l.2<} et (l«3.)«

[A j D(A)) est une réalisation minorée autoadjointe dans L [d)

de l'opérateur [ 1 . 1 - 5 G î sans nuire à la généralité y nous suppo-

sons que A est positifs

un note E(x) là résolution de l'identité associée à A î il résulta

de la sous-ellipticité de G (voir Théorème 2.1.) que les fonctions

de 0[fi09) = .H D(A ) sont C00 sur œ H û î par suite le noyau
K ^ 0

de E(\) est C" sur [œ n n) x Çœ n 0) [voir proposition 2<7.)»

On note e( \ i x , y) ce noyau.

Le point x^Çcû n 0 est fixé: on note œ^ » œo » Ug et e les

voisinages et l'application construits au théorème 3.1. i on

supposera que Ug est une boule de centre o«

Pour tout XÇ(D. la densité dy peut s'écrire dans la carte
?

locale 9 sous la forme : ô (x , ç)dç, , la fonction $ étant)\

strictement positive et G" sur un voisinage de (xg^o) qui

contient œ< xLlg ; on note ô l'application ̂  ôCx , ç) •
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Pour xÇoî^ on définit les opérateurs © de L2^") dans

t- (œo) et ^ ds L^M) dans L2 ,̂,) par :

/ V uç L2^) V yç œo : C©"Ky) » (u/ ) o 9 (y)
(4.1) \ '^ x

VveL^M} v ?çu, : C^C^Cv.e^^Cç)

On a les relations :

^ ^"^c.)-"^,^)^"^

'^("^"^(e^uJ^^C»)

De plus $^ et @^ sont adjoin-bs l'un de l'autre au sens

suivant î pour tout u de L Îî") à support dans Uo et pour tout
5

vç L (M), on a :

C4-3) / C®u) .v dy « / u.($ v) dÇ
^œo ^Uo x '

On reniarque encore que e opère de .5(11,,) dans -9(c0o) ^

se prolonge de ^(B") dans ^[(Co) et que i opère de C^M}
^\

dans C^U,,) et se prolonge de JS* (M) dans •5'CUo) •

Conforniénient au théorème 3.1 on note X. a fe 1 Xi,x '•x'* i
l'image de X^ par 9^ î pour uç C^M) on a donc :

^ ° C - ̂ .x^ » €1)
(xîul.^.^x^t^u.e;1).

Utilisant en outre le fait que ;
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X^ ^(u.v) - (>^u).v-".(\^v)

on obtient qua :

(4.4) VUÇG^M) y" • ̂ x"

où 0 est l'opéraĵ ur

(4.5) (̂  » § ̂ x • ^.x + °x

avec c1. {£(4.6) c^. c , e;̂  { é-j (Xî^ X^^(6^)}/,x ^.x^'-x-'/ç

Notons que (x,ç) -> c (ç) est G0' sur œ, x U, x
_ «<• ^ i-^-t—j. -..-.Utilisant (4.3.) pour vç X®o) o" obtient aussi que

(4.7) V u€ .5(11 J G fî u « 9^u .

Nous transformons les G^ par h^ et nous définissons pour

t & 1 sur h^îuj ^s U, les opérateurs 0^ et X^^^ par ï

xiît•xuaït"1^x(uoht^Bh;1

^.x" « t̂ C" • ht)} ° h;1^.x" » ̂ x^ • ̂  B ̂

et -on a ; £^x "fri ^.t.x ^.t.x + ̂ x

avec

^.x-^- c x o ̂

Suivant le théorème 3.1 on introduit encore les chanps

^ * partie homogène de degré 1 de X et les opérateurs
i,x . * ' * • *

^ de (3.17) partie homogène de degré 2 de G^ . Il sera agréa-

ble de convenir que pour t«+- ^^x = ^iX t ct,x = ° 8

G. »î .t,x x
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Leffgne 4*1 • ît Wr, un compact de ao< » les opérateurs G
' t»x

et les champs \^^ , -pour C.t,x)ç [T , «^ x ^ vérifient

les hypothèses (2.9) et (2.10) sur l'ouvert U .

Démonstration : (9^)^ étant un homoinorphisroe d'algèbre de Lie

on a :

V x ç œ , , V ç çu» , V k - 1,...,r : d imV.Cç îX , ,...,X ) »
ls < y X P»X

on en déduit que pour tç [1 , • [ ïs ^

(4.9) VxÇa),,V?ç^ch (uJVk»1,...,r:diiriV.(çîX,, ,...,X , )
^ i,l;,X R'ÇX

a' ^
Le point iii] du théorèroe 3.1 affirma que (4.9) a encore

lieu pour t»+œ; l'hypothèse [2.10) est donc satisfaite.
n

Ecrivons le champ X. ^ sous la tonne 2^ a.Cx.ç) 5 .
* . •J-1 J ô^

Les fonctions a. sont C" sur <n xLL et puisque X, est d'ordre
" • î-»^

^ 1 en o , pour tout xÇg^ a^Cx, .)ç C^-^CUo) ' on peut donc

écrire : n V^

\..- jÇ MÀ-i^-^^^
1»< fonctions a^fx , ç) étant C" sur œ< x Ug .

On a : n v-^

"i.^x-S cÀi^'^-ri-^sl-
n ^—^ ^

et ^,x-S M-fc^-0^ •
Le lemme 4.1 résulte donc du leyrme suivant :
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oaLenme 4.2» : soit c une fonction C sur <n< x Ug î pour

tç [1,»[ on pose c^Çx, ç) - c[x , h ' ç ) et C (x, ç)=c(x,o).
•w . ̂  go

Alors ^application t -^ c. est continue de [^»œ] dans

C^œ x Uo) , et ^application [t,x) ^ c.(x, •) est conti-

nue de [1 , œjxoû,. dans C^Uo) •

Nous avons aussi :

Lenme 4.3. : sait ^ un compact de ^ î soit 8 un borné de

j&Cl̂ ) • Alors G. u converge dans Jî(B ) vers 0 u lorsquewy x x

t -4 + co uniformément par rapport à [x , u)ç ̂  x6 •

Démonstration : il existe un. compact K tel que supp u c K pour

tout u de fi î pour t îs t. s: 1 on a K c h.fuj et G. B C^CE") .
1 t W y X

On vérifie comme ci-dessus que les coefficients de G.̂ x

sont des fonctions continues de (t»x)ç [ f c^ f ^ î xœ. à valeurs

dans C^K) î par suite les coefficients de G. convergent
u,X

lorsque t -» +«» » dans C^K) , vers les coefficients de G ,

uniformément en xç a» y st 1s lemme en découle aussitôt.

0 0
Pour uç L (U^) [resp. L Cœ»)3 o" convient de noter Î7 le

prolongement de u par o sur Tl \Uo [resp M\ ooo3 î en particulier

on note Q et ? les opérateurs @ u = @ u et $ v s $ v .x x x x x x

De même on prolonge E(x) en un projecteur orthogonal dans
5 i^ f^

L (M) , E (\) , en définissant E[\)v comme étant le prolonge-

ment par o sur M\P de E(x5[vi ) .
•O

Pour tç [IfocÇ , xÇo) et \ > o on introduit ^opérateur
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(4.10) E^CX) = H;1 ^ECt2^ ̂  H^

où H. est l'isométrie de L^E") définie en (3.2l)

£4. Cx) es^ url opérateur borné dans L (B ) , de nonne ^ 1."c,x
Notant o » u<,n e.Ccoo n n) si n. - "i-Co) ,

X X ^( ?> W ^N

an déduit de la définition [4.10) que le noyau de E. (^) estr,x
C" sur (1 x n. et est donné pour [ç, T^)ç fl, x 0. par :

&^X T îyX UyX ^yX

(4.11) ^^(XîÇ,Tl) » t^ ô^h^^.ô^Ch^l.eCt^îe^^e^h;^

En particulier pour tout xç œ^no » oçp, et
( T^X

(4.12) V x ç c o ^ n 0 : eCt^ îx,x) » ^(ô^o))"2. e^ ^(x î 0,0)

On introduit encore les opérateurs F. (\), bornés dans'c»x
î?

L (Uo) et de normes S 1 définis par ;

(4.13) VUÇL^UJ : ̂ (X)u» (t^x00^

Le noyau de F^ ^(x) est G0'sur C"onn^^)x (1)^ 0^ ^)

et y est égal à e fx î ç , Tl) •
T;,X

?
Pour u et v dans L (Ug) on a ;

f ^^^^^ d? s / '^x ^t2x^ ^t^ "t̂  dE •
Ju, ' Jn"

Or H .7 est à support dans h"" v^c U^ î par [4.3) on a alors :

[(^x^")" "s- [(^W^Wldy
JUg JM

et il est alors clair que F. (^) est positif autoadjoint dans
tyX

L2^) .
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4.2 Etude à l1intérieur

Nous passons à la démonstration du Théorème 1 .1 : fixons

nous un compact o^ c œ. 00 ; il existe t- ^ 1 tel que pour

tout t ^ t- et tout x ç î , Cl contienne U ; le schéma de• ^> w x o

la démonstration est le suivant : utilisant la proposition 2.7 ,

on prouve le

Lemme 4.4. l'ensemble des fonctions e (X, ., ,) pour- — — — — ^x

t ^ t. , x ç ̂  et X ïS 1 est un borné 8 de C^U x U 1 .

Ensuite on déduit de la convergence G —~> G par une adap-u^x x

tation du théorème 3.6 le

Lemme 4.5, pour tout X et tout f 6 L C^") , on a :

lim { sup^ |lE (X)f - E fx5fH 3 _ ) » 0
t -+ œ x 6 (̂  tyx / . x L'CR"}

On en déduit alors, avec le lemme 2.6 , la convergence dans

.^fl'Çjf1 x R") du noyau e. (X^ de E. (X) vers ê Çx) , unifor-w«x • w»x x

mènent par rapport à x € œ? ; mais sur le borné 6 la topologie
CD «

de ^ (U x U J . et la topologie de C (U x U J coïncident ; par

^uits Q (X; ., .) converge vers ê (X ', ., .) dans C (U x U }
l3yX X 0 0

uniformément par rapport à x ç (û- .En particulier :

(4.14) lim { sup^ |e [X; 0, 0) - e f X , 0, 0)|) = 0
t - + <» x 6 œ^ t îx x

Rappelons (cf propnsi-t-ion 3.8) que la fonction

x -» e (X; 0, 0) est continue et strictement positive ; prenant^\

X ss 1 , regroupant [4.12) et (4,14) , nous voyons que nous avons
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démontré la :

Proposition 4.6. sous les hypothèses du théorème 1 . 1

pour tout x ç. o> O C Î , il existe un voisinage (IL de x
i o *

une fonction y continue et strictement positive sur œ

telle que pour tout compact K c œ, FI0 , on ait ;

lin. , { sup |X~^2 e(X; x, x) - Y(x)| 5 = 0
À, -» + œ X Ç K

II en résulte que la fonction

Y(x} s lim \"^2 e(X; x, x)
X -* + w

est définie sur œ fi 0 , et se prolonge (de manière unique !) en

fonction continue strictement positive sur œ fl "Q

II nous suffit donc de prouver lés lemmes 4.4 et 4.5 pour

achever la démonstration du théorème 1 . 1 .

Démonstration du Lemme 4.4.

Nous avons déjà vérifié que les opérateurs G satisfont
t,x

aux hypothèses [2.9} et (2.10) [Lemme 4.1) (ici t 6 [ l , « ] ,

avec la convention G^ » G^ . Nous allons prouver que les

opérateurs F^CX) , autoadjoints dans L2^) , vérifient

(2.11] , la proposition 2.7 donnant directement le lemme 4.4

Soit u ç L2^) ; posons v = % H, ÎT ; on a :x o

M 2. . ^ H 21 - (M) L2^}
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soit w s E(t X) (vi.J ; alors w 6 DÇA"^ et :

Vk 6 N (̂  w 6 l-̂ O) et HG^ w|| - ^ t21^ ||viJ| -
L'en) '"L'ÇQ)

Utilisant [4.4) on obtient que :

x (̂  $x xî G^ dans Q w w x
et :

Vk 6 N (3^ $ w 6 L2^ ) et

HGÏ î w|| ^ X^t^" x x " S

Par (4,8) on a aussi :•

L Î M a^
^ H-1 î , - t-^ H-1 C1' » wt,x t x t x x sur Q,t.x

Par suits, pour t ^ t- ,on a puisque 0, 3 U :
l "CyX 0

vk ê N ^.x ̂ .x^l " •6 ^^"=1 ett,X t,X

^,x ^^xt^ u

ce qui achève la vérification de l'hypothèse (2,11) ,

*k
,,2 '• V M , ,
L2^) L2^:)

Démonstration du Lemme 4,5

Nous reprenons la démonstration du théorème 3.6 (cf C 8 ] ).

Fixons nous f ê L2^) , X > 0 et e > 0 [e < l) . D'après

la proposition 3.7 il existe T| > 0 tel que pour tout x € œ^ ;

1^(X + Tl)f - E^(X) f|^ ^ e
(4.16)

||E^(X) ^ - ^ ( X - ^ f||^ ^ e
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• A

Pour alléger les notations nous posons E = = 1 - E [ X + T | )^\ j\

et E" = E (X - T|) . D'après la proposition 3.7 les ensembles
y\ ^s

K .̂ == { E"" f ; x ç cu« } , images d'un compact par une application

continue, sont des compacts de L (R") ,

On désigne par F [ resp, F ] le cercle dans le plan com-

plexe de centre 0 de rayon [X + T^p) [ resp X - iy2 ] » et POT

F' [ resp P ] lîarc de cercle des y, € F [ resp H € 1^ ] tels

1^ - X - Ty^j ^ e^ [ resp |p - X + ^2! ^ eTI 3 •

On déduit de la proposition 3,5 qu'il existe des bornés 6

et 8^ de ^[R") tels que

(4.17) V[x, M.) € ̂  x q . 3g € ̂  : |tCG^ - ^g - E; f^ ^ e2 TI

Notant la majoration :

V n € n l lCÀ-nF ' l l . 2-n ^ rnx L2CPn) - L^R") eT1

on a avec les notations de (4.17)

(4.18) l|g - C\ - H}"1 ^ f\^ ^ c

D'après le lemme 4.3 il existe t ^ t. tel que pour tout

t ^ t on ait :o

(4.19) sup^ sup HG u - G ull ^ e2 T1
x ç œ^ u € 6^ u ̂  t îx x w

D'autre part, on déduit de l'inclusion o)̂  c œ n Ci et de la

compacité de œ? qu'il existe un voisinage U. c u da 0 tel que

pour tout x 6 ̂  ^.(^ ^ ^5 ^ u^ • ^n psut supposer t assez



XI-46

grand pour que pour tout t s t on aito

Vu € 8, U 6 supp(u g h ) s supp H. u e u ,
» "" T» w i

Pour u ç 8 U (B et t 2: t on a donc H. u c ^LL ) et par
+ — 0 t v ^ r-

suite ©^ H^ u € ^(œ^ n 0) .Par (4.7) et (4.8) on a alors :

(4.20) (G - t2 n) 0, H^ u ^ t2 ©JG^ ^ - p.) u ê ̂  0 0)

Nous notons R((J,) a '(A - ^)"" la résolvante de A et

R((jk) I1 opérateur défini par : R(n)v est le prolongement par 0

sur M\0 de R(H](V|Q) .Pour u € 6 U 6 on a

© H u € (̂(IL H 0) CD(A} ; on-déduit alors de (4.20) que
X u l

©^ H^ u » t2 RCt2 4} ©^ H^[û^ - p) u

et

(4.21) ^< "t u ïï t2 R'(t2 ̂  • x̂ "t^t x - ̂  u

On a la majoration suivante :

^.22) llt2^2^!! ^ ^ (nçr^

On pose pour simplifier ;

\.W • §. "tt\ - ̂ - 1 - t 2 B(t2 Hl ̂  H, .

On déduit alors des estimations [4.17) à [4.22} que :

[4.23) Sup Sup Sup 1|S J^.E^ f\\ ^ 3e
t St^ x ç^ n ç q t»x x °

On définit encors les opérateurs :
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A^CU) » ?(t2 X) S^(H) E^

^Cn5 » Ci - ?(t2 x)) s^Cn) E;

Notons les majorations :

^ l̂ x - •l•l"1 <ll s 2/T)

a^p^ lITt2 Xlt2.̂ !2 n) || s z^

^ IKl-E^xDt^CtSill ^ 2/Tl

les normes étant celles d'opérateurs de L2

On en déduit la majoration :

(4.24) sup 11^ M II ^ 4,
H ê I± ^'x L2^) -I^CM) ^

«

On considère maintenant les intégrales —— | Ç M .̂du .
^—TT ^ -p L»X

On majore l'intégrale sur 1^ par (4.23) et 3'* intégrale sur
^\ r^ par (4,24) pour obtenir :

[4.25) Vx 6^ ,'

^o Ê [ ix^^ll.S,, ^ C 3 X - 8 ) c
± L (.""J

Or, on a :

^ j^ 4,x^^-^ » - ̂ 't2 x) ©^ H^O - ê^(x + n)) f

i r
2ÎÏÏ ^ ^x^^^ = 0 - E'(t2 X)) ©^ H^ E^(X - ̂  f
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Ajoutant ces égalités et tenant compte de [4,16) et [4,25)

on obtient finalement que :

(4.26) sup sup^ [lE'Ct2 X) 9 H. f - '§ H. E (X) f||
t ^ t^ x ç <^ ^ t x t x^ 11^

^ (SX + 18) e

Revenant à la définition de E^(X) [[4.10)) , en notant

P U""̂  ^ ?î LJ ^

t,x as ^t •x x t ' et utilisa^t ^ne fois de plus que $ et
-1 x

H^ sont de norme ^ 1 , on a :

(4.27) sup sup_ |)E JX)f - G ^.EjX)f|| ^ C6X + 18)e
t s t^ x € œ^ ^^ t»x x ^[R")

On aurj terminé la démonstration si l'on prouve que pour tout

u € L CK") e u -* u quand t -» + œ , uniformément en x ç ï •
• 2

en effet, par la proposition 3.7 l'ensemble des E Cx)f [x 6 î )

est un compact K de L^R") et alors la convergence G u - u
t,x

sera- uniforme -en [x, u) ç. ̂  x K et par suite, on aura :

lim ( sup^ HCG - 1 ) E fx}f|[ - _ } » 0
t - + » x € ai V1X x L (R")

ce qui, joint à [4.27) , donne bien la proposition.

Or, pour cp ç ^(R") , pour t assez grand, on a

H^ cp ç .&(U^ et ©^ H^ ç ç .̂ } ; mais alors on a

^ ®x "t c? = "t ^ € ^oî et Gt, x ^ = ^ • Comme de plus

'̂̂ [R") -L2^ ^ 1 ' i:L en résulte aue ^^ ^"^^s

fortement vers l'identité uniformément en x € ï
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4.3 Etude au voisinage du bord

Nous abordons maintenant la démonstration du théorème 1.3 :

nous supposons donc en plus des hypothèses précédentes que Q est

compact, que Tl c œ et que (A, DCA)) est l'extension de Fried

riens de (G, ^0) ) .On introduit l'espace V = D(A^ qui est

l'adhérence de (̂0) dans l'espace :

(u ÇL2^) | Vi» 1, ..., p : x^ u çL2^) ) .

Nous reprenons les notations du paragraphe 4.1 et nous

fixons x^ ç ÔQ et ^ c u^ un voisinage compact de x .On po-

3(3 ^x s "t^ n "o ^ 1'on définit V^ comme étant l'adhéren-
ce de .&(Q» J danst,x

(4.28) ( u 6 L2^) / VI . I...... , x,^^ u 6 L2^ )

Nous notons d'abord le
* s

Lemffle4-7.' P°̂  u€L 2 (0) H^.^u est défini sur 0' ;
t,xx ""- 'w "t.x'

de plus si u € V et si C € ̂ } 'alors C H~1 $ u 6 Vw x . t «x

Démonstration, si u € L2^) , $^ u est défini sur îl , et

H;1 ^ u est défini sur h )̂ , n^^ 3 Q^ . ne plu ,̂ on a,

pour C € ^(U^) : .

^"^ ^x " s H;1 VGo h ^ o 9^5 u .

On en déduit que pour u ç J^Çl] , (ç, h^ o 9^} u est à

support compact dans e^h;1^}) n Q et par suil que

G.H;1 ^ u ç .&(0 }̂ .

On a d'autre part pour v € V :
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^.t.x"? ^ v a t-1 "t^V

d'où il résulte la continuité de l'application u - ç h-1 $ u de
»< ^N

V dans l'espace (4.28) .

La conjonction des deux remarques donne le Lemme.

Pour [t, x) ç [ 1 , œ [ x ̂  nous définissons les opérateurs

^x P051^® autoadjoints dans L2^' J en posant :
l-,X

^"î - ^,xM^|n.
' ^»x

0' étant le prolongement de u par 0 sur U \ Ci*
o * t,x

Notre but est d'appliquer la proposition 2.8 : nous savons

déjà que les hypothèses (2.9) et (2.10) sont satisfaites par les

opérateurs G^ [t € [ 1 , - ]. x € ̂ ) sur U^ ; c elles ^

étant bornés .sur un voisinage de ^ , l'hypothèse (2.13) est aus-

si satisfalter, quitte à restreindre œ

Soit u€L2^ ) ; soit v « [ © Hu'),,,
^ x , t I0*

sur "t ^ , on a :L,X

^.x u s H;1 ^ ECt2 X) v

Gomme pour le lemme 4.4 on a

(4-291 <x t̂,. " - H;1 ^ ̂  ̂  6(t2 X) v sur 0.t,x

D'où l'on tire que G^ E^^ u ç L^Q^ ̂  et puisque

N 2, . ^ H 2
L (nJ L ^t,x)
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x ̂  x "II 2 , ^ xk ""11 a ,"<
' ' L t°t,^ L ("t,xî

G^QSt-à-dire que les hypothèses (2,15] et (2.là) sont sa-

tisfeitea, De plus, on déduit immédiatement de (4,29), du lemme

4.7 et de l'appartenance : G^ È(t X) ç D(A) c V , que 1 1 hy-

pothèse (2.17) est aussi satisfaite.

Le noyau de E1 est la restriction à C? x Ç^ du noyau
t^X t,X tyX

de F (\) et est donc aussi la restriction à Q1 x Cï du
U^X X y X t y X

noyau de E [X) .
"f^

Appliquant la. proposition 2.8 et utilisant [4.1l) on obtient

le

Lemme 4.8, Pour tout X > 0 » la fonction

( 3
KCt, x} = ' e(t" X; y, y) dy

Jnn e^Ch;'^))
est bornée sur [ 1 » œ C x (u- .

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.9. Posant; T. « [ x € ^ / 9 ( x , y) € h;1 (U ) ) ,**'—™"^ •; -^~ - ^ î y ~ L U
il existe t. ^ 1 , c > 0 et un voisinage œ1 c ̂  de x

tels que :

Vt ^ t^ , Vy € ï1 : I dx ^ c^.t"^

t»y

Démonstration.

Notons Qy l'application x ^ 9(x, y)
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Pour tout x on a 9 ( x , x) a 0 ; différentiant on obtient
que :

d9, (xj + de^Cxl » 0'XQ. o' v o-

Puisque d9 (x ) est bijective, l*application
XQ 0

(x, y) ¥»—> [9(x, y)» y) sst un difféomorphisme d'un voisinage

OL. x OL de [x , x ) sur un voisinage de (0, x } qui contient

un voisinage de la forme LL x œ1 , On a œ' c OUL et l'on peuti o o w

supposer OL c o^ . Donc, pour y € œ' 9^ est un difféomorphisme

de u^ sur Qy[^] ^ U .

—1
Pour t assez grand, on a h~ [U } c: U. et F. c (TL .

Restreignant au besoin les voisinages, on a F, » (9^) [l-Ç (U ))'c,y 'c o

et :

L dx 2 °° j , ds • c" ̂  L tiç
1 . / . — » r. .. ^ ' Ut,y h^ ÇU^j o

et le lemme suit,

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer :

Proposition 4.10. sous les hypothèses du théorème 1.3, pour

tout x € où , il existe un voisinage œ de x , et uneo ' o o •

constante C tels que : quel que soit l'ouvert a)' c œ ,

on a ;

(4.30) lim sup | t^ e(t2; x, x)dx ^ C j___dx.
1 ^ + œ J oo' n p J œ1 n n

Démonstration. : avec les notations des lemmes 4.6 et 4.9, pour

œ' c u)' , on ao
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œ» s U F c a) et pour t ^ t. :
t y 6 œ'n 0 tty ~

c t~\e(t2; y, y) dy ^ K(t, x) dx
' o n œ 1 0 ^

On obtient la proposition en remarquant que n œ* « œ' 0 0
^

II nous reste à vérifier que la proposition 4.10 et le théo-

rème 1 ,1 impliquent le théorème 1.3 : considérant un recouvre-

ment fini de â0 , on obtient I1estimation 4.30 pour œ1 c œ^

œ étant un voisinage de ôft . Il en résulte que si 30 est de
o

mesure nulle, on peut trouver une suite de compacts K c 0 tels

que î

[ lim sup ) t^ e(t2; x, x) dx ) —————> 0
t -.+ « -'OÀKp p -»+ œ

Appliquant le théorème 1 .1 sur chaque K on obtient ;ji i~

lim t^ e,(t2; x, x) dx s / Y(x) dx
t -+ • •/0

c'est-à-dire 1'estimation cherchée.

NOTES

Ç 1} Variété est pris au sens de DE RHAM (variétés différentiables,
HERMAN, 1955} : M est supposée séparabis et donc <J» compacte.

(2) La notation œ^ C C œ signifie que ̂  est un compact inclus
dans œ »
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