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PARAMETRIXES D'OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS A
CARACTI:ZRISTIQUES MULTIPLES

par Louis Boutet de Monvel
Alain Grigis
Bernard Helffer

Dans cet article , nous nous proposons de montrer comment on peut
effectuer la construction de paramétrixes pour certains opérateurs
pseudo-différentiels & caractéristiques multiples , du type étudié
par V.Grusin [5],[61, J. Sj8strand h?], L. H8rmander &13], A. Meni=-
koff [15‘, et les auteurs [11 [2-X {31 {5& {10}. Soit X un ouvert de
R™ , et P un opérateur pseudo-différentiel sur X , dont le sym-

bole total admet un développement asymptotique :

og

p(x,§) v T pi(x,6)

ol pour tout entier j , p. est homogéne de degré m-j en § .
Soit maintenant 2. un c6neJlisse s de codimension p , dans T* =
X x ORn\{OS). Nous dirons que P est nul d'ordre k sur 2 si pour
tout j , pj est nul d'ordre ) k-2j sur 2. . Nous dirons en
outre que P est transversalement elliptique le long de J_ s'il
est elliptique en dehors de Z , et si , au voisinage de chaque
point de 2 , le symbole po(x,g) domine dg. ,» o1 dg est la
distance 4 2 . Si P est nul d'ordre k sur Z , il est naturel
de lui associer , pour chaque point (x,%)€ 2., l'opérateur
ske) = 2 dn (ST @ e ol
l%+{5\+23=k
qui est un opérateur différentiel sur Rr" , a coefficients polyno-
miaux , de degré total & k .

Nous nous appuierons de fagon essentielle sur les résultats et les
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constructions de {1] . Dans cet article , on introduit , pour tous
nombres réels m , k , une classe d'opérateurs ops™?K . Dans la si-
tuation ci-dessus il est naturel de se demander si P posséede une

paramétrixe Q & OPS™™?

-k . . .
(c'est le mieux qu'on puisse espérer). La
réponse est la suivante : P posséde une telle paramétrixe a gauche

(ou & droite) si et seulement si , pour tout (x,§)e 2 , 1'opérateur

différentiel GE E(P) est inversible a gauche (ou & droite) dans
,A(Rn)_- La question de savoir: si P posséde une paramétrixe est donc
entiérement ramenée a 1l'étude de l'inversibilité , & gauche ou a
droite , de certains opérateurs différentiels & coefficients polyno-
miaux. Ces opérateurs sont d'ailleurs d'un type assez particulier :
ils sont tous dans l'algébre engendrée par p opérateurs d'ordre 1
de la forme %:bjk Yo * ik DYk (j=15.45P 5 k=1,.,,n)., Naturelle-
ment le probléeme d'inverser de tels opérateurs est loin d'&tre résolu
en général ; il l1l'est néanmoins assez complétement pour les opéra-
teurs d'ordre 2 (cf. [5], ﬁB]) s et pour certains opérateurs d'ordre
3 (ef. [10]).

L'article est organisé comme suit : dans les quatre premiers para-~
graphes , on étudie les opérateurs différentiels du type ci-dessus
qui interviennent dans notre probléme , et on construit une algébre
d'opérateurs pseudo-différentiels qui contient leurs inverses lorsque
ceux-ci existent. Le plus délicat est de montrer que si un tel opéra-
teur dépend de fagon c¢”® d'un paramétre , et est inversible pour
toutes les valeurs .du paramétre , l'inverse dépend aussi réguliére-
ment du paramétre (§4) . L'application a 1; construction de paramé-

trixes est faite au §5 , ou 1'énoncé ci-dessus sera précisé.
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81 Notations et préliminaires.

1. Nous utilisons les notations usuelles de la théorie des équations
aux dérivées partielles .

Soit E wun espace vectoriel réel , de dimension finie (qu'on id-
entifiera au besoin a2 [R"). On note E* 1le dual de E .

On note A(E) = S"™(E) 1'espace de Schwartz des fonctions de
classe C™ % a décroissance rapide (si E = r" , ona f 5,5 si et
seulement si x"DPf est bornée » pour tous multi-indices x , B3 ).

On note OM(E) 1l'espace des fonctions C” & croissance lente (ie.

pour tout o il existe m tel que (1+ |x} )7"D*f soit bornée) . Si
m est un nombre réel , on note S:(E)C: OM(E) l'espace des fonctions
f telles que pour tout & , (14 {x}) ™D*f soit bornée , et on pose
L)S: . Enfin on note S™(E) C.Sm(E) l'espace des fonctions f
telles que pour tout « (1+|xDm ND f soit bornée , et on pose
s® = Us™ . '
Nous aurons en particulier a utiliser le sous-espace S:egc' s™

des fonctions a & S™ qui admettent un développement asymptotique :
23
(1.1) an~ 2 a,

.4 N -

ol a, est homogéne de degré m-k (ak(tx) = t7 kak(x) pour t > 0)

de classe C”™ pour x # O (développement asymptotigue sig?}fie ici
,m=N - _

NE S tel que a- %:ak = by

» le symbole (ou partie principale) de a

que pour tout entier N , il existe b
m

reg
est le premier terme a, du développement (1.1).Enfin si Qest ouvert

pour |x|> 1). Si a e S

de RP nous écrirons f<:Sm(QxE) si pour tout compact KcQ et tous a,B
G+lyplelmEye & )Bf(x,y) est bornée dans K x E.

Soit a = a(x, E) une fonction continue sur E x E*. Si a est 2
croissance lente, on note a(x,D) 1'opérateur défini par

(1.2) a(x,p)e = [el*F a(x,2) A(5)

on ? est la transformée de Fourier de f , et ou pour abréger on
a posé & = (2n)”4m E g

d'une mesure de Lebesgue dx sur E , et dE désigne la mesure

fms 3 A .
(1a définition de f suppose le choix
A - ” ,
duale ; la mesure f &% , donc aussi 1l'opérateur a(x,D) , ne dépen-

dent pas de c¢e choix ). Il est clair que a{x,D) est un opérateur

linéaire continu A(E)— C(E) (espace des fonctions continues sur E)
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(1.3)ProEosition. - Si aeg OM(Ex E*) , a(x,D) est continu de A(E)
dans C"(E) . Si a e S";(Lx.h*) , a(x,D) est continu dans A(E) .

preuve : on peut supposer E = r™ . Remarquons qu'on a Dj a = b(x,D)
avec b = EJ.a +D_a , et X5 a(x,D) = ¢(x,D) , avec ¢ = x.a . Par
récurrence on voit“donc qu'on a pour tous « , 3 , x*DPfa(x,D)= b (x,D)

avec bue Oy (resp. S‘:) si ae0, (resp. S‘:) . Donc si a €0 ,

D"(a(x,D)‘3 est continu A(E)~—->C(E};l pour tout « , donc a(x,g) est
continu : A — C® (il est en fait continu A.— OM) . Pour la seconde
assertion , il suffit de prouver que si a ¢ S‘(’; , a(x,D) est en
fait continu : A—5 1> (alors x°‘D"a(x,D) est aussi continu A — I
pour tous x, s , donc a(x,D) est continu A — A ). Supposons

donc a € S';(Ex E¥) . Intégrant par parties dans (1.2) on obtient

a(x,0)r = [e* 5 (14 W 2)N(1- a0V (a(x,0)F(R)) dE

or on a , avec des constantes cn% convenables
N A _ Z o @A A
(1-a¢) (af) = webig2N Sp DE@ Dt

et pour tout o« , (1+ ixl +1&)™™
a  (1+1x] + 1 )™ (1+ |x 2)-N(1+ 1E)™ ¢ 2m/2 , donc il existe C > O

tel que

D*a est bornée . Pour N> m/2 , on

¢ ¢ 2 I(1+ g™ [p*F(5)| &2

\a(x,D)f‘ $ eI< 2N

Comme le second membre de cette inédgalité est une norme continue sur

A , ceci achéve la démonstration.

Enfin on a le résultat suivant (qui est démontré dans [h]) :

(1.4) 8i a e Sg(Ex E*) , a(x,D) se prolonge en un opérateur continu
2
dans L°(E).
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OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

2. Nous noterons 6 l'ensemble des opérateurs différentiels £ sur

E de la forme

(1.5) £ = b.x + ¢.D , avec b e E* , ¢c e E

. 5= 1 of
ie. f = b.x.f + ~c.
( t z 3’3 1 33;3 )
L'opérateur id est générateur infinitésimal d'un groupe de
transformations unitaires :

152 .
(1.6) exp tid .f eZitb.c itb.x

f(x+tc)
(en fait i(§@ R) est l'algébre de Lie d'un groupe de transformations

unitaires de A4 , isomorphe au groupe de Heisenberg).

On note M le groupe d'automorphismes linéaires de A qui
préserve @ (groupe métaplectique). Si M & Mp , et €4 , on a

(1.7) M,eM'1 = s, £

ol SM est un automorphisme de Q , qui préserve la forme symplec-
tiqueréelle 6 définie par [f,eq =i 6(€,¢) 14 .

On sait {(cf. [}h],[iS],(Ii]) que Mp est engendré par les cons-
tantes (f+ Af , avec A e €F) , les changements de variable linéaires
(fya>f(g-1x) , avec g & GL(E)) , les multiplications f > eiQf , ou
Q est une forme quadratique réelle sur E , et la transformation de
Fourier . C'est un groupe de Lie , qui a pour générateurs infinitési-

maux les opérateurs du second ordre de la forme

i(A o+ Zajkxjxk + bjk( jDk*Dkxj) + CjijDk)

ot A est une constante complexe , et les a. sont réels)

ik ? Pk ? Sk
L'application M sM<£ Sp(@) est un homomorphisme de groupes ,

surjectif , de noyau c*.
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§2. Classes d'opérateurs pseudo-différentiels.

1. Définitions.
Soient E , N deux espacesvectoriels réels de dimension finie ,

et soit L une application linéaire E x E¥— N . On pose

(2.1) L(x,%) = Bx + C¢ si xeE , £e E*

A = ¢ ' e L(N¥,N)

Si a est une fonction & croissance lente sur N , on notera ap

l'opérateur a(L(x,D)) : on a donc

. A
(2.2) ar = [ 5 a(L(x,2)) §(5) a5

I1 est clair qu'on a a , L & 0y (resp. Sg) si a €0y (resp.
si a e 82 , et si m » 0) . Par suite a; est continu : A(E)->C™(E)
si aé€ OM , continu /)(
nument : L2(E) ~wL2(E)

E)-AE) si ae Sz , et se prolonge conti-
o
s1 ae& So .

si a=eY'7 (avec 9eN*) , on a , d'aprés la formule d'inver-

sion de Fourier :
. cotn iy bt 4 Lot
(2.3) aLf - felX-Eelx. B?eltn 07 f(g) q& - elx. BZ f(x+th) =
-2iAqa .t
= e exp(i'Ly) f
Donc de fagon générale on a , si a ¢ Oy

.t -1iAy.p A
(2.4) a, = fexp(l LQ) e 1% a(n) dy
Dans ces formules , tLQ désigne l'opérateur différentiel
th.x + tCVL.D € g + Il convient d'interpréter la derniére intégrale
comme valeur de la distribution Q(Q)dQ sur la fonction a valeurs
1:
vectorielles N> e 2149 .9 exp(itLq) & L(A,&) .

I1 est alors naturel d'introduire aussi 1l'opérateur

(2.5) ¢(a,L) = Iexp(itLQ) Q(Q) & = b,
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avec

Remarquons que si Q est une forme quadratique réelle , eiQ est
un multiplicateur de 6& (= Oé , espace de Schwartz des convoluteurs)
donc avec les notations ci-dessus on a b ¢ OM si a %’OM .
(On peut montrer que S: est le dual de OM s donc elQ est aussi
un multiplicateur de §2 , et ona b ¢ S? 51 a e,Sz’.)Enfin si
a e« 8" (resp. S:eg) il est immédiat qu'on a b e S™ (resp. S:eg) ,
et b admet le développement asymptotique

b ~ 2 %1 (2iaD.D)™ a = exp(liAD.D) a
(o on a posé AD.D = Z;Ajk DjDk )
2. Adjoints.
Si (étﬁ , on a (exp iﬁ)* = exp -i€ . Comme on a aussi
—r—— A
2(1) = a(-9) , on déduit aussitdt de la définition (2.5) qu'on a

)*

—o

(a,L = Y(E,L) . De méme on voit qu'on a a{ = bL s avec
= exp(iAq.q) 2 , donc b e OM (resp. So , s™, S:eg

de méme de a ; dans les deux derniers cas b admet le développement

o>

) s'il en est
asymptotique
(2.6) b~ Z;ll—, (iap.D)" &

. . . L0 . . . m
On voit aussi que si a & b? (et en particulier si a&€ S) ,

aL* est aussi continu Ao A » donc a, se prolonge continument :

Al R U

3. Composés. : : . N
Si a=¢eY'l et b= eV , avec v,q' € N, on a d'apres
(2.3)

abLf=e

ix."Bq _i¢x+Ceq, "B
L

f(x+th+tCQ') = ¢ f
avec

I S ,
= el OB 10yt a(y+Av) b = a b(y+tAq)

On en déduit aussitét , dans le cas général , qu'on a a b = ¢

LL L
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avec

(2.7) ¢ = Jeiy'? a(y+A1) 8(1) 87 = jeiy'vZ b(y+tA7) Q(Y) d?

Cette relation est vraie si a , b € A , donc aussi a la limite

si a0, , bes® ou aeS':, be O, . En particulier si aes™ et

M M
L] L
b es™ s On a <c¢ éSm’m , et ¢ admet le développement asymptotique

s 1o\
(2.8) cNZ%, p*a  (AD)'b

(obtenu en intégrant dans (2.7) le développement de Taylor
a(yra) v 2 i%xt Da(y) (aq)* )

Remarquons que la formule (2.7) est un cas particulier de (2.2) ,

avec E=N, B=1Id, C = A . Dans ce cas nous noterons plus simple-
ment a, 1'opérateur correspondant . On a donc
(2.9) a, b = (aA b)L » a, b, = (aA b)A

La formule (2.7) définit sur S®(N) une structure d‘algébre ,

associative uisqu'elle correspond a la composition des opérateurs),
P

que nous noterons LA . La deuxiéme égalité de (2.7) montre encore
que l'algébre opposée de LA est LtA 3 en particulier LA est

commutative si (et seulement si) A = ta .

L, Transformations métaplectiques.

Si Meg Mp , et e (81.2) on a M exp il M1 = exp ist .

En particulier si e N* ona M exp itLq ML= exp it(LtsM)q ,d'ou
-1 t
(2.10) M g(a,L) M = $(a,L, sM)
On peut toujours choisir Me Mp de sorte que thL.Nx soit le
sous-espace de g engendré par x1,...,xp*q,D1,...,Dp (avec 2p+q =

le rang de L , 2p = le rang de la restriction a tL N* de la forme
symplectique de g ). Lorsqu'il en est ainsi , il sera commode de
noter la variable de E (x,y,z) , avec x = (x1,...xp) , Y =

prq) » 2= (Xppq
alors , d'une seule facgon :

s s
(xp+1,...,x 1,...,xn) . Tout opérateur a  s'écrit
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i A
ix.
(2.11) aLf = b(x,y,Dx)f = Je 5 b(X!YrE) £(¥,y,z) d§
N A . " . ” . .
oun f désigne ici la transformée de Fourier partielle de f par
rapport a x , et ou b « OM (resp. Sz N Sm) si a & OM (resp.
Sz ’ Sm).Dans la situation ci-dessus , nous dirons que a, a été
mis sous forme réduite .
§3 Paramétrixes et inverses.
On conserve les notations du §2. Soit a & g™ (N) : on dit que

reg
a est elliptique si son symbole est inversible (cette définition

se généralise aussit8ét au cas ol a est une matrice a coefficients

dans S:eg). T1 résulte aussitdt de (2.8) que si a est elliptique,
il posséde une paramétrixe , ie. il existe b & 8 ™

a.,b-1¢ S_TN) et b ,a-1ec STIN) (o le produit o est celui

de 1l'algébre AA , défini par la formule (2.7)).

Nous nous proposons de trouver des critéres pour que aL soit

soit inversible (ie. que a soit in-

tel que

inversible , ou pour que a,

versible dans l'algébre LA)' Remarquons que si L est surjective ,

l'application a > a est injective , et a posséde un inverse

L
de la forme bL (avec b e $”) si et seulement si a est inversible
dans A . Dans toute la suite nous supposerons L surjective

A
(cela suffira pour l'application que nous avons en vue).

1. Cas ou L est bijectif.

On se raméne aussit8t au cas od N = ExE* s, L =1Id . C'est le

cas €étudié par V.V.Grusin [6] 3 on a alors a; = a(x,D) , et le noyau

de a; est la distribution b(x,x-y) , ou b(x,z}) a pour transfor-
mée de Fourier partielle par rapport & =z la fonction a(x,£). En
particulier le noyau de a; est dans ,5(ExE) (ie. aL est continu

i -

de A dans A ) si et seulement si a € S *; ap est alors en fait
. j ‘

un operateur compact de A dans ‘b et de A dans AA .

Par suite si a e 8™ est elliptique , Ker(a est de dimension

L)

finie , contenu dans ,A , et Im(aL) est fermée de codimension
finie (orthogonale 2 Ker(ai*) . Si Ker a, = Ker ag‘ =0, ap est
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(=}

™ (b-b*'e 8™ si b' est

inversible , d'inverse bL avec b e S~

une paramétrixe de a).

Terminons par l'observation suivante : si r ¢ S_O‘, et si
(1+rL) est inversible dans L2(E) » 1'inverse est de la forme 145,
- 2 -00 '
avec s; = -r; + T + T ST 0 donc s & S . L'ensemble U des

r € 8™ tels que (1+rL) soit inversible est donc ouvert (en fait
ouvert pour la topologie induite par celle de End(Lz)) » et 1'appli-
cation rey s = (1+r)-1 - 1 est holomorphe: U - End(L2) , donc

aussi U —» U .,

2. Cas général .

Nous supposéns désormais que L n'est pas bijectif , mais nous
continuons de le supposer surjectif. Quitte & transmuer par un élé-
ment Me M convenable , on peut supposer que L est 1l'application

(x1,...,xn,51,...,€n) —> (x1,...,x ,61,...,Ep) = (x,y,E)(cas réduit)

p+q

(3.1) Théoréme.- (On suppose L surjectif) Soit a & s™(N) ,

elliptique : les assertions suivantes sont équivalentes

(i) a est inversible dans l'algébre 4

(ii) a; est inversible dans ME)

(ii)bis a, est inversible dans A (E)

(iii) (on_suppose a

mis sous forme réduite : a(x,y,Dx)) - pour

L
tout vy € r9 » l'opérateur ay = a(x,y,Dx) est inversible dans

A (RP) (eu M (RP)).

I1 est clair que l'assertion (i) implique toutes les autres. Si
qg=0, on est essentiellement dans le cas traité au n°l : il est
clair que dans ce cas (i) et (iii) sont équivalents ; d'autre part
si a(x,Dx) n'est pas inversible dans A(Rp) , a ou a* n'est pas
injectif et il existe ¢ = W(x)e ARP) telle que a(x,D)¢ =0 ou
a(x,D*¢ = 0 ; alors pour toute W = W(z) (z=(x +1,...,xn)) dans
A®R™P) , on a aL(Q(x)q(z)) =0 ou aé (¢(x)¢(z)) = 0 , de sorte
que a; n'est pas inversible dans AR™) (ni dans A (R™)).

Nous supposons désormais q > O. Prouvons que (iii) implique (i),
De toute fagon a posséde une paramétrixe b' ¢ S-m(m2p+q). Par
hypothése pour tout vy e r4 , ay = a(x,y,Dx) est inversible , et
d'aprés le n°1 , l'inverse est de la forme by = b(x,y,D.) , avec

x
b, - b; € S-M(RZP). Nous allons prouver qu'on a en fait b-b'e SAYWHhv

y
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ce qui implique bien slir be s-m([R2p+q). Pour celd nous utiliserons
les résultats du n°l , et les observations suivantes :

-si T € S_W(R2p+q) l'application yr»>r_ se prolonge en une
application de classe C® , nulle d'ordre inf}i,n:i. a4 1'infini , de

s9 = (un{no} dans l'espace de Fréchet S-m(lR2p) . Inversement si U

est un ouvert de g4 , et ¢ une application de classe c® , nulle
d'ordre infini & 1'infini : U — S—N(IRZP) , pour tout compact Kc U
il existe r e S-W(IRZP'}q) telle que 5* pour y e K .,

-si re S—°°((R2p+q) et b'e s" 2g+q) ona r ,b'e S-Tl'RZp"'q)
et b' . re S-oo([R2p+q) (le produit est celui de l'algébre A,A).

Il s'agit donc de prouver qu'au voisinage de chaque point de
sd —qu {00} , l'application y\—-»by-b)', est de classe C% (nulle
d'ordre infini a 1'infini le cas échéant) , & valeurs dans S-m(!Rzp).

Posons b' , a=1+r : pour y assez grand , ry est petit ,
donc 1 + T, est inversible , d'inverse 1 + sy ol sye S-”(IRZP)
est fonction holomorphe de ry d'aprés le n°l1 ., En vue de ce qui
précéde , il existe un voisinage U de 1'infini , et s'e S—M([Rzp*q)
tel que (1+r )°(1+s}',) =1 pour y e€eU . On a alors , pour ye U ,
b, = (1#57),b% , donc b-b' =s  b' , et comme s , b'e S™P(R?P*9)
ceci démontre notre assertion au voisinage de 1l'infini.

Soit maintenant Yo & i (2 distance finie). On a by -b}'ae_s_“(/RlP’

- o
et il existe P &€ S oo([R2p+q) tel que P = by - b'}b . On a alors
o
(b'+¢)oa = 1 + r" , avec r"¢ S m(lR2p+q) s, T" =0 ; r" est petit
% y g~ 2p+q
® )

]

et un voisinage U  de y_  tels que (1+s)) o (141y) pour yeU_.
Pour ye U  , on a = (14s"),(b'+9) , donc b-b' b'+(14s") ¢

et comme s" ob' #+ (1+s") fe s-o([R2p#q) , ceci démontre notre asser-

r
au voisinage de Yo * et comme ci-dessus il existe s" e
1
s’

tion au voisinage de Yo » et achéve la démonstration,

Prouvons maintenant que chacune des assertions (ii) implique (1ii)
Remarquons que ay est un opérateur d'indice fini , indépendant de
y donc nul (puisque ay est inversible pour y assez grand comme
on vient de voir). Supposons qu'il existe un point ¥, € RY  tel que

ay ne soit pas inversible : on a donc ker ay # 0 et ker a;‘ £ 0

et il existe § = @(x) e ARP) (non nulle) , telle que a ({J =0 .
Alors si SY désigne la mesure de Dirac au point 1y, sur Rq , on

a pour toute° P = vy(z)e /S(mn-p-q) (Q(x) 5 W(z)) = , de sorte
que a n'est pas injectif (donc pas 1nver51ble) dans b . De méme

L
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7
al’f n'est pas inversible dans }ﬁ) , et ap n'est pas inversible

dans A .

Plus généralement soit a une matrice a coefficients dans Sm(N),
elliptique & gauche (resp. & droite). En appliquant le théoréme a

1'opérateur alj“ ap (resp. a, a* ) , on voit que a posséde un in-

ap a;
verse a gauche (resp. a droite) ,qui est une matrice & coefficients
dans S ™(N) , si et seulement si a; est inversible a gauche (resp.

a droite) dans A(R™) (ou bl(an)). Lorsgque a; est mis sous forme

réduite : a = a(x,y,Dx) » ceci équivaut encore , compte tenu du n°i,
a l'assertion suivante : pour tout y € R4 l'opérateur a est in-
jectif (resp. surjectif) dans A(RP) (ou dans 4,(1Rp)).

Nous complétons le théoréme par le résultat suivant , qui vaut

pour les opérateurs de degré positif :

(3.2) Proposition.- Soit a wune matrice & coefficients dans Sm(N)

elliptique & gauche. On_suppose my O (g£ L surjectif). Alors a

. N N . . - =M .
admet un inverse & gauche A coefficients dans S (N) si et seule-

ment s'il existe une constante ¢ >0 telle-~que pour toute pe A(Rn)

(ii)ter ﬂ\QILZ(mn) {c naL\(JnLZ(an

En effet si a admet un inverse a gauche b a coefficients dans
s™™(n) , b, est de degré négatif donc continu dans LZ(IRn) , ce qui
implique (ii)ter dés que c¢ est plus grand que la norme de bL dans
End (L% (R™)).

Inversement , supposons que a n'est pas inversible & gauche .
Nous pouvons supposer a; mis sous forme réduite : a; = a(x,y,Dx)
et d'aprés ce qui précéde , il existe Yo € R? et ¢e ARP) tels

N

que ay . = 0 , Soit alors lyk(y,z) une suite de fonctions %
support compact sur Rr™~P s telles que le support de (Pk tende vers
(y 2 ) (ou z, est un point arbitraire de R™"P~9) , qu'on ait

= au v01s1nage de supp l{'k pour k»1 , et qu'on ait , pour

tout jH’k V,2) dy dz =1 . On a alors
aL«e(x) Y (9:2)) = $(3:2) a (¢(x) $(v,2))

n
or aL(‘{i %)G A (R") est nul pour y = y, » donc aL(\P q/k) tend
vers O en norme quadratique lorsque k —® . Comme la norme de

¢y, est constante (égale a JRp‘(q(x)lz dx ¥ 0) , ceci contredit
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1'inégalité (ii)ter .
Remarquons qu'il peut arriver que a soit elliptique (& droite
et a gauche) , et que ap ait un inverse a gauche sans avoir d'in-

verse & droite : c'est le cas de l'opérateur D_ + ix (sur R).

Le théoréme (3.1) permet de ramener 1'étude de l'inversibilité

de a, & la méme étude , dans le cas o L est bijectif (n°1) .

L
Dans ce cas l1'étude est plus facile (aL est inversible a gauche
(resp. & droite) si et seulement si ker a, =0 (resp. ker afj = 0))

mais est loin d'é&tre compléte ; elle l'est néanmoins dans le cas ol
a est un polyndme de degré ¢ 2 {cf. [5] , ‘_13]).

§4 Introduction de paramétres.

1. Position du probléme.

Nous nous interessons maintenant a ce qui se passe lorsque L et
le symbole a dépendent d'un paramétre deZ , ot Z est une
variété de classe C” , Nous supposons donc L & C*(Z,L(ExE,N)) ,
et comme au §2 nous posons L(x,E) = Bx + C& », A=C s (donc
Ae ¢®(3,L(N*N)) ). 8Si ae S7(EZ~xN) , ap
opérateurs définis par (2.2) . Pour A¢Z, on pose La=L(A) ’ah(Y) =

désigne la famille d°'

a(A,y) (donc a,es™(N)) , et on note a'i 1'opérateur correspondant .
Plusieurs des constructions du §2 marchent encore. En particulier
si ae Soo(ixN) s ap définit un opérateur lindaire continu sur
S-m(ZxE) , et c'est 4 cet opérateur que nous nous interessons plus
particuliérement. Si a ¢ S"(ZxN) , be Sm'(ZXN) ,ona a, b =

L 7L
’
c, o ce S™™ (ZxN) est encore donné par la formule (2.7) et

azmet le développement asymptotique (2.8).

La formule (2.7) définit encore une structure d'algébre sur
s®(Z < N) , que nous noterons toujours AA 3 ar»a; est donc une
représentation de LA dans S~ (2« E).

Si a e Sgeg(2)<N) est elliptique , il posséde une paramétrixe,
ie. il existe b e S;:g(ZxN) tel que bga - 1 e S~ (ZxN) et
ab - 1€ S™®Sx N) (ot1 le produit est celui de kA)'

Nous désirons un critére pour que ap soit inversible dans

S™(SxE) : ce sera le cas si a est inversible dans 1'algébre '<'A°
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Le critére ci-dessous est un critére d'inversibilité dans LA ; ony
suppose L surjectif (ie. L), est surjectif pour tout 4 ). I1
s'applique en particulier a la loi d'algébre de AA elle-méme (qui
est un cas particulier de (2.7) , avec E =N, L = (Id,A) , donc

L. est surjectif)

Si L n'est pas surjectif - ou plutdt si le rang de L n'est
pas constant-, le critére ci-dessous ne s'applique plus : il se peut
que ap ait un inverse b, sans que a soit inversible dans kl ’
et aussi que ap soit inversible pour une valeur du parameétre sans
&tre inversible pour les valeurs voisines . La difficulté pour le
critére ci-dessous vient de ce que , méme si L est surjectif (ou de
rang constant) , le rang de la restriction a tL(N'*) de la forme
symplectique de 6 peut varier : il n'est en général pas possible
de trouver M € Mp » dépendant réguliérement du paramétre , et per-

mettant de se ramener a la forme réduite du §2.4 .

(4.1)Théoréme .- Avec les notations ci-dessus , on suppose L surjec-

. m . . .
tif , et ace Sreg(zx N) elliptique.

(i) Si ai est inversible en un point Aa , il est inversible

au voisinage de &, .

(ii) Si a{ est inversible pour tout ,‘GZ:, a est inversible

. s . ~m
dans 1l'algébre LA , d'inverse b ¢ Sreg(Zx.N) .

Il vy a un résultat analogue pour les systeéemes (matrices) t si a
est une matrice rectangulaire , elliptique & gauche (resp. a droite)
et si a est inversible a gauche (resp. a droite) en un point , il

1'est au voisinage de ce point ; si a est inversible a gauche (resp.

[V

droite) en tout point de &£ , a admet un inverse a gauche (resp.

droite) , qui est une matrice & coefficients dans S~ ™(Zx N).

W

Pour démontrer le théoréme , remarquons que comme a est ellip-
tique , il posséde une paramétrixe b' & S "(IxN) : on a donc
b'y, a-1¢ S-Q(ZycN) . Si en outre a; est inversible en un point
Ao , l'inverse est de la forme (bAo)L\o » avec by & s™™(N) , et on
a by, - bi, € $™(N) ; si alors on pose b" = b’ + by, = bi, » on a
b, a=1+1r , avec r¢g S-m(Zx.N) » Ty, = 0 . Comme L est sur-
jectif et 1y =0 , 1, est petit au voisinage de & , donc (1+rt)

est inversible dans L2 , et (1+§‘) inversible au voisinage de A, ,
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ce qui démontre l'assertion (i).

Supposons maintenant ap inversible pour tout Ae Z i 1l'inverse

est alors de la forme bi , ou b est une fonction sur .« N , et
- -y~

by € S M(N) pour tout A ., Il s'agit de prouver qu'on a beS (£xN)

(autrement dit b, dépend de fagon o

de A ). Remarquons qu'avec
les notations ci-dessus , si (1+rA) est inversible pour A& U aZ ,
on a, pour AeU, b= (1+r’\)_1 o by , donc by~ bl =s,, b" si

(1+r,\)"1 = (1+s, ) . La deuxiéme assertion du théoréme résultera donc

du lemme suivant :

. . . -
(4.2)Lemme.- Avec les notations ci-dessus , soit re S~ (ZxN).

(1+rA) est inversible pour tout A e 2 , l'inverse est de la forme

(14s,) , avec s ¢ s™(Z xN)

Le reste du § est consacré a la démonstration de ce lemme.

2, Preuve du lemme 4.2 .,

Nous travaillerons uniquement avec l'algébre l”A . Nous suppose-
rons 2 =RP , N =RY, et noterons (Ajk) la matrice de A .

On a les formules suivantes

(4.3) Dyj(a o b) = (Dy.a) o b + a, (Dy.b)

J J
(a ) b) = (Yja) o b - Z a o (AJkD b)
Dt-\;.(a o b) = (DAca)ob + ao(DMb) + jz’k %A:Jk (D La o, Dykb)

Ces formules résultent aussitdt de (2.7) , en remarquant que
A
Vj b(9?) est la transformée de Fourier de Dy‘b . Elles sont valables

- . N AT
pour a , b€ 8 (IxN) (donc aussi , & la limite , pour a , beS™ ).

Pour la suite , nous aurons besoin d'une suite particuliére de
-0 ps
normes sur A(N) = s™(N) : on pose H = ny + ny)z (H admet pour
fonctions propres les fonctions de Hermite :

3 1 3 1 . 1 2
h(y) = Tk ot (@ oy )T et

1
la valeur propre correspondante est (2\x\ +1)Z ). Pour tout =z € €
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1
1'opérateur HZ? est défini par Hz(hu) = (2] +1)2% hy; c'est un
opérateur continu sur 5 s, qui dépend de fagon holomorphe de =z .

On note Es le domaine de H® dans L2 , et on pose

s
(Wokelg = u%e] 2
s
(c‘est une norme , qui ne dépend que de Re s).
Dans les assertions qui suivent , on oublie (provisoirement)

le paramétre.

(4.5)Lemme.- Pour tout kK > % dim N , il existe C > O tel que

o o blyz € © laly2 bolg,

En effet on a a.b = feiy'q' a(y+Ayn) %(‘Q) dy
Or pour tout ne N*, on a uely'?a(y+Aq)“L2 = \\a\\Lz , d'ou
(\aob“Lg £ “aKLg j ‘g(l)\ d'vz . Mais pour k > £ dim N , on a , avec
une constante C convenable , j\'l\o("[ )l d ¢ ¢ “b“Ek .

Utilisant 1l'autre égalité de (2.7) , on obtient , avec la méme

constante C H

‘a ° b“Lg ¢ C “a“Ek &b“Lz .

(4.6)Corollaire.- On a “aoanz\( (o} \a“EJ_ “biEk . si 0¢ jJ< k.
-3

Soient en effet a , b€ S-OO(N) , et considérons la fonction
holomorphe F(z) = (HJ-kza)o(sz-‘]b) . C'est une fonction holomorphe
de =z , bornée (dans L? et méme dans A ) pour O <Re z¢1 .

Pour Re z = 0 , on a

br(adlz < o el [wduly, = afg; Pols,
et pour Re z =1, on a
[F(z)} 2 € c "Hk"jaBEk u“j-kb“Lz = C la"Ej ‘b“Ek_j

En vertu du théoréme des trois droites de Hadamard , on a donc aussi

(2,2 € CHa"EJ. “b“Ek—' si 0 €Re z {1

et pour z = j/k on obtient l'assertion du corollaire .
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{4.7)Corollaire.- Pour tout entier k > % dim N , il existe une

constante C > O (qui ne dépend que de k , dim N , et pas de A)
o . ; k
telle que faobly < C (1+(al)* faly ol .
k k k

En effet si k est entier % O , la norme ﬂanEk est équiva-
lente a la norme i “XKDGa“Lg . Or il résulte de (4.3) qu'on a
i
" o'l oy By wen! @Al i @
K (aen) = £ (-1 @EG ™ a) ((apf¥p%)
&' <P

d'ou , avec des constantes C , C' convenables @
Z R Y"\ o! 9’ o('i,,%ll
faobly < ¢ lalep®all, o™ o), <
k [%‘*d“rh'#{&"kk k"k‘-ﬂ%“
< c (1+]a)" laky bl :
h Ek E k
Nous choissons maintenant un entier k°> 1 dim N , et pour tout

entier M et tout compact K C by , nous définissons une semi-norme
- 00
sur S~ (2xN) par

it

(u.8) | alj

2 \
sup uD a“
. WA THE .
2lal+j=M A¢K Ko +J

Comme les normes "a“E , k&N , forment une suite fondamen-

k

tale de semi-~normes de , les semi-normes “&nﬁ , lorsque M par-
court N , et K 1l'ensemble des compacts de 2. , forment une

famille fondamentale de seminormes de S (ZxN)

(14.9)Proposition.- Pour tout M , et pour tout compact KcZ , il

existe une constante CM telle que
M
K K K
llacply < ¢y ;Ka“j I ol -
En effet , c'est vrai pour M = 0 (puisque (1+ﬁA“)k est borné
dans K). On démontre alors aisément l'assertion , par récurrence

sur M , en remarquant que la semi-norme "a“llf1 est équivalente a la

semi-norme
Ua"M}fl "'JZ“Yja“M}E1 + "DYS a”M}.(.1 + :Z"DA: anM}fz

et en utilisant les formules (4.3) pour majorer les normes des

fonctions Dy(aob) R yj(aob) » Dy, (a,b) . Nous laissons les
J‘ v
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détails au lecteur.

Pour tout entier M , et pour tout compact K < Z , il existe un

BN

nombre ® % 0 tel que C\j < oY C, pour 0 ¢ j <M (ou 1les Cj sont

les constantes de la proposition (4.9)). Si alors on pose
M
- -J K.

Ny(a) = %cotx (\a!J.T
la proposition (4.9) implique qu'on a

Ny(agh) & Ny(a) Ny(b)
(ot1 le signe & signifie que pour tout j , le coefficient de 1Y
dans le membre de gauche est plus petit que le coefficient de 1Y

dans le membre de droite).

(4.10)Corollaire.- Soit a €& S-QYZ~<N) , soit U un ouvert relati-

vement compact de 2 , et supposons Co “awj 41 . Alors la série

o
- 00
géométrique al  converge dans S” (UxN)
[}

(aJ désigne la puissance j-iéme de a dans l'algebre &A).

En effet pour tout M on a
XN . o . _1
Ny(Z a?) &« ZNy(a)? = Ny(a) (1-Ny(a))

(1a deuxiéme série est convergente , puisqgg son terme constant est

. . . “ v
de valeur absolue < 1). Ainsi la serlesj;. a ﬂ converge pour

k
tout kM , donc pour tout k puisque M est arbitraire , ce qui

achéve la démonstration.

Nous pouvons maintenant achever la démonstration du lemme(4.2) :
soit r <« S_?EH<N) , et supposons que pour tout AeZ , (141 ) est
inversible. Soit AOEZ : il existe s ¢ SJW(ZK N) tel que
(1+§&)°(1+q%) =1 .0n a donc (14s),(14r) = 1+9 » avec §¢& éuka)
€4 = 0 . Comme §, est petit au voisinage de Ao, 5 il existe un
voisinage U de A, tel qu'on ait Q”?ﬂg(l . Alors (14§) est in-
versible dans U , d'inverse 146, , avec 6= 2. (-f)Je S—w(Ux N) .
On a donc (1‘&1:‘)_1‘[}--1 =(1+46) ,(1+4s)-1e ™

au voisinage de chaque point de ) , et achéve la démonstration,

UxN). Ceci peut &tre répété
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85 Constructions de paramétrixes d'opérateurs a caractéristiques

multiples.

1. Soit X un ouvert de R" (le résultat de ce paragraphe se géné-
ralise aisément au cas o1 X est une variété de classe C° , mais
pour les calcls qui suivent il est commode de fixer une fois pour
toutes le systéme de coordonnées). Soit P = p(x,D) un opérateur
pseudo-différentiel sur X , de degré m. Nous supposons que le

symbole total p admet un développement asymptotique :
00

(5.1)  p(x,E) ~ Z pi(x,8)
J:

eg) (pour

les calculs qui suivent , j pourrait aussi bien parcourir l'ensem-

ble des demi-entiers positifs : j = 0,1/2,1,3/2, ...)

o1 P; est homogéne de degré m-j (autrement dit p € S:

Il est commode d'introduire l'opérateur différentiel a coeffi-

cients séries formelles de T : .

o _ I S R B - Kepl42 < @
(5:2) 07 (») = 2y (57 (R) mlxs) T y* o
I1 est clair qu'on a f)'m(Pd-Q) =6°°(P) + 6”(({) si P et Q sont
de méme degré , et il est classique qu'on a GOO(POQ) =5“(P)o€"°(q)

(P,Q4 étant considéré comme opérateur de degré deg P + deg Q) .

2. Soit J < TFx~{0} = x«x (Rn\S\O}) un c8ne lisse , de codimension p.
Nous dirons (comme dans [1]) que P est nul d'ordre k sur J_ (k

. L . . A/m,k '/\fm’k .
entier positif) , et écrirons Pe¢ (ou pe ) si pour tout
J, P; est nul d'ordre » k-2j sur 2 (il n'y a pas de condition
pour Jj > k/2) ; de fagon équivalente : G:E (P) est divisible par

4

T pour tout point (x,£)e & . Il est commode d'introduire

k - 1 EINE I &
(5.9) sk 0) = 2o An (3 o) 5 of

de sorte qu'on a GXwE(P) = kG;’: E(P) ™ mod. TF*! i (x,¥)€ DI
’ m'k ’

donc si PeXN™K ot qeAX™ ', on a o;i‘;k'(PoQ) = ¢k(p), 6l (@)
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3. Le développement de Taylor Tk(P)

Pour les propriétés locales des symboles et des opérateurs , il
sera commode d'introduire , dans un voisinage conique d'un point
(x,8)e 2, un systéme de coordonnées

)

(5.4) u= (ul,...,up) R v = (V1""’v2n—p

ou les uy (resp. vj) sont €%, homogtnes de degré O (resp. 1,
et non toutes nulles) , de sorte que , au voisinage de (x,%) , 2

soit défini par le systéme d'équations u = O . Dans toute la suite"
les lettres u , v représentent un tel systéme de coordonnées.

Si P = p(x,D) € Apnuk , i1 existe un polyn8me unique

(5.5) Tk(P) = IZL gi(v) u* » avec  a,(v) homogéne de degré
X< k
m-3k+3 [«

tel que p-Tk(P) soit nul d'ordre k+1 sur 2 , au voisinage de
x,E .On obtient ce polyn8me en ne retenant dans le développement de
Taylor de pw ZFG le long de pal que les termes dominants , c'est
A dire semi-homogenes de poids m-3k lorsqu'on attribue a v le

poids 1 et a4 u 1le poids -i (cf.[l]).

L. L'opérateur Py .
Soit Pe‘”muk .0n sait d'aprés [1] qu'il existe (au voisinage
de chaque point (x,%)€Z ) un opérateur différentiel unique

(5.6) Py = Z:eka(v) u® D:

ol ne dépend que de Vv , et est homogéne de degré m-ik+il -1d|,

n e
tel que pour tout QeAf"l’ on ait

(5.7) Tyar(PoQ) = B T,..(Q)
(1'unicité d'un tel opérateur est immédiate; 1'éxistence et la cons-
truction de P seront repris et précisés ci-dessous)

I1 est clair que ?Z. et Uk(P) ne dépendent que de Tk(P).
Pour k=0 , Py et 6k(P) sont simplement 1'opérateur de multi-

plication par la constante po(x,E)'.
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. k
5. Lien entre Tk(P) , 6°(P) , et Py .

Décomposons les champs de vecteurs r)/axs , a/ags en partie

transverse et partie tangente 4 J_  au voisinage d'un point (x,8)e 2 :

= )
(5.8) O/bxs = ’Z Bjs(v) /buJ. + T
= . ) .
ORE JZch(v) ZEPEE
ou les Bjs R st sont des fonctions qui ne dépendent que de Vv , et

pas de u , et les roos §o sont tangents a 2 , donc

(5.9) B

js buj/axs ,Z. (homogéne de degré 0)

C.
Js

buJ-/éES ‘Z (homogeéne de degré -1)

Nous noterons encore E = R" (variable y) , et N = RP (variable
u ; on peut identifier canoniquement N au fibré tangent normal

de 2 ). Nous noterons aussi

(5.10) B+ E-—>N 1l'opérateur de matrice (Bjs)
¢ : E'-»N 1'opérateur de matrice (st)
L=(B+¢C):Ex E¥sN
A= c B : NN

On a donc
(5.11) Ay = ; Cis Bys

Soit Uj 1'opérateur u.(x,D) e 001 (1a fonction uj est
seulement définie au voisinage de (x,E) , et il convient plutdt de
considérer Uj comme opérateur pseudo-différentiel opérant sur les

micro-fonctions définies au voisinage de (x,£)). On a

1
(5.12) ¢ (Uj) = géuj/bxs ye *+ auj/éqs Dys = %Bjs vy + CJ.S D
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D'autre part soit Q€ Nk » de symbole total q(x,E). Le sym-
bole total de Upo a pour développement asymptotique :

1 FIRY u
Zi';a (58) v, D q

o« J
Pour le calcul de Tk+1(UjQ) on peut bien sfir remplacer q par
Tk(Q) = b , et on constate aussitdt que seuls les termes avec |x] & 1

ont une contribution non nulle. Enfin on peut remplacer Dx par sa
S

partie transverse a 2. (formule (5.8)) , et on obtient en fin de

compte

Ties (V@) = Tyyq (uyp 4 Zauj/a-ss D, b) =u;b+ 2 C.B D b

k+1 k+1' 7 3 ks Js ks u
Finalement , puisque Ajk = %; stBks sy On a
.1 U. = u. + A.. D = u.
(5.13) (v))y PR, u (u;),

Nous pouvons maintenant énoncer le lien qui existe entre PZ_ ,
Gk(P) , et le développement de Taylor Tk(P) :

5.14)Proposition.~ Soit P Gij’k s et a=7T (P) . On a
k e,

Py = a, ’ €k(P) = a (§2 , formules (2.2),(2.9)).

L

preuve: nous venons de démontrer cette assertion lorsque P est 1'un

des U. , et bien sfir elle est vraie pour k = O . Soient maintenant
& J m',k"'

PeN™ T, qek . Posons a =T (P) , b=T.,(Q) ,

c = Tk+k'(PQ) , et supposons P = a, Q = bA , €k(P)

i

aL et

(Q) = b, . On a alors

(PQ)y = Py Qg = a, b, = (aA b)A = ¢, (d'apres (2.9))
€k+k‘(PQ) = &(p) 6k'(Q) =a b = (aA b)L = ¢ (d*apres (2.9))

Dans le cas général , si P erm,k s on peut toujours écrire P

sous la forme
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s
N
el

u\lsk

~lic4l -
ol A, est de degré ( m-3k+3l (donc A, e /T 2k+2lx\,O<J/m,k \K\)

Comme l'assertion est vraie pour les Uj , et pour les Ay (k=0) ,

elle l'est aussi pour P .

myk et K;m -
et les opérateurs pseudo-différentiels correspondants

, OP¥"). D'aprés (1] , ona a e g™k oy a e S™ en dehors

6. Dans [1] on a introduit les classes de symboles S
nsm-jr'zj
(ops™r K
de Z , et si tout point de Z posséde un voisinage conique dans
lequel on ait , pour tous ,  » et pour \v]),l s avec des constantes
CD(G convenables

Q2P m- -1 k-l
(5.15) (&) (&)%a] < ey WPV pER

Aussi d'apreés [ﬂ (5.2) , ona he W™ si et seulement si he s”
en dehors de 2. , et si tout point de b posséde un voisinage
conique dans lequel on ait , pour tous «, 5 , ¥ , et pour \v\ >1 .,

avec des constantes convenables :

Say

(5.16) [ (56T n) € FESUEINEE

By
Comme h & S—m hors de 2 , on peut , quitte a le tronquer ,

supposer qu'il est nul pour |u{> 1 . On a alors h ¢ S_OO(ZX N)

(au voisinage d'un point de 2, on identifie 2 a tR2n—p (variable

v) , e¢ N a RP (variable u) ; et on attribue aux variables u et

v de nouveaux poids : respectivement 1 et O , comme au §4). La

condition (5.16) se réécrit alors comme suit :

(5.17) Soit he S (T xN) , nulle pour u assez grand . On pose
h,(v,u) = h(Av,A"2u) . Alors he K™ si et seulement si 1'ensemble
des AT h, , Ayl , est borné dans s™¥(Z xN).

A Al 1
Soit maintenant Ppe& N™K , et Qe ops" ok (resp. oPA" ) , de
L] 1
symboles totaux p(x,%) , q(x,%) . On a PQ € ops™*m’ s K4k (resp.
V1
op¥ m+m 2k) , et le symbole total r de PQ admet encore le

développement asymptotique :
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rr D e Jg) p D* BT
e
Utilisant le fait qu'on-a u (3—) (av) q € gm- Wl ke - 18 (resp.
itm —W\*;W\—oh\) on constate aisément qu'on a
' ' vl 1
(5.18)r _ pz_q c sm+m yk+k'+1 (resp. j{p+m sk z)

et Ps est bien sdr le seul opérateur différentiel de la forme (5.6)

qui ait cette propriété .

(5.19)Remargue.— Les mémes constructions que ci-dessus peuvent aussi
étre effectudes pour étudier la multiplication & droite par P : il

existe un opérateur Py unique , de la forme (5.6) , tel que pour
v 1
tout Q < ops™ ok (resp. ops” ) on ait ,

1

) 0 LI ST §
m+m' ,k+k (resp. j{m#m sk 2)

(5.18)bis r - Pyq €S

q désignant le symbole total de Q , et r celui de QP .
L] 1] L] 1]

si QeWN™ K" | 1a classe de Q,P mod. Ops™*™ sk¥K'+1

complétement déterminée par le développement de Taylor Tk+k'(QP)

est
et si Tk(P) =a , Tk,(Q) = b , on a d'aprés ce qui préceéde

Tk+k.(Q°P) =Qs;a=Db, a=ag b (atapres (2.7))

On a donc de fagon générale Py = ag . Il est alors clair que Pg
est inversible a gauche (resp. & droite) si et seulement si Py est

N

inversible & droite (resp. é'gauche) s puisque c'est la multiplica-

tion a droite par a = Tk(P) dans l'algébre lA .

7. Constructions de paramétrixes.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le théoréme que nous
avons en vue : soit P sJVm’k . Nous supposons P transversalement
elliptique le long de 2. , ie. P est elliptique (de degré m) en
dehors de 2 , et tout point de 2_ posséde un voisinage conique

dans lequel on ait (avec ¢ > 0 convenable)

(5.20) ]po(x,Z)! y o ™ ™ .
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De fagon équivalente : P est elliptique de degré m hors de 2,
et a = Tk(P) est elliptique de degré k en chaque point de 2 .
Cette définition se généralise aussitdt au cas des systemes (ie.
P est une matrice a coefficients dans Jvm,k) ¢ nous dirons que P
est transversalement elliptique a gauche (resp. a droite) s'il est
elliptique & gauche (resp. a droite) en dehors de 2> , et si a =

Tk(P) est elliptique a gauche (resp. a droite) en chaque point de Z-

(5.21) Théoréme.- Soit P un systéme d'opérateurs pseudo-différen-

tiels , de degré m , nul d'ordre k sur > , transversalement

elliptique & gauche (resp. a droite) le long de J. . Les assertions

suivantes sont équivalentes :

(i) P posséde une paramétrixe & gauche (resp. i droite)

Qe ops™™ Tk,

(ii) P, est inversible & gauche (resp. & droite) en tout point
de 2 .

(iidi) 6k(P) est _inversible 3 gauche (resp. & droite) en tout
point de z .

(iv) Pour_ tout point (x,%)e Z , il existe C > O tel gu'on
ait , pour e Co(®") Wiz ¢ c Is¥(p).wi L2
(resp. la méme assertion pour l'adjoint Sk(P)¥ ).

s+m-1k

. . . s . .
(v)Pour toute distribution f , Pf € H) . implique f e H

(resp. la méme assertion pour P*)

(pour la derniére assertion , nous supposons P propre , de sorte

que Pf est bien définie , sans restriction sur le support de f ).

Il est clair que l'assertion (i) implique toutes les autres (en
particulier la derniére , parceque la paramétrixe Q & ops™™» K R
qu'on peut toujours choisir propre , est continue Hioc—» Hizz-%k).
Par ailleurs , si a = Tk(P) , on a , avec les notations ci-dessus ,
A Gk(P) =a; . Or a est elliptique a gauche (resp. a
droite) , et L est surjectif (car les différentielles duj =

RZ = a

%;Bjs dx_  + st dES sont lindairement indépendantes) ; 1'équiva-
lence de (ii) , (iii) , (iv) résulte donc du théoréme3.1 et de la
proposition3.2 . Reste a prouver que (ii) implique (i) , et que (v)
implique (iv) .

Nous commengons par prouver l'implication (ii) =>(i) pour une

paramétrixe a droite (1l'éxistence d'une paramétrixe a gauche se traite
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de fagon complétement analogue grice a la remarque (5.19)). Nous nous
appuyons sur les résultats de [1) , en particulier la proposition(6.1)
et les résultats d'éxistence de symboles ayant un développement
asymptotique donné ([1], §1). Remarquons pour commencer que le prob-
léme est local , car si P posséde une paramétrixe a droite , de

-m, ~k
classe OPS

en posséde une globalement , comme on voit aussit8t par partition de

au voisinage de chaque point de T*X-~0 , elle

l*unité.
Remarquons maintenant qu'il éxiste Q, & oPs™ ™K te1 que
-1—

PQ =1Id -R, , avec Rieopsf’1

est transversalement elliptique & droite , on a

(par exemple : puisque P,

(po p:- + lgl 2m~-k Id)-l e S~2m,—2k

d'aprés {11, §1 , et on peut prendre qQ = ql(x,D) , avec qi(x,E) =
2m-k -1
pX (p, P% + 191577 1d) 7))
D'aprés [1] , §1 , il existe Q2 tel qu'on ait , pour tout entier

- 3 -3N, -N = Id -
N, Q oyt (Rl) & OPS On a alors PQ,Q, = Id - R, , avec

iN. -
R, & OPX® = [l0PS zN,-N
Notons r, le symbole total de R2 » tronqué de fagon qu'il
soit nul pour |u\< 1 comme plus haut. Comme P; = a, est inversi-

ble & droite en tout‘point de 2_ , le théoréme(4.1) affirme que Py
posséde un inverse i droite de la forme b, , avec b € S-k(Zb<N) »
b, est coztinu sur S-M(Zx N) , et par raison d'homogénéité on a
b,(hy) = Azk'm(bA(h))'\ pour tout A >0 , et tout h e S™(LxN) .
En particulier il résulte de (5.17) qu'il existe un opérateur de
Hermite Q3 € OPK%k-m tel que le symbole total q, del Q cofncide
avec b,r, pour |u/< 1 ; on a alors P Q3 - Ry € 0PA™2 (puisque

Ps Qq = r, pour jul< 1, et d'aprés (5.18)). On a donc

P (QQ, + Q) = Id - Ry

1
avec R3 € OPX™2 ., Finalement R est de degré < 0 , et il éxiste
™ s : _1
un opérateur Qu ~ %; (RB)J (on a Qh ~ Id € OPA"Z) , Si on pose
Q = (@ +Q,)Q, ,onabien Qe ors™™ ™, et PQAId .

Montrons enfin 1'implication (v) =>(iv) (cf. aussi {13]). D'aprés
L. H8rmander [12] » l'assertion (v) a la conséquence suivante : pour
tout compact K< X , il existe C > O tel que pour x &€ K et l?L)l
on ait , pour toute VY& Co(Rn) s
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B fwh 22 ¢ C(\\PN,X’g\P“iz + BN 2 “}'“Ds\v(y)\z dy )

LN

ol on a posé

p —m-L| +1
Py, x, ;}—@—. (5%)“ (,;%) p(x,%5) \§ ™ B +318) o« n;‘

fr8{<N

Appliquons ceci au point (x,A%) , avec (x,§¥)eZ , [El=1 ,
M —9% , en choisissant N = k+1 . On voit aussit8t que ‘AEKPN x AT
» b4
tend vers Gi §(P) pour A—Mw, et on obtient donc & la limite

(puisque N tend vers 0)

WiZ2 < clék (@) .22

ce qui implique (iv) d'aprés la proposition3.2 ,

Comme on a dit , le théoréme3.1 facilite 1'étude de l'inversibi-
1lité d'un opérateur différentiel de la forme ap mais celle~ci est
loin d'&tre compléte en général. Elle l'est néanmoins lorsque a est
un polynéme elliptique du second degré (cf. [5],[151) , et le criteére
de [5] ou Y}B] se traduit en le résultat suivant (qui généralise le
résultat de [5] parceque la restriction a 2: de la forme symplec-
tique canonique de T¥X n'a plus besoin d'é&tre de rang constant ,
et qui précise le résultat de [13] en affirmant 1'éxistence d'une
paramétrixe d'un type particulier) :

Soit P e}Vm’2 (ie. nul d'ordre 2 sur Z: ) s, transversalement
elliptique le long de 2 . On suppose que le symbole principal P,
prend (localement) ses valeurs dans un angle (strictement convexe )
"c ¢ . Notons Q 1la matrice hessienne de P, (identifiée a une
forme bilinéaire symétrique) , et A la matrice fondamentale de
P, (définie par Q{u,v) = 6(u,Av) , o G est la forme symplecti-
que canonique de T*X) : en tout point de P s les valeurs propres
de A sont de la forme gZiAk (k=1,...,n) , avec Aké " . soit
d'autre part V = ker A2n le sous-espace spectrgl de A relatif
3 la valeur propre O , et Iz(P) =Py - (1/2i)1z_32po/axja‘€j le
symbole sous principal (p0 s Py sont les deux premiers termes dans
le développement asymptotique p ~ P, + Py + ... du symbole total

de P) . Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) P posséde une paramétrixe bilatére Q & opg™™s ~2

(ii) Pour tout (x,8)e 2 , tout multi-indice & = (a(l,...,Nn) ,

et tout vecteur complexe v € V , on a

Z@u1) Ny + a(v,¥) + 1,(P) # 0

s+m~1

. s . .
(iii) pf € Hi . implique f & H
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