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PROPAGATION DES SINGULARITÉS DIFFERENT IABLES POUR

UNE CLASSE D* OPÉRATEURS DIFFERENTIELS A COEFFICIENTS ANALYTIQUES.

Par Jean-Michel BONY

Cet article est consacré à l'étude des opérateurs (pseudo-) différentiels

analytiques P dont la variété caractéristique est régulière, involutive, de

codimension n > 1 , et qui satisfont à une condition de Levi ([?], [20]). Pour

les hypothèses précises, voir le n° 1 . 1 e

Nous démontrons que si une distribution u vérifie Pu. ç ^°, le spectre

singulier différentiable (wave front) de u se propage le long des n-feuilles

bicaractéristiques. Nous démontrons également la résolubilité microlocale de P

dans les distributions et dans les fonctions ç^ .

Dans [B.S,], nous avons démontré des résultats du même type, sans condi-

tion de Levi, pour le spectre singulier analytique des hyperf onctions. II est

ici indispensable de faire une telle hypothèse, le comportement des singularités

différentiables étant fort différent en l'absence de condition de Levi. ("Voir

[4L [5], [13]).

Dans [20]» J. Sjostrand a démontré les mêmes résultats que nous, lorsque

l'opérateur P est à coefficients (̂ °, mais avec des restrictions sur la mul-

tiplicité des caractéristiques complexes de P. Il s'agit là d'un phénomène

qui n'a rien de technique. Si ?(x,D ) est un opérateur elliptique que nous

faisons opérer dans ]R x ]R, sur les distributions u(x,t), il satisfait àx "c
nos hypothèses sur la variété caractéristique et à la condition de Levi. La

propagation des singularités appliquée à u(x)ô(t), où u vérifie Pu = 0,

entraîne que u s'annule identiquement si u est nulle au voisinage d'un point.

Ce travail (coefficients analytiques) et celui de Sjô*strand (caractéristiques
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complexes au plus doubles), correspondent aux deux cas les plus typiques d'uni-

cité du problème de Cauchy.

Cette remarque justifie également l'emploi de nos techniques : utilisation

des valeurs au bord de fonctions holomorphes à croissance lente pour traiter de

singularités différentiables. La transformation de Fourier prendrait plus dif-

ficilement en compte l'hypothèse d'analycité des coefficients. En quelque sorte,

notre méthode consiste à démontrer "avec paramètres", que les solutions d'équa-

tions elliptiques à coefficients analytiques sont restrictions de fonctions ho-

lomorphes.

Nous suivrons de très près la démonstration de [B,S«] : se ramener par

transformation canonique au cas d'un opérateur P(x,t,D ,D.) partiellement el-x u
liptique en x ; démontrer un théorème de Cauchy-Kowalewski pseudo-différentiel

dans le domaine complexe ; en déduire des théorèmes d'existence et de prolonge-

ment pour les solutions holomorphes de P(z,w,D ,D ) f(z,w) = 0 ; en passant

aux valeurs au bord, démontrer qu'une solution u(x,t) de P(x,t,D f),)u(x,t)=o

est restriction au réel de u(z,t) holomorphe en z ; enfin utiliser la pro-

pagation des singularités pour les distributions partiellement holomorphes.

Les points nouveaux qui apparaissent sont les suivants.

Depuis les travaux de Martineau ( [ 15 ] , [l6], [17 ] ) , t»ien peu a été écrit

sur les relations entre distributions et hyperf onctions, alors que de nombreux

développements sont apparus. Nous consacrons un appendice à ce sujet, en n'énon-

çant au no 1 .2 . que ce qui est indispensable pour la lecture de notre article,

Ainsi, sous des hypothèses convenables sur les spectres singuliers, on peut dé-

finir / K(x,y) u(y)dy comme distribution [F.I.O.l] et comme hyperfonction

[S.K.K.]. Il nous faut démontrer que les deux définitions coïncident, ce qui

contient le cas des opérateurs pseudo-différentiels, et des transformations

de contact quantifiées / opérateurs intégraux de Fourier. Il nous faut également

démontrer que les trois notions de spectre singulier analytique de Sato [S.K.K.]

de Hormander [n] et de Bros-Iagolnitzer [l], [2] sont les mêmes pour les dis-

tributions.

En second lieu, nous devons démontrer un théorème de Cauchy-Kowalewski

pseudo-différentiel, en contrôlant non seulement comme dans ["B.S.1 la forme

géométrique des domaines d'existence, mais encore la croissance des solutions

(c'est là qu'intervient de façon décisive la condition de Levi). C'est l'objet

du paragraphe 2, où la nécessité de tenir compte des commutateurs complique

encore le calcul pseudo-différentiel.
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PROPAGATION DES SINGULARITÉS...

La transformation du théorème de Cauchy-Kowalewski en théorèmes d'existence

et de prolongement suit de très près [BoSo] et nous nous permettons d'être un

peu plus rapide sur ces points» La différence essentielle est qu'il faut contrôler

la croissance des fonctions holomorphes dont on prend la valeur au bord, et que

tous les arguments de cohomologie doivent être remplacés par des arguments de

cohomologie à croissance.,

On obtient ainsi la résolubilité microlocale, le caractère partiellement

holomorphe des solutions, et, en étendant les résultats de [F.1.0.II.] sur la

propagation des singularités des distributions partiellement holomorphes, le

résultat final.
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§ 1. ENONCE DES RESULTATS ET REDUCTION AU CAS PARTIELLEMENT ELLIPTIQUE.

1 , 1 , Notations et énoncé du théorème principal,

Soit P(x,D ) un opérateur pseudo-différentiel analytique d'ordre jj, ,

défini au voisinage d'un point (x ,^ ) de IR^ x (n̂  \ J O } ) » soit p s011 sym~

bole principal et V = ((x^lP (x»^) = 0} sa variété caractéristique. Nous

ferons les hypothèses suivantes sur P .

( l .1 . l ) V est une variété analytique réelle non singulière, de codimension n.

d.1.2) P (x>£) s'annule sur V exactement à l'ordre m, c'est-à-dire que
P.

pour tout point (x,^) de V et tout vecteur (AX, A^) transverse en (x,^)

à V, il existe a ^ 0 tel que l'on ait

P (x + eAx, Ç + eAS;) = o. ̂ m + o(e).

\»
d.1.5) V est involutive, et la restriction de la 1-forme canonique 2 Ç.dx.

1
à V est partout non nulle.

Si q (x,^),..., q (x,^) sont des fonctions homogènes de degré 1 , s'annu-

lant sur V, et dont les différentielles sont linéairement indépendantes sur V,

la condition ( 1 . 1 . 5 ) signifie que

{q.. yq. • } = 0 sur V, et

dq , . . • , dq , s S.dx. sont linéairement indépendantes sur V. Il résulte de la

condition ( 1 .1 ,2 ) que l'on peut écrire

P (x^) =Ç a (x»^ ̂ ^
^ [ a | =m a

avec a = (a > • • • > ce) ^ ^ = q . 1 • • • q 1 1 » ou les a sont homogènes de

degré u-m et vérifient

73 a (x,ç) u" ^ 0, pour (x,^) ç V et u = (u ., u )̂ ^ 0.
|o[=m a

La condition suivante est le condition de Levi ( [? ]> [20])

( 1 . 1 . 4 ) Soient Q.(x,D ), i = 1,.. . , n des opérateurs pseudo-différentiels de
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symboles principaux respectifs q^(x,ç), il existe alors des opérateurs pseudo-

différentiels A (x,D^), 0^ |a| ^ m, d'ordre p-m, tels que

P(^,D ) = C A (x ,D) Q(x,D )a.
q^Tfim a x

Cette condition, indépendante du choix des Q., est en fait une condition

sur les termes d'ordre ^, p-1,..., p-m+1 du symbole de P.

Nous aurons à utiliser les deux notions suivantes pour décrire les singu-

larités d'une distribution u sur un ouvert eu. Nous montrerons en appendice

que le spectre singulier analytique de [S.K.K.] coi-ncide pour les distributions

avec le support essentiel de Bros-Iagolnitzer [ 1 ] , [2] et avec le front d'onde

analytique de Hor mander [n].

Spectre singulier analytique SSA(u). C'est un sous-ensemble fermé de oo x S^"1

caractérisé par la propriété suivante. Un point (x ,^ ) n'appartient pas à

SSA(u) si et seulement si il existe un nombre fini de cônes r d-e 1^ tels
a '

que ^o ^ r ' et des fonctions holomorphes f définies dans l'intersection de

B^ + ir et d'un voisinage de x , telles que l'on ait u = z b(t ) au voisi-

nage de x. [On a noté ici r° le polaire de r, et b(. ) la valeur au bord].

Spectre singulier différentiable SSD(u) [ou wave front]. C'est un sous-ensem-

ble fermé de a) x S caractérisé par la propriété suivante. Un point (x ,? )

n'appartient pas à SSD(u) si on peut trouver une fonction m ç g°° , égale à 1

au voisinage de x^, telle que (pu(^) soit à décroissance rapide dans un voisi-

nage conique de la direction ? .
-o

Rappelons enfin que, sous les hypothèses ( 1 . 1 . 1 ) et ( 1 . 1 . 5 ) , les champs

hamiltoniens H^ forment un système de îrobenius sur V et définissent loca-

lement un feuilletage de V par des feuilles de dimension n dites feuilles

bicaractéristiques,

THEORÉM^ 1.1.1.-.Su££Qs^^ue. P vérifie ( 1 . 1 . 1 ) . ( 1 , 1 . 2 ) , d.1.5), ( 1 . 1 . 4 )

au voisinage de (xo,g:o). On a alors
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a) (Existence o2) ). Soit v une distribution définie au voisinage de x , II

existe alors une distribution u, définie au voisinage de x , telle que

(x^,^) / SSA(Pu-v)

b) (Existence (f0). Soit (̂  une distribution définie au voisinage de x , telle

que (x ,ç ) ^ SSD(^)e II existe alors une distribution m, définie au voisinage

^e. x^, telle que (x^,^) / SSD(y) ^ ^o'^ ^ SSA^ - ^ •

c ) (propagation des singularités). Soit u une distribution définie au voisinage

de x , telle que (x ,^ ) / SSD(Pu). Alors, au voisinage de (x ,^ ), l'ensemble

SSD(u) est réunion de feuilles bicaractéristiques.

Remarque. Iris à la lettre, l'énoncé précédent n'a de sens que si P

est un opérateur différentiel. Si P est un opérateur pseudo-

différentiel (au sens de ([S.K.K.]) qui . n'est défini qu'au voisi-

nage de (x ,^ ), nous verrons en (l,2.5 ) e"b ( l .2«6) que Pu désigne une dis-

tribution définie modulo des distributions dont le spectre singulier analytique

ne contient pas (x ,ç ). Le sens du théorème 1 . 1 . . 1 . est alors clair.

1.2. Distributions, hyper fond ions et microfonctions.

Nous énonçons ici sans démonstration un certain nombre de propriétés qui

seront utilisées de manière courante dans la suite du texte. Certaines figurent

dans [S.K.K.], [ 1 5 ] » [l9] e^ [B.S.], d'autres seront démontrées en appendice.

1 . 2 . 1 . Les faisceaux des fonctions analytiques, des fonctions ^00, des dis-

tributions, des hyperfonctions s'identifient à des sous—faisceaux les uns des

autres : <X c: Ç00 c o2) * c: % [dans ]R muni de son orientation et de sa mesure

de Lebesgue]. On. peut voir cette identification de la façon suivante.

Si r es^ "̂  cône ouvert convexe de IR , si cjû est un ouvert de ]R , et

si f est holomorphe dans l'intersection de a) + ir et d'un voisinage complexe

de oo dans ffi (nous noterons f ç (^(œ + ir) » orl peut définir la valeur au

bord b(f) ç JB(J.
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PROPAGATION DES SINGULARITÉS...

Si f est à croissance lente (c'est-à-dire |f(x+iy)[ < C|y [ pour N

convenable), alors b(f) = lim f(x+iy) C o?)', la limite existant au sens
y-* 0, y e r

des distributions dans ^ „

Si f est bornée ainsi que toutes ses dérivées (ou ce qui revient au même,

s'il existe N tel que pour tout a o11 aî  ID0^ f(z) | < C |y[ ), la limitei z ' — a

est de classe (S °°o

1 e 2 . 2 o Soit u une distribution, et r u-ne famille finie de cônes ouverts
a

convexes de IR. , tels que les intérieurs de leurs polaires (int r ) recouvrent
a

S « II existe alors des f ç/y(o)+ir ) a croissance lente, tell es que
a a

u = S b(f ) dans ^ (cela peut se démontrer facilement, voir par exemple le
a

n° 4.1.) .

La même conclusion est valable (avec la convention habituelle si SSA(u)=/)

si H) x U(int r ) recouvre SSA(u). Cela résulte de l'identification de SSA(u)
a

avec le support essentiel de Bros-Iagolnitzer (voir A 2.5, et le n° A 9).

1.2.5. De même, si u est de classe ïf° , et si les int r recouvrent
a

SSA(u), il existe des f ç (^(LO^- ir ) bornées ainsi que toutes leurs dérivées,
a a

telles que u = Z b(f ).
a

Si u est une distribution, et si les int r recouvrent SSD(u), il
a

existe m de classe ^00, et des f ç (?(œ+ ir ) tels que
' a a

u = y + S: b(f ).
' a

1.2.4. Le faisceau Ê des microfonctions sur ]R11 x S11"" peut être défini par

e(u)=—————^à—————— po^r U c r œ x ^ " 1 .
{ue3î>(J|ssA(u)cGu}

Si u c33(o ) )> oïl lui associe ainsi canoniquement un élément, fréquemment

(et abusivement) noté encore u, de 6 (a) X S )e Ce dernier est nul si et

seulement si u est analytique»

Nous définissons les sous—faisceaux oQ* et 6 °° sur ]R x S (faisceaux
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des microdistributions et des microfonctions différentiables) comme étant les

faisceaux associés aux préfaisceaux :

U^ ^fe11) „ ^ S°°tf1)

juc ^' CR11) | SSA(u)c: CUJ juç ç00^11) | SSA(u)cC UJ

Une microfonction u ç ^(u) appartient à o& (u) [resp, £'°°(u)], si pour

tout compact K de U, on peut trouver une distribution [resp, une fonction

g °°] e telle que, en notant encore 9 l'élément de d (a) X 33 ) canonique-

ment associé, on ait u = 9 au voisinage de K.

Pour u ç&(u), nous noterons SSA(u) le support de u, et SSD(u) le

complémentaire du plus grand ouvert V tel que uj GÉ00^)*

Remarque» Ces notations sont un peu abusives, mais sans grand danger. Nous

manipulerons en fait le plus souvent des représentants (de vraies distributions)

d'éléments de 08 (u), mais il faudra toujours lire les égalités comme des éga-

lités dans <Z) (u) [c'est-à-dire module les distributions qui sont micro-analy-

tiques dans U] • De même, comme nous allons le voir, un opérateur pseudo-diffé-

rentiel défini dans U, appliqué à une distribution, ne définit qu'un élément

de <2)'(u).

1.2.5. Les opérateurs pseudo-différentiels d'ordre fini constituant un fais-

ceau d'anneau ^ sur ]R11 x S11" • II résulte de 1.2.6. ou de A 1 0 que P opère

également de <2) (u) dans lui-même et de fe^u) dans lui-même. Les faisceaux

^ f ̂  f S°° sorlt ainsi munis d'une structure de y-module à gauche.

1.2.6. Supposons que U contienne a) x [^ [ |^ ' | < k ^ } ou û) est un ou-

vert de ]R , et soit f ç O'(o)+ iû) ou G est le cône de révolution défini par

x > k j x ' j . La valeur au bord b(f) est canoniquement identifiée à une micro-

fonction sur (A) x S11" , à support dans ^ x G°. La microfonction Pb(f) est

alors une microfonction sur U, à support dans a) x G0» e'b on peut en la prolon-

geant par 0 en dehors de TJ la considérer comme une microfonction sur ^ x S11" ,

50



PROPAGATION DES SINGULARITÉS...

Il existe alors g £ (^(LÛ+i&) telle que l'on ait pb(f) = b(g).

Rappelons comment dans [B,S.], en nous inspirant de [12 ] , nous donnions

une construction de g. Soit z l'hyperplan de Œ11 d'équation z = iç .

On sait alors définir l'opérateur P (voir no 2 .1 . plus loin). Pour g assez

petit, P f ç^(o)+iG), et on peut prendre g = P f, la microf onction b(g) ne

dépendant pas du choix de e. Les majorations du no 2.5. montrent que si f est

à croissance lente [resp. bornée ainsi que toutes ses dérivées], il en est de

même de P f.
2j

1.2.7. Transformations de contact quantifiées (opérateurs intégraux de Fourier)

Soient U et V deux ouverts de ]R11 x s11'"1, et T un difféomorphisme ana-

lytique de U sur V qui conserve la structure de contact (ou, ce qui revient

au même, une transformation canonique homogène de degré 1 , entre les ouverts

coniques U et V de I^xI^ÎO} associés).

Il existe alors, de manière non unique, un isomorphisme T de ^P , sur

î j , de & l sur 6. , compatible avec les structures de faisceau d'anneau

pour f , et de faisceau de ?-module pour 6 , qui respecte les sous-faisceaux

oZ) et g00, et compatible avec l'action de T sur le symbole principal

(voir A 1 1 . ) .

1 .5. Forme réduite de P et nouvelles notations,

D'après les hypothèses ( 1 . 1 . 1 ) et ( 1 . 1 . 5 ) faites sur l'opérateur P, il

est possible de trouver une transformation canonique T, telle que en nommant

1 ' * ' ^n' t ^ " 9 t -n^ les nouvelles coordonnées, l'image de (x ,^ ) soit le

point x = 0, t = 0, Ç = 0, T = T^ = (l,0...0), et l'image de la variété carac-

téristique V soit définie par F = 0.

Soit T une "transformation de contact quantifiée" associée à T, et

transformant les microfonctions appartenant à <2>* ou &00 en microfonctions

de même nature ( 1 , 2 , 7 ) 0 En appelant encore P le produit de î(p) par un opéra-
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leur elliptique d'ordre -n+m, on est ramené à démontrer le théorème 1 . 1 , 1 .

dans le cas suivant :

^ =^ x^ ; x £E11, t e^, (ç,,) £ B^11-1

P(x,t,D ,D,) est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre m, défini

dans un voisinage U du point x = 0, t = 0, ^ = 0, T; = q;® = ( t ,Q...O). On a

P(x,t,D^D,)= Y- A(x,t,D,,D^
Ojjo[0i

où les A sont des opérateurs pseudo-différentiels d ' ordre 0 dans U, de sym-

M ^ C ^ \ { 0 } , Y^ a (x,t,0,q;)^ ^ 0, ^our. (x,t,0,ï) e U.
[ a [ =10- a

Le théorème 1 . 1 . 1 . résultera alors du théorème suivant, plus précis sur deux

points. D'une part la propagation des singularités apparaît comme conséquence

d'un théorème de régularité (les solutions de Pu = 0 sont partiellement holo-

morphes en x). D'autre part, dans le théorème d'existence, on a un. contrôle

du support de la solution.

THÉORÈME 1.^1,-

a) Existence microlocale. Soit v appartenant à oQ (u) [resp. ^""(u)"].

Il existe alors u appartenant ^ oZ) ' ( U) [resp. Ç °°( u) ] solution _d_e,

SSA(Pu - v) ^ (0,0,O,T^).

b) Existence précisée. Soit Q un voisinage de 0 dans K114"1^ ĵ b. K

un c ompact de E avec Q x K c U. Pour tout voisinage K' d^e K, ^b, pour

to^t v appartenant à 08'(a x S11'1"1^1), avec SSA(v) c a x K, j^ existe a'

voisinage de 0, ^b. u ç ^'(^x S""^^1) avec SSA(,u) (= Q' x K', solution de

Pu = v.
•

c) Régularité. Soit u appartenant à otf ' (u) , solution de Pu == 0. Il existe

alors un voisinage U ^e. (o,0,0,i;) dans ^ x ̂  x S2114"^1 , et il existe

u £ o^'(u), solution de ô/.^- u = 0 ( j = 1 , . . . , n ) telle que la trace de u

sur K11"1^ soit égale Ja. u.
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PROPAGATION DES SINGULARITÉS...

d) Propagation» Soit u appartenant à < 0 ( u ) . telle que l 'on ait

SSD(Pa) == jf) ^_ (0 ,0 ,O ,T^) ç SSD(u). Soit F la composante connexe de

(0 ,0 ,O ,T^ ) dans {(x,!,^) C U| t = 0, ^ == 0, T = r }, Alors on a F c SSD(u).

L'utilisation du théorème 2.2.2 de [S.K.K. ch. Il] (théorème de préparation

de Weierstrass) permet de se ramener à une forme de P polynomiale par rapport

à D-y .
-"-n

PROPOSITION 1,^,2. J3_ existe des opérateurs E ^b. P définis _au voisi-

^^e d-e (0,0, O,T^) tels que l'on ait P = EP, et que E soit elliptique, et

que P soit de la forme

P(x,t ,D D ) = D^ + 7"; A (x,t ,û ,D JD"
n O^^m a x t x

o^<m

ou les A sont des opérateurs pseud or-différentiel s d ' ordre 0, ne dépendent

pas de D- .
-Si

§ 2- ESTIMATIONS A CROISSANCE POUR LES SOLUTIONS DU PROBLEME DE CAUCHY

PSEUDO-DIFFERENTIEL DANS LE DOMINE COMPLU.

Il nous faut compléter, et compliquer, les résultats de [B.S.] (§ 2 et 5),

pour faire intervenir la croissance des solutions (d'où la fonction \(z )). De

plus, les commutateurs font apparaître des opérateurs de simple couche le long

de z qu'il nous faut également estimer.

2 . 1 . Rappels et compléments sur les opérateurs pseudo-différentiels dans le

domaine complexe.

Nous nous plaçons dans l'espace complexe Q^ de point courant z= (z ,z ' )

et reprenons les notations de [B.S.] § 2. Soit ?(z,D ) un opérateur pseudo-
z

différentiel, dont le symbole ?(z,ç) est défini pour z voisin de 0, et pour

Ç vérifiant |çj ^ kj ̂  .
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Rappelons qu'un ouvert convexe Q est dit k - 2 -plat, où k est un réel

> 0, et Z 1^1 hyperplan d'équation z = Q , s± on. a î

( z ç Q ; S e z ; |z - z 1 > k|z -z [ j == 2,..., v) implique (z ç Qnï).
i i — J tJ

Si ^ est un. ouvert k-z-pla^ suffisaimnent voisin de 0, avec k < k ,

on sait alors [B.So, prop. 2.5,5.] défini l'opérateur P de 0 (a) dans

lui-même, et on a

P f (z ) = f K(z,z-z) f (z) dz
z J ZyZ

où K est le noyau de l'opérateur P(z,D ), et où y est un y-cycle s'appu-z

yant sur E convenable.

Si P est d'ordre < 0, le noyau K(z,w) est du type suivant :

K(z,w) = m(z) + N(z,w) log w ,
w . • »w \

1 v
avec [B.S., n° 2.2.]

, ___ a"a (z) w f i ,

^ .1 .1) ^)=—^ 2=:. -CT-^ < l a l •
1 v a >0,a.<0 1

|a|i01

w.
la série convergeant normalement pour l — [ < k et [w | assez petit.

J

Pour énoncer la proposition suivante,nous posons, comme dans [B.S.] n° 2.4>

pour z appartenant à a» et pour I c J 2 > . . . » v]

d ( z ) == inf î sup j z . — z . [ j ^ C Q Q^ z . = z . pour j ^ I j.
1 ^ 1 1 J J

Pour toute fonction \ positive, définie sur Q et ne dépendant que de

z , nous poserons

\(z ) = sup \[tz + d-t)o].
1 t £ [0 , l ] '

PROPOSITION 2 . 1 . 1 . Supposons P d'ordre < 0, soit (l,J) une partition

de {2,. . . , v } f et soit Q un ouvert k -^ - plat assez voisin de 0, avec

k < k . Il existe alors une constante C telle que, si f ç (^(o) vérifie une

majoration :

l^z) ] ^ ̂ (zjd^zr^zr1 , on ait

|p^f(z) | ^ C ^z^d^z)-^^^)-1.
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La constante C ne dépend, que de k , d'une borne du diamètre de Q, et

des majorations vérifiées par le symbole de P. En particulier, si P dépend

continûment d'un. paramètre, on peut choisir C (localement) indépendante de ce

paramètre.

Le résultat étant évident pour la multiplication par m(z), on peut se

ramener au cas où le noyau K de P est de la forme K(z,w) = N(z,w)log w o

On a alors ([B.S.] no 2.4)

P f(z) == 2iiT i' N(z,z-z) f(z) dz où y est la y-chaine :

Y
y : [0,1] x TT^1 — Q [^=^1

y (t) = Z 4. t (o - Z )
1 1 1 t 1 2i7lt-

Y^-^Ea^r |o-z j ]e ^ ,

où les a. > 0 sont convenablement choisis, et k < k < k , 0 n a alors

|P^(z)[ ^ 2 i 7 t f \ ( ^ ) d^z)"1 c^(z)""1 [ N ( z , z - z ) [ [ d z [ .

Y
II est facile de voir que \(z ) < \(z ), tandis que la proposition 2.4.2, de

[B,S.] prouve que l'on a

2±nf |N(z,z-z) | d^z)"1 d^zF^dzl ^ C d^(z)-1 dj(z)-1

Y
d'où le résultat (avec la dépendance précise de c).

2.2. Opérateurs de simple couche.

DEFINITION 2«2.1. Si Q est un ouvert k - £ -plat voisin de 0, nous

appellerons opérateur de simple c ouche, un opérateur du type

' f (z) = / L(z ,z-z*) f ( z ' ) dz 'T f(z) = L(z,z-z*) f ( z ' ) d z
" J • V *Y

où y ' est la frontière distinguée d'un (y - 1 )-poly disque de l'hyper pi an z,

centré au point ( ç ^ z * ) , de rayon au moins égal à — |o -z | , et où le noyau
o

L est du type suivant :

(,,„ .(.„). ̂  ̂ ^.ny' ^
la série convergeant normalement pour |-4| < k , |w | < r et z voisin de 0—————————a———————————-s-—— i^.» | _l o ' 1 ' o — —————
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PROPOSITION ? .? .? . .SojJL T J^ ̂ Ê£âÏ̂ îl âê ̂ a -̂ê ̂ l̂ê, M ̂ .1 Q ^n

ouvert ^o~ ^-^-ât^^ê^Z2iÊi£.Éê 0. ^_ ,eja^Le. _aj_ors mie constante C telle

^ê.,™ f ç ( T ( Q ) vérifiât | f (z ) |^ (z^) d^z)-^)-1, ^n ̂ 1 T f 6 ̂ )

M |Y(z)| ^ C { ( z ^ ) d^z)-1 dj(z)-1,

M constante C iî̂ l indépendante ̂  Q (assez petit) .ej, ̂ e. dépenciant

^^ ̂ jâ^ ̂ £2^ ^e. là ̂ ffl^ (_en norme) à^ la séné intervenant dans (2 .2 .1) .

On voit facilement en effet que, si z ' vérifie z ' == o et

1 . d ( z) 1

~ zj l = F" l ° "~ Z 1 1 ' on a ^^ < ~—— • ^ a ^oîico - — <-

|T^(.)| i 4(2,)v-1 K(o)d/z)-1 2 ̂ ,(z) k^'l |o - . |P

d*où le résultat.

PROPOSITION P.P.^ ̂  T ^st .un opérateur ̂  simple couche. ̂  ̂ _

j = 2,..., y, .on, .a,, pour f ç ^(a)

JL T f - T ô f ^ c , f .
ôz TZ1 - ̂  ÎT: + Y

J ^
^y. S est ĵ n. opérateur de simple couche.

On a .en. effet ,—— ^f = ̂  ̂ - (z,z-2)f(2)^ , /' ^ ̂ _^ ̂  ̂
u Y *3 Y 1 1

et, par intégration par parties,

J^ (z,z-z)f(z)dz =jTL(z,z-S) ̂  (2)dl
J

 ZJ
d'où le résultat, le noyau de S étant ^

ôz *
J

PROPOSITION p.p,4. ^_ T ̂  ̂  opérateur ̂  simple couche, .on. a

0 m -p. ç, .p <——^ -, Ôf

ô z ^ V = soEf + 2^ s^ oT -

-^ ^ .êtle .̂ S^ ^ont des opérateurs de _sj^^ ̂ ^_^_

En dérivait (2 .2 .1) par rapport à w ^ , il apparaît des termes en

Q)' w^-1 et des termes en ^ (^^V, et on peut donc écrire
J '

^-L(z,w) = L (z,w) ̂  ^-L (z,w),
1 J=2 ^ J

où L^ et les L^ sont des noyaux d'opérateurs de simple couche.
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Mais la série de Laurent en w. de — L.(z,w), ne possède pas de termes

1 ^en — . On a donc
w.

J- L . ( z , w ) = —— M . ( z , w )
W . ,) Ô W . J

d <3

où les M. sont des noyaux d'opérateurs de simple couche.
J

On a p /»
olr Y = J r̂ (^-^c^ + / L^(z,z-2)f^)dz

1 Y ' 1 " Y '
x, p Ô M

+ Ï^ o- (^-S)^)^
^ "Y* ^

ce qui démontre la proposition, à l'aide d'une intégration par parties,

Remarque 2.2.5. Si P est un. opérateur pseudo-différentiel d'ordre 0,

de noyau K(z,w) == ————-— + N(z,w)log w l'expression ( 2 . 1 . 1 ) de N montrew . • • w \
1 v

que 1'on peut écrire
y

N(z,w) = L^(z,w) + C ^ ^(z^)
J—<- <]

où L et les L. sont des noyaux d'opérateurs de simple couche. Par l'argu-

ment ci—dessus, on peut également écrire
v ^

N(z ,w) = L^(z,w) + ^ ^- M . ( z , w )
^- J

où L et les M. sont des noyaux d'opérateurs de simple couche.

2.5. Estimation des commutateurs.

Si P et Q sont des opérateurs pseudo-différentiels, on sait définir

leur composé PQ et on a, lorsque Q est d'ordre < 0 ([B.S.] n° 2 .1 . )

^'V \-
Cette formule n'est pas valable lorsque Q est d'ordre quelconque, il ap-

paraît en outre des opérateurs du type de ceux que nous venons d'étudier»

PROPOSITION 2.^.1. Soit P .un, opérateur pseudo-différentiel d'ordre 0,

et soit (3* = (o, p, . . . , p ). Il existe alors des opérateurs Q , , pseudo-dif-

férentiels d'ordre 0, avec a* = (û, a^» . . . » a ) tels que l'on ait

(±^1 p f - p ( — — ) P ' f . ̂  Q ( ô ̂ fW ^ - ^ o z ^ " . ^ ^.^^ f .
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Pour j = 2,..., v, on a

^ Y ==/ ^(z,-M)dz 4- ^ |E(z,z-S)f(z)dz
J J ZyZ ^ J ZyZ j

mais, / .—(z,z-z)f(z)(iz = ^ K(z,z-z) -—(z)dz par intégration par
" Z y Z J "ZyZ j

ÔKparties, et -— est le noyau de l'opérateur pseudo-différentiel d'ordre 0

r- n zj
L ô z . » '-r

On obtient donc —— P f = P ^ + [ — — , p1 f.
ô z . z Z o z . -ôz . ' -•Z

J J J

La proposition en résulte par une récurrence évidente.

PROPOSITION 2.^.2. Soit P d'ordre 0, on a alors

_ _ p f - p - È l . r - ^ - P l f + T f 4 . y T ôf

ô z ^ Y - ̂  ô z ^ + Lôz^ ^^ + V + ̂  ̂ Z o^

où T et les T . sont des opérateurs de simpi e couche— o ————— j — — — — — — — — — — — — — — t - — — — — — —

On a en effet, le y-cycle y s'appuyant sur z le long du (v-l)-cycle y',

ôlr Y = J 0^- (^)f(;)dz + f M (z.z-^f(ï)dz.
1 ' ZyZ 1 J ZyZ 1

Mais, dans l'intégration par parties, il apparaît la différence des déterminations

de N(z,w)log w le long de y ' :

/ ÔK- (z,z-^)f(^dz == 2±n f N(z,z-z)f(z)dz+f KCz.z-^^-C^dz.
' E y Z ^ I - ^ y ' J z y Z ^l

AT/- N

.-— est le noyau de l'opérateur [-—,P], D'autre part, d'après la remarque
1 v 1

2.2.5, on a N(z,w) = L (z,w) + ̂  T2- M. (z ,w) où L et les M . sont les
^ ow^ j o j

noyaux d'opérateurs de simple couche T et T.. Cela établit la proposition.

COROLLAIRE 2.^. Soit P d'ordre 0, ̂ . a = (a ... c^) = (a ,a'). ̂ . .a

^ - ̂ aî - Ç Va^ - E V^â^
P P

ou les Q et R sont des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 0, les T
P P ————— —— p

des opérateurs de simple c ouche. et où les multi-indices 6 vérifient

soi-b p = a .et |p| < |a|

s o^ P < a e^ | (3 | ^ a .

Cela résulte par récurrence des propositions 2.2.4» 2.5.1. et 2.5.2».
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2 o 4 o Problème de Çauchy.

Nous changeons maintenant de notations, M = (z ,w) sera le point courant

de ffi^ = E x Œ , (ç ,e) étant les variables duales, et nous poserons z = ( z ' , z )

et w = (w ,w') . Nous noterons £ et H des hyperplans d'équations respectives

w = o et z = h.
1 n

L'opérateur pseudo-différentiel P dl1 ordre m > 0, défini au voisinage

du point de coordonnées z = = w = Ç = 0 ; e = ( l , 0 , . . . , 0 ) sera de la forme

suiv ant e :

P(z,w,D^,Dj = ̂  + Ç A (z,w.D^)D^
n \OL\^_ m

o^m

où les A sont des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 0, ne dépendant

pas de z
n

On voit facilement que l'on peut également mettre P sous la forme sui-

vante qui nous sera utile :

P(z,w,D^)=^ -Y——; D ;̂ B(z ,w,D^D)
n [a[^m n a

^

où les B sont également d'ordre 0 et indépendants de D
a z

n
Rappelons les définitions suivantes ([B.S.] § 5).

DEFINITION 2.4..1. Soit Q ĵ n, ouvert convexe ^e. îCn+p

a) -°2. d•:i-'b q^e Q est z -k-z-plat _sj_ les tranches z == coiEhante de Q

sont k-E- plates, c'est-à-dire _sj^ :

M ç Q, M ç z, z^ = z -.

|w^ - wj ^k|w^ - w^| i=2 , . . . ,p . ==» M c z n Q .

IW1 ~ ^ i l 2. ^l 2- , -- ^J ^ ^ 1,...,n-1i i j j -/

b) ̂  dit que Q est w-ô-H-plat ^_ les tranches w = constante à^ Q

sont ô-H-plates. c'est-à-dire si :

M £ Q, M £ H, w = w )
, ^ , , ~ ^ ===> M C H O Q .
\\ •" ^1 l0!^ - ^1 ^ = I » - - - ^l
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DEFINITION 2.4.2, Pour M = (z ,w) ç Q, nous poserons

d ,(M) == infj sup | z » - z'.| ( z ' , z ; w) ç ^}
je{l,...,n-lj t3 t] n

d^,(M) = inf( inf | w^ - w^ | (z ; w w ' ) £ (^i.
i=i2,...,pj

Mous poserons en outre, pour f appartenant à ô{çî) [ou j^ ô'(QnH)1

|f(M)_______ .= sup
d^Mr'd^CM)"1^)

lorsque \ est une fonction positive, définie sur Q, ne dépendant que de w ,

et où on a posé \(w ) = sup \(tw + (l-t)o).
1 i-ç[o,i] 1

Nous pouvons alors énoncer le résultat essentiel de ce paragraphe.

THÉORÈME 2.4. "5. 11 existe un voisinage Q d.e. 0, des constantes k > 0 ^

ô > 0 telles que, quels que soient h et ç définissant H et E, quel que

soit 1 ' ouvert convexe Q contenu dans Q , z -k-E-plat ^ w-ô-H-ĵ JL, ^t

quelle que soit la fonction positive \(w ), on ait

a) Pour toute fonction g ç ff{o), pour tout m-uple (h.) de
——— — — 1 i=0,...,m-1 —

fonctions holomorphes sur Q nH, il existe une et une seule fonction f ç Q (a)

telle que C P f = g

1 z

l̂  ^H" ̂  ? i = oï • • • y m"1-n
b) .a, .on. .a ||g|l < oo ^b. ||h |̂| < oo, on a alors ||f|| < oo .

c) J^ _on, ̂  [[D^ D^ g || < oo ^ []D^, DY h. [[ < oo pour tous les ordres

de dérivation, on ^_ alors

[JD^ D^ f|| < oo quels que soient p et y .
^

Nous pouvons choisir des maintenant k et Q dételle manière que les

B opèrent dans O'(Q), En effet, les B qui ne dépendent pas de D , peuvent

-1 zn

être considérés comme des opérateurs B dans Œ^"" , dépendant du paramètre
oc,\

z . Ils opèrent sur les fonctions holomorphes dans Q = | (z * ,w) | ( z * ,z ; w)ç Q\
n

si ces ouverts sont assez plats et assez petits, et cela uniformément en z

d'ou le choix de k et Q »
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D'après la proposition 2 . 1 . 1 . , on a

||B ^ f (z ' ,w) | | ^ C| | f (z ' ,w) | l , pour f £ ^(o )
a» n'" A, A. n

,w;[l ^| |î^,wj . ,
n7" ^ A. n

et la constante C peut être choisie indépendamment de z . On a donc

||B^ f [ | < C[|f|| pour f eô- (Q) .

Ce type de majorations est valable, non seulement pour les opérateurs B ,
a

mais. aussi pour les opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 0, et les opérateurs

de simple couche (propo 2.2.2.) intervenant dans les commutateurs des B avec
aï.

les dérivations (voir corollaire 2.5.5,).

Enfin les valeurs de k et des constantes précédentes peuvent être choisies

uniformes en h et o pour les opérateurs P(z ' ,z -h^w -o> w',D ,D ) lorsque

h et a sont assez petits» En restreignant au besoin Q , cela nous autorise

à supposer dans la suite que ^ et H sont les hyperplans d'équations respec-

tives w == 0 et z =0 ,
1 n

Nous allons déterminer la solution f par approximations successives en

construisant par récurrence une suite de fonctions f dans Q par :
v

f = 0o

^m f - g + 2 D^ D^ B f |a| < m, a < m
z • v+1 z ' z a2 v ' 1 — n

(2.4.1.)

D^ f , = h j = 0,..., m-1
\ ^ -UH ^

v-1
En. posant v = f — f , o n a f = } ^ v et :

v v+1 v v -TT^ v

m
D v = gz on

."^olg-^ J = 0 , . . . , m - 1

'̂ n vv+1 = s î)azl> D^ Baz vv lal 1 m' an < m

[^^^ j = 0 , . . . , m - 1 .

Nous aurons à utiliser les deux lemmes suivants, où il est important que

les constantes soient indépendantes de ô et de \ .
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LEMME 2.4.4. Soit w £ Q^Q), et soit v la solution de

[ ̂  v = I)^ ^z11 w avec I e 1 ! 1 m ^b. ^ < m
\ n n
^ v,^ = 0 j = O,..., m-1.

n 1

II existe alors une constante C, ne dépendant que de m, et des choix de k

et Q telle que l'on ait

|H^cô|H^ •
La fonction v est également la solution du problème de Cauchy

"^"n *
^z v = D^' w avec l^l .1 m ~ "«n. et 1 < "̂
\

1 V | H = 0 j = 0,..., m- ̂  - 1 .D^ V|,, = 0
n

On a |w(M)| ^ [|w|l \(w ) ^.(MF1 d^,(M)'"1. CEn en déduit, par application

répétée de la formule intégrale de Cauchy

|D^; w(M)| ^ ||w|| K(w^ d^,(M)-1 el"! (|a'|+l): ^.(M)-!0'1!-1 .
\

Comme on a [ a* | ^ m - a , on en déduit, en supposant pour simplifier que le

diamètre de Q est inférieur à 1o

|D^; w(M) | ^ \M ^)d^.(M)-1 e l a ' l ( | a • | + l) ; ^.(M)"^"11"1 •

Soit maintenant M. = (z ' , t z ; w). L'ouvert Q étant z -ô-H-plat, on a

(i^,(M^) ^ d^ , (M) + u"t;zn , et par intégration :

|P ïa', w(M)zdt| < JHI K(w )d (M) - 1 e l a > l ( |a • |+1) ; — — d .(M)-^11 .
-'0 ii — ^ i w ^ z

En. itérant iû-a fois ce calcul, on obtient ;

IHÎ IHÎ  -'" ' l ̂ p ^-al1-
En supposant, ce qui est loisible, ô < 1 par exemple, et compte tenu de l'inéga-

lité a < m, on a donc

IM^GôlN^ •
LEMME 2.4..5. Soit w £ fl-Ca). et soit v la solution de

^v - ^ ":; D? ̂  w-

DJ v|u = ° <3 = 0,..., m-1 .v» n I11
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Il existe alors une constante K. ne dépendant que de P et des choix de k

et Q , telle que

IHI i^H^ »
D'après la proposition 2o1 .1 . , il existe des constantes C , indépendantes

a

de w telles que ||B w[[ ^ C |[w[[ . D'autre part, on a v = z v où v est

la solution de D^ v = D^, û m (B w) avec données de Cauchy nulles. On a donc
n n

IHI ^ C(z C ) ||w|| d'après le lemme 2.4.4,

2.5. Récurrences.

Les choix de k et Q sont déjà effectués, la constante K (indépen-

dante de ô et \) est celle intervenant dans le lemme 2.4.5. Soit alors Q

un ouvert z -k-z-plat et w-ô-H-plat. Les fonctions f , v sont construites
v v

à partir de g et des (h^) selon le procédé du no 2.4. Nous pouvons alors

énoncer la proposition suivante.

PROPOSITION 2^.1.

a) Supposons [^ H < oo ^_ |[h. |[ < oo , il existe alors une constante

K indépendante de 'y telle que l'on ait

(2.5.1) IMiK/Kô^ ;
À,

b) Supposons que l 'on ait |pP DY g\\ < oo et |b^ * DY h || < oo
————— " z w 11, — l i z * w j II

q^e15 Q^e soient p .̂L v . j3_ existe alors des constantes K indépendantes—————————————— ^ ———t^——————

de y telles que 1 ' on ait

^-^ l^z^JI ^(KÔ^J^HY^YI .
x Z13

On a v^ = G + Z h . ( z » ,w) -2 où G est la m6 primitive de g ,

m-plate sur H. On en déduit facilement que ||v || < oo . Posons K = Itv II et
" o 1 1 o II o ï l f

A- \
supposons que l'on ait |[v |( ^ K^ (Kô)^ . L'application du lemme 2.4,5, à

. À.

"z \+1 = E ̂  ^z \ ; ̂  \| = ° » j = °'--- Ia-1' montre ̂  l1011 a

11^ +lll^. Ko^KÔ^V+ > ce (lui G'1'̂ !1"1' la première partie de la proposition.
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Nous nous plaçons désormais sous les hypothèses b ) o

LEMME 2.5.2. ^n. .a |̂  D^ vj| < oo . ^
X z

Sur l'expression explicite de -v = G- + Z h . ( z ' ,w) — , on voit facilement
o j j o

que Ib^ D^ v 1 1 < oo » Démontrons le lemme par récurrence sur y a
" z w o's

La fonction v est la m -primitive de m = s D*1 B v , m-plate
v+1 z a2 v

sur H, et il suffit de même de montrer que l'on a :

l^<<p||<0 0-
Or D? D^ <p = Z D"-^ D^ B vz w ' z w aS v

= S Q^ D^ + 2 T^ R^ D ̂  ,

d'après le corollaire 2.5.5, où les Q et R sont des opérateurs pseudo-diffé-

rentiels d'ordre 0, les T des opérateurs de simple couche, et les D des sym-

boles de dérivation en z et w» D'après les propositions 2 . 1 . 1 . et 2.2.2., et

l'hypothèse de récurrence, on a donc Ib^ D' Œ)|| < oo ce qui achève la démonstra-

tion du lemme.

LEMME 2.5.^. Pour v > 0 , . o n , . a , D 1 3 v = 0 pour j == 0,... , m+v-2 .
\ v H

La propriété est vraie pour y = 1 . Démontrons la par récurrence sur v.

On a D^ v = s D^n D"; B v = Z Q, . ^ D"; v
^ v+1 n az v ^a'Z z^ z* y

d'après la proposition 2.5.1., où les d , (z,w,D',D ) sont des opérateurs
.KC( ^ w

pseudo-différentiels d'ordre 0, et où k < p + a. < P + m — 1 .

Si p < v-1, la restriction du membre de droite à H est nulle d'après

l'hypothèse de récurrence, et cela établit le lemme au rang v + 1 .

Démonstration de la proposition 2.5.1. b.

L'estimation (2.5.2) est déjà établie pour [ ( 3 1 == [ y j = 0, et nous allons

la démontrer par récurrence sur [ p [ + | y ' | + 2y . Nous allons donc nous fixer

un indice (p»v) e^ supposer que (2.5.2.) est valide, avec des constantes K«_

convenables pour tous les indices (p,7^ "bels que Ipl+lï*!"^^ < I B I + I Y ' I + 2y
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D'après le lemme 2.5.2e, on peut toujours trouver un nombre K tel que
Pï

l'on ait (2,5.2.) pour 0 ̂  v ^ p + 1 . Nous allons montrer, par récurrence à

partir du rang p^+ 1 que, si K a été choisi assez grand., la majoration est

valable quel que soit y . On a

(2.5.5J ^ D^v^.o j=0 , . . . , n^1

d'après le lemme 2.5.5.

D'autre part î^ D^ DY v = E D" (D^ Dï B v ) et
z^ z w v+1 ^ z * z w aE v

^az= v^+ c ̂  ̂ î - c ̂  y,, "s e
P > Y P^

d'après le corollaire 2,5.5.» où les Q et R sont des opérateurs pseudo-diffé-

rentiels d'ordre 0, les T des opérateurs de simple couche, et où on a :

soit ^ = ̂  et |^[ + | Y ' | < [ p | + [^|

soit -y^ < ^ et |p[ + |^| ^ | p j + |^| .

Dans les deux cas, on a j^| + |7*| + 2^ < |P| + I Y ' | + 2y •

On a donc D^ (D^ D^ v^^) = z D^ B^ (D^ D^ v^) + h avec

|(h|| _<_ C (Kô)v v ' ^ ' ^ 1 ' ^ 1 " 1 en utilisant l'hypothèse de récurrence, et les

propositions 2 . 1 . 1 . et 2.2.2.

Compte tenu de (2.5.5.) nous pouvons déduire des lemmes 2.4.4. et 2.4.5.

IÎ ÎV, ̂ v+1 vIPHYl^Yi „ c-ôdCô^IPl-^lï'l^l-1

où C' dépend de P, des constantes K— antérieures, mais ni de y, ni de K
Pï PY

Si on a en outre K ^ —-, on en déduit

^Vll^V^1 (v+l)^^^'!^!

ce qui achève de démontrer la proposition 2,5.1.

Fin de la démonstration du théorème 2.4•.':5«

La constante k et Q étant déjà fixés, nous fixons maintenant 5 < 1/

Cette constante ne dépend que de l'opérateur P et est en particulier indépen-

dante de \ ,

Soient g ç 0-(a) et h e^QOH) avec [|g [[ + £ |[h. || < oo ,
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D'après la proposition 2 . 5 o 1 . , la série 2 v est convergente, et sa somme
v

f = lim f^ vérifie |[f|| ^ K^ zdCô)^ < °o . D'autre part, on a P f = g et
À, "

^ f|H = h-} ^ = o f 9 ' ' 9 m " 1 ^» -P^ P^^e à la limite dans (2.4.1.).

Pour montrer l'unicité, supposons qu'il existe une fonction f ç (^(û),

avec ||f|[ < oo ; P^f = 0 5 D^ f j ^ = 0 . On a alors D111 f = z D" D f , et il
A. n ' ^ a£

résulte du lemme 2.4.5. que ([f|| ^ (Kô)||f|| et (ionc f = 0 ,

Pour démontrer la partie a) du théorème 2.4.5. où il n'y a aucune condition

de croissance, on se ramène au cas précédent en considérant les ouverts Q
"c

t > 1 , homothétiques de Q dans le rapport t. Les fonctions f, g, (h.) y ont

alors des normes d'indice \ bornées, et l'existence et l'unicité dans chaque

^ implique l'existence et l'unicité dans a . Cette partie a) a en fait déjà

été démontrée dans [B.S,.] sous des hypothèses plus faibles sur P (paje de condi-

tion sur les termes d'ordre < m).

Enfin la partie c) du théorème résulte simplement de (2.5.2.) on a

l̂ l̂l 1^, ^(Kô^J^Hï'l-^l < , .

Remarque. On pourrait montrer que la constante ô peut être choisie indépendam-

ment des termes d'ordre _^ m de P. Il faudrait par exemple remplacer ( 2 5 1 )
v (Cz )P

par IM -^oC (K'ô)^——— avec K1 ne dépendent que de la
^ p==0

partie principale (voir la démonstration du théorème 5.1.2. de [B.S.] pour des

majorations analogues). Nous laissons au lecteur le soin dénoncer, et de démon-

trer, les majorations qui doivent se substituer à (2.5.2.).

§ 5. EXISTENCE ET PROLONGEMENT DANS LE DOMAINE COMPLEXE.

5 « 1 • Existence et prolongement "à croissance" pour des opérateurs "de type

Weierstrass".

Nous conservons provisoirement les notations des no 2.4. et 2.5. L'opéra-

teur P : P(z,w,D D ) = J^ + z A (z,w,D ,û ̂
" w z a z w z
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est défini au voisinage du point de coordonnées z == 0, w = 0, Ç = 0, 6 =(l,0,...,0)

et possède les propriétés énoncées au no 2.4.

Si G est un cône ouvert convexe de 3R , nous noterons TG (le tube de

"base G-) l'ouvert ]R - + iG-. De même, si r est u"- cône ouvert convexe de IR̂

(fréquemment identifié à son image dans ]R +^), nous poserons Tr = 3R11 + ir

(fréquemment identifié à } (z ,w) ç Œ114'1^ ç Tr et w = 0}) . On a ainsi

T(c+r) = TG + Tr.

( 5 . 1 . 1 ) Nous noterons (^(ïG) l'espace des germes de fonctions holomorphes

dans TG au voisinage de l'origine de ^n+ï> : ê(TG) = lirn^ (y(TGOV).
V30

(5 .1 .2 ) Nous noterons (^J&'(TG) le sous-espace de ($(ïG) constitué des

fonctions f(z,w) vérifiant une majoration : |f(z,w)| < c(lm w ) pour C et

N assez grands.

/V» ^

(5 .1 .5 ) Nous noterons (^(ïc) le sous-espace de Ô'(TG) constitué des fonc-

tions f(z,w) telles qu'il existe un entier N, et des constantes K telles
a?

que :

l^^liV^-r".
Rappelons (l.2.6) que nous notons (abusivement) b(f), pour f ç 0'(T(î), la

microfoiïtion associée à la valeur au bord de f, définie au voisinage de

(0,0) x S" 1 " et à support dans { (z ,w,ç ,e) | (ç,e) ç G0} et que, les égalités

Pb(f) = b(g) sont des égalités en tant que microfonctions.

Nous noterons pour simplifier :

(5.1 .4) B(k) = { (ç ,ç) | jç]^ Iç'l^k2^

( 5 . 1 . 5 ) G-' c c G si l'intérieur de G' contient G .

THEOREME '5 .1 . 1 . Il existe des constantes k et ô telles que les— ————— —— ———————— o — o ————— — ——

propriétés a) et b) ci-dessous soient vérifiées pour tout cône ouvert convexe

saillant G de ]R c ont enu dans le demi-espace t > 0 dont le polaire G°
1

est contenu dans B(k ), et pour tout cône ouvert convexe r d_e ]R11 tel que
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r °c=^ | k'Iiô^! »

a) Pour toute fonction g appartenant à ^b'(TG + Tr) [resp. ^(TG- + Tr)],

il existe une fonction f appartenant à (%'(TG' + Tr) [resp. ^(TG1 + Tr)]

pour tout cône G * a c G, telle que

Pb(f) = b(g).

b) Soit f e ($â'(TG + Tr) [resp. (%(TG + Tr)] telle que l 'on ait
^ r\ "̂  n

Pb(f) = b(g) avec g ç. ^'(TG + Œ ) [resp. 0-f?(TG + î )]. Alors on a

f eM) ' (TG' + Œ11) [resp. (^(TG1 + Œ11)] pou-r tout cône G' c c= G.

Les constantes k et ô étant celles du théorème 2.4.5.» nous choisirons

k < ——— et ô < — « II résulte alors de [B.S.1 proposition 4.4.1. qu'il0 Yî^p ° ^
existe un système fondamental (a , ) de voisinages de 0 dans ffi à

o»h o>0
h>0

chacun desquels on associe les hyperplans ^ et H d'équations w = io e"b

z == ih tels que les ouverts Q . Q , n ( T G + Tr) et Q - H (ïG + Œ11) sontn oh oh oh

z -k-z- plats et w-ô-H- plats avec Q n Hn(TG + Œ11) c (TG + Tr) et
n • on

Q nz c: (TG + Tr).oh

Si g vérifie les hypothèses du a), en choisissant o et h assez petits,

on a dans l'ouvert a Q (ïG + Tr) ;
oh

|g(z,w)| ^ C(lm w r^

[resp. |̂  D^g(z,w)| 1^^].

Soit alors f la solution du problème de Cauchy : P f = g ; D f[ = 0
2 z^ H

(j = 0,..., m—l) . On a d. 'âpre s le théorème 2.4.5.

|f(z,w)| ^ C^inf w^o)]^ d^,(z,wr1 d^,(z,w)""1

[resp. |̂  D^ f(z,w)| ^ C'^ ^.(z^)-1 ^,(z,w)-1]

en notant (Définition 2.4.2«) d. , et d , les distances ("en z' " ou'fen w' ")
z w

au complémentaire de Q , H (TG + Tr).oh

Pour (z,w) ç (TG' + Tr), on voit facilement que 1'on a

d ,(z,w) > C" Im w et d ,(z,w) > C" Im w »
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On a donc f ç (^)'(TG' + Tr) [resp, ^(TG' + Tr)]. D'autre part, on a

b(Pf) = b(g) (voir (l.2.6.)) ce qui démontre la première partie du théorème,

Plaçons nous maintenant sous les hypothèses b). Soient o et h tels

que f et g soient définies respectivement dans Q n (TG + Tr) et
°1 1

Q 0 (TG- 4- î ). La fonction P f - g, dont la valeur au bord est nulle en tant
^l ^

que microfonction, est holomorphe dans un voisinage V de l'origine» Soient o

et h, assez petits pour que Q c V et Q , n Z - c = Q , n (iG + Tr). On
2 a^ o^ 2 o^

sait alors [B.S., Théorème 2.5.1.] que P f - P f ç ff (a ). On a donc fina-
s2 Z1 N02 2

lement f ç 6-(^ n (TG + TF)); | f(z,w)| < c(lm w ) " rresp. |DPDÏf(z,w)|<C ]
o h • • -- 1 L ' z w '— a?

P t eO^Q . 0 (TG + ffi11)); |P f (z,w)[<C'( lm w ^'[resp. DPD^f(z^)|<C' ].
"0 ^ 9 9 0 """ Z W — o^p

Mais f est la solution du problème de Cauchy

\'-\' ' ^•-.^-
Compte tenu de Q . n H n ( T G + Œ11) = Q , n H n ( T G + Tr) , il s'agit d'un

^ 02h2
problème de Cauchy dans l'ouvert Q Q (TG + Œ11). On en déduit que f est défi-

^
nie dans ^ ,nto-<l?)e^tqu'elle y vérifie les estimations assurant que 1 ' on a

Ï\

f £ ôâ)'(TGl+ Œ11) [resp. (fé(TG'+ ^\.

5.2. Existence et prolongement pour les opérateurs partiellement elliptiques.

Nous revenons aux notations et hypothèses du théorème 1 . 5 . 1 . . L'opérateur

P est défini dans un voisinage U de x == 0, t = 0, C, = 0, T = ^ , et est de

la forme P(x,t ,D D ) = V A (x. t .D.DjD'
x b |al^m a x u 2x 7 t' î -n'., "a'"7"7 ^7 t^x

avec 7"̂  a (x,!^^)^" ^ 0 pour ^ ^ 0 et (x,t,0,ï) ç U .
of=m a

Nous allons montrer dans les deux théorèmes suivants que les propriétés
"̂  • /̂

d'existence et de prolongement dans Oo& (ïG + TF) [resp. (^^(ïG + Tr)] sont

valables pour G assez plat et r quelconque [resp. r assez plat].

THÉORÈME '5.2.1. jl existe des constantes k _e^_ ô telles que les
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propriétés a) et b) du théorème 5 . 1 . 1 . soient vérifiées pour tout cône ouvert

convexe G de ]R , c ont enu dans le demi-espace t > 0 dont le polaire G-0
1

est c ont enu dans B(k ), et pour tout cône ouvert convexe r ^.o. ^n tel que

le. diamètre de r soit inférieur j^ ô .

Pour chaque base e = (e ,..., e ) de 3R11, nous pouvons en utilisant

la proposition 1.5.2. écrire P = E P où l'opérateur E est défini et
\ \ \

inversible au voisinage de (0,0,0, T ) tandis que P est "de type Weierstrass"

dans la direction e . Le théorème 5 . 1 . 1 . s»applique donc à P , pourvu que

G soit contenu dans B(k ) et que r soit contenu dans un voisinage d'ordre
A.

ô de e^ .
\ n

L'équation Pb(f) = b(g) équivaut alors à P f = E^bCg) = b(h) où h
\ \

possède les mêmes propriétés que g (type de croissance et tube de définition),

ce qui établit a) et b) pour l'opérateur P lui-même. Un argument de compacité

permet de se ramener à un nombre fini d'indices \, et donc de conclure.

THEOREME '5.2.2. J3_ existe une constante k telle que, pour tout cône

ouvert convexe G de H11^, contenu dans le demi-espace + > 0 avec G°cB(k ),

et pour tout cône ouvert convexe r de ]R11, on ait

\ ^ i
a.) pour toute fonction g appartenant _a_ 0'S) (ïG + TT) , il existe f

appartenant ^ (%&'(TG' + TF) pour tout cône G' c= c G telle que Pb(f) = b(g)

b) Soit f appartenant à (%! (TG + Tr) telle que l'on ait Pb(f) = b(g)

avec g ç (^)'(TG + ffi11). Alors on a f ç (%Î)'(TG* + ffi11) pour tout cône G' ce G.

a) Nousc^allons d'abord montrer que l'on a g = Z g avec g ç Q^fî (TG+ îT )
a a a

avec r = C\ r , où les r sont assez plats pour que l'on puisse appliquer

le théorème 5.2 .1 .

Soit ô une droite passant par l'origine de ]R11, et ne coupant pas F

et soient ô et ô ses deux demi-droites. Désignons par r4" fresp. r"""] l'en-
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veloppe convexe de FUô4' [resp. ruô""]. Il existe un voisinage ouvert convexe

V de l'origine tel que l'on ait gçô^TG + TF) H V) avec une majoration

|g ^ C(lm w .T^

La fonction c(lm w ) est pi uri-sous-harmonique dans l'ouvert convexe

Q = (TG + TF + ô)nV. Les ouverts convexes QT = (ïG + TF'^V forment un recouvre-

ment de Q, et on peut d'après [1o ] résoudre le problème de Cousin à croissance

c'est-à-dire qu'il existe g^ et g", avec g4' ç (%8'(TG + TI") telles que l'on

alt ë = g4' + g" .

Si les cônes r ne sont pas assez plats, on recommence l'opération
^

avec g , et il est clair qu'au bout d'un nombre fini d'étapes, on obtient

ë = Z g , avec g ç (%8'(TG + TF ) le diamètre des F0 étant aussi petit qu'on
a a a a

1e v eut.

On résout alors, d'après le théorème 5 . 1 . 1 . Pb(f ) = b(g ) avec
a a

'\/ t
f ç ffcQ (TG' + TF ), d'où le résultat en posant f == E t .

a a a

b) Soit donc f ç (?5)'(TG + Tr) vérifiant Pb(f) = g ç W\TGr + Œ11). On

se ramène au cas ou g = 0 en remplaçant f par f-h où h est solution dans

(^(TG' + ffi11) de Pb(h) = b(g).

Nous allons montrer, en utilisant la même décomposition que dans la partie

a) que l'on a f = £ f avec f ç (W\W + TF ) et Pb(f ) = 0, pour touta a a a
G' ce G.

+ +
Soit donc comme ci-dessus F" = F + ô~. On peut décomposer f en f = f^+f"

f îç^'-- ————————————— ~ . - ± - — — — — — — — — — — — - - ————————————

±\ / +N

avec f- e^'(TG' + Tr~). Soient g- ç^'d-G' + Tr") telles que l'on ait

Pb(f~) = b(g-). On a alors bCg^ + b(g~) = pb(f) = 0. La fonction g+ + g",

qui n'était définie que dans TG' + TT est donc holomorphe au voisinage de

l'origine et on a donc en fait ^+ ç (9oô'(TG' + TF + ô ) o

On sait alors, d'après a), résoudre b(ph) = bCg4') avec h ç (&' (ïG'+Tr+ô)

et f = (f - h) + (f + h) est la décomposition voulue. En itérant l'opération,
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on obtient f = ^ f avec f Ç L % ' ( T G ' + TF ) et Pb(f ) = 0. En appliquant
a a a a

maintenant la partie prolongement du théorème 5.2,1. , on obtient f ç (%ô* (TG'+Œ11) ,
a

et donc f ç ^'(ïG1 + O/1),

Remarque. Comme dans [B.So], nous aurions pu démontrer le résultat précédent

en supposant seulement P "partiellement non caractéristique" dans les direc-

tions de r°.

^>
II est vraisemblable que le théorème 5.2.2. est également vrai avec 0- &

^ i
au lieu de ffvQ , mais ce type de démonstration nécessiterait des résultats sur

la cohomologie "à croissance du type (Vk ".

§ 4. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME FONDAMENTAL.

(Les hypothèses sur P sont celles du no 1.5 . , les notations TG, ^°ô* ,
^^

Q^G, B(k) sont définies au no 5 .1 . )

4 .1 . Existence microlocale (démonstration du théorème 1 . 5 . 1 . o.).

Il s'agit donc de démontrer que étant donné v ç o0' [resp. ^°°] au voi-

sinage de l'origine dans JR11'1"33, on peut trouver u appartenant à oô1 [resp. g00]

tel que SSA(Pu-v) ? (o, 0 ; O,T ).

Sans restreindre la généralité, on peut supposer v à support compact. On a

v(x,t) = Wf^fe^-^-'^^',^)^ ̂
35 0

où v est à croissance lente [resp. à décroissance rapide], et où l'intégrale

converge en un sens convenable, en particulier au sens suivant :

( 4 . 1 . 1 ) v(x,t) = Y^ lim g (x+iy, t+is)
a (y,s)-*0 a

(y,s)CG
a

où on a posé

( 4 .1 .2 ) g (z,w) = (2.)-^ f re^^'^'^'.p^p^dp do
a J G" J 0

a

lorsque les cônes ouverts convexes G- ont des polaires vérifiant
a
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(4 .1 .5 ) u<=^p-1 et f ^ ^ . 0 = 0 pour ^p .

^a00^

Dans ce qui suit, nous appellerons & le cône polaire de B(k) (5 .1 .4) ,

et nous désignerons par (r ) une famille finie de cônes ouverts convexes de

]R dont les polaires r° recouvrent S11"1 , ont deux à deux une intersection de

mesure, nulle, et ont un diamètre aussi petit qu'on le voudra.

Nous poserons G == G + r . On a donc G° = ( ( ^ . r ) £ G°|F = 0 ou F ç r°i.
CX (X Q, ' CC

On a d'après (4 .1 .1) , en désignant par v le résultat de l'intégration sur

S^NG0,

v(x,t) = ^b(g^(z,w)) + v (x,t)
a

où les g^ sont définies par (4.1.2) , et où v vérifie SSA(v )^(o,0; 0,-r ).

D'autre part, il résulte facilement de l'intégrale (4.1 .2) que, la fonction

v était à croissance lente [resp. à décroissance rapide], on a

|g (z,w)| ^ C|lm w l^

[resp. |DlD^(z,w)[ ^ C^] .

On a donc, avec les notations 5 .1 .2 et 5.1.5, g ç ^'(ïG + TF ),
^ a a

[resp. 0'è (TG + Tr )]. Les cônes r ayant été choisis aussi plats qu'on le

désirait, on peut appliquer le théorème 5.2.1 et résoudre Pb(f ) == b(g ) avec
a a 9 '

t C ^8'(TG' + TF ) [resp. 0'é(TG' + TF )1.a a L ^ j

Soit u = Z î»(t ), on a u ç o&' [resp. ^ °° ] , et Pu - v = v ce qui

démontre la partie a) du théorème 1 . 5 . 1 .

4.2. Existence avec contrôle du spectre singulier (démonstration de 1.5.1. b).

Nous allons d'abord énoncer une version "à croissance" du lemme de décom-

position de [B.S. no 6.2.]. Rappelons les notations servant à indexer les

"quadrants" et les "dièdres" de ]R11 .

A! = f + 1 » - 1 } ; B^ = {p ç j+i,o,-lj11 | p^ ^ 0 sauf pour un indice ij

A tout i ç { 1 , . . . , nj correspond l'application î: A —* B définie par
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i(a ».. . , a^,..., a^) = (a ,..., 0,..., a )•

A tout a £ A on associe le "quadrant" de î^ :

Q^ = }x ç m1 ) V i, c^ > 0;

et à tout (3 ç B , on associe le "dièdre" de IR"" :

D - {x c 1R1 | V i, ^ ^ 0 =» ^ x^ > Oj .

LEMME 4.2.1. Soit G un cône ouvert convexe de IR114'33, contenu dans le

demi-espace t > 0. On .a. alors

a) Pour tout f ç (^(ïG). il existe ( f ) avec f £ ^ ' ( T G + T Q )— ————— ^ ^ç^ ——— ^ i/^ ^/

^1 f = 2 f .
a a

b) Pour toute famille (f ) vérifiant f ç <£8'(TG + Tu ) et
a a£A ——————— a ^ —

Z f = 0 dans TG, il existe une famille (h ) avec h ç ÔÏQ1 (TG + TD )
a a ri P P^n P P
^b., pour tout a , î = }"""' a^ h^ ^ .

i== i

II suffit de recopier la démonstration du lemme 6.2 .1 . de fB.S.1 avec la

seule modification suivante. La démonstration de [B.S.] utilise à plusieurs

reprises la résolubilité du problème de Cousin sous sa forme la plus simple :

Q , Q , Q , étant des ouverts (pseudo)-convexes de Œ11 avec Q = Q\/ Q~ , si

^ C ^(Q'^n a ), on a f == f4' + f avec f ç ^(Q~). Nous aurons ici à remarquer

de plus que ces ouverts sont contenus dans le demi-espace Im w > 0, et à démon-

trer que, si f est majorée par c|lm w |~ , il en est de même de f"^ et f~.

La fonction (im w ) étant piuri-sous-harmonique, cela résulte immédiatement

de [10 ] .

Démonstration de t.^.l. b.

Supposons dans un premier temps que l'on ait SSA(v)c{(x,t ,^ ̂ ) | (^ ,^)ç B(k)},

avec k assez petit. Si G est le cône polaire de B(k), on a v = b(g) avec

g C(%ê ' (TG*) pour G 1 c c G. D'après le lemme 4.1.2 , on a g = Z g avec

^ a a

g ç^) î(TG l+ TQ ), et d'après le théorème 5.2.2., on sait résoudre Pb(f ) = b(g )
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avec f ç (%2)'(TG' + TQ ) pour tout cône G' c: cr G. En posant u = E b(f )
a a - a

on a bien SSA(u) c: {(x,t ,^ ,r) | (^,q;) ç B(k)}.

Dans le cas général où SSA(v) c } (x ,t ,^ ,T;) | (^ ,-J ç K( , on recouvre le

compact K par un nombre fini de boules B. de tel^e manière que l'on ait pour

chaque i :

- ou bien B. ne coupe pas } ( ç » T ; ) | ^ = 0}

- ou bien B. est centrée en un point (O ,T . ) , et son rayon k. est assez

petit pour que l'on puisse y appliquer le résultat que nous venons de démontrer.

On peut décomposer (voir 1.2,2) la distribution v en une somme de distri-

butions v^ telles que SSA(v^) c j (x,t ,^,T;) | (^,ï) £ B. j . Dans le premier cas,

l'opérateur P est inversible et on pose u. = P v.. Dans le second cas, on sait

g.ue l'-on peut résoudre Pu. = v. avec SSA(v.) dans B. . Il reste à poser

u = z u. • On a

Pu = v et SSA(u) c ((x, t ,^,T)[(ç, ï) ç. u B^.

La reunion des B. est un voisinage aussi petit que l'on veut de K, et cela

termine la démonstration de 1 .5 .1 ,b .

4.5. Régularité (démonstration de 1 . 5 . 1 . c ) .

Soit donc u définie au voisinage de l'origine avec SSA(Pu) ^ (o,0,0,r J.

Soient ^ un voisinage de l'origine dans IR11"1'1^ et k assez petits pour que

a) x B(k)n SSA(Pu) = ft). Soit w une distribution telle que l'on ait

SSA(w) c: a) x B(k/^) et SSA(u - w) ^ (o,0,0,r ). En se restreignant à un ouvert

0)' plus petit et en posant Pw = v, on a SSA(v) c co' x K, ou K est un compact

contenu dans B(k/^) et disjoint de (o,T ). D'après le no 4.3 on peut résoudre

l'équation Pu. = v avec SSA(u ) aussi voisin que l'on veut, en particulier ne

contenant pas (O,O,O,T ). On peut alors remplacer u par w - u = u . On a
o 0 1

u = u en tant que microfonction au voisinage de (O,O,O,T ), mais de plus, u

a un SSA contenu dans ^ x B(k) et vérifie partout Pu =0 .
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Si G est le cône polaire de B(-kJ, il existe donc f ç ^'(Tû) telle

que l'on ait b(f ) = u , et donc Pb(f ) = 0. D'après le lemme 4 .2 .1 . , on a

f = ^ f avec f ç ^'(TG- + TQ ).
1 ^ a a a

Soient d'autre part des g ç ̂ l (ïG + TQ ) telles que Pb(f ) = b(g ).
a a a a

On a donc ^ g = g , avec g holomorphe au voisinage de l'origine. En rempla-
ce a ° °

çant l'une des fonctions g par g - g , on peut donc supposer ^ g =0 .
a a o a

Une nouvelle application du lemme 4.2.1. nous montre l'existence de fonctions

h e(9â'(TG + TD ) telles que l'on ait
^ p n

ë = ) \ a_h- / ^ .
a {?-^ 1 ^-\a)

D'après le théorème 5.2.2» on sait résoudre Pb(s ) = b(h ) avec
f3 13 n

s Ç^Ô'CTG' + TD ) pour tout G' cr c G. Si on pose maintenant î = f - ^ ^ a . 3 ^ / \>
P P a a ̂ -' 1 ila^

on a f e ^o0* (TG' + TQ ) ,
a a

f = Z ? , et Pb(? ) = 0.
1 a a a

Une application de la partie prolongement du théorème 5.2.2. montre que

les f , et donc f appartiennent à ^o^'(TG' + ffi ).
a 1

La fonction f (x+iy, t+is) , qui vérifie une majoration en module par

C | s | admet une limite u (x+iy, t) au sens des distributions lorsque s

tend vers 0. La limite vérifie les équations de Cauchy Riemann —=— u = 0.ôz . 1

La trace u (x,t) sur y = 0 est alors bien définie et on a bien

u (x,t) = lim f (x+iy, t+is) = u (x,t).
1 (y,s)-0 1 1

4»4. Propagation des singularités pour les distributions partiellement holomorphes.

(Démonstration de 1 . 5 . 1 , d).

Pour les solutions u de À- u(z,t) = 0, on sait [F.I.O.Il] que

SSD(u) se propage le long des feuilles Ç = 0 ; (t,ï) = constante. Nous étendons

ici ce résultat au cas où l'on connaît seulement le spectre singulier de la trace

u(x,t) sur ]R11 x IE .̂
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THÉORÈME 4.4.1. Soit u ( z , t ) une distribution solution de / - u = 0,~~~'———— ^ ̂  ^
i

définie dans un ouvert (jj de ffi x IR dont les tranches t = constante sont

connexes et rencontrent ]R x 3R • On suppose que le point (x ,t ; O,T ) n'ap-

partient pas au spectre singulier différentiable de la trace u(x,t). Alors, si

(x,t^) C œ, ^-^.

(x, t^ ; 0,^) / SSD[u(z,t)].

Nous utiliserons d'abord un lemme élémentaire sur les fonctions analytiques

d'une variable complexe.

LEMME 4.4.2. Soit f(z) holomorphe dans le disque unité et vérifiant

sup | f(z) | < A. Supposons de plus que sup |^(x)| < b. Alors on a
|z|_^1 ""' - 1<X<1 —

sup |f(z)| < 1/AtT.

HiV4

La transformation conforme z = z(w) = ^/[-[w + Vw] applique la couronne

1 < w < 2 sur l'intérieur de l'ellipse de demi-axes 1 et ^/c, amputé du segment

[- Vc, 75] • En posant F(w) = f(z(w)), on a lim sup | F(w) | < A et
|w|->2 ~"

lim sup |r(wj| < b, et donc, d'après le théorème des trois cercles | F(w) | <^Ab
|w|- 1 ~

pour 1 < |w| < \/2. On a donc ^(^l < ^Ab à l'intérieur de l'ellipse de

demi-axes 2/^ ( \/"2" ^ 1/ ,/-) qui contient le disque de rayon 1 /

Démonstration du théorème 4.4.1.

Il suffit de démontrer le théorème dans le cas n == 1 , ce que nous suppo-

serons désormais. On s 'y ramène en effet en considérant les plongements successifs

^ ̂ p —* Œ X3R1"1 x^ - ... - Œ1'1-1 xffi x^ -* Œ" xE1'.

On a SSD^u) c } (z , t , ç ,T ; ) | ç = 0}. On peut donc définir les traces de u sur les

sous-variétés x = constante ou z = constante, et définir, pour v ( t j C ^'00 ,

la transformée de Fourier partielle :

f(z,ï) =/e~ i tT ^z» t) X^) (it.

La fonction f est de classe ^°°, holomorphe en z, et vérifie une
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majoration

| f (z ,q ; ) ^ Ad + |ï ) pour |z-z | ^ r
o' —

Pour x réel, f(x,q;) est le transformée de Fourier partielle d-e la trace

^( t ) u(x , t ) . On a par hypothèse (x ,t ,O ,T ) / SSD(u(x , t J ) , et de plus (cf. A.6)

aucun ^oint du type (x^ ,t ,^,q; ) n'appartient à S3D(u(x,t)). On a donc, pour

|x-x [ < r et T dans un voisinage conique F de q;• o ' — o

V N 3 ^ | f (x , ï ) | ^ C^(1 + H2^

pourvu que r, F et le support de ^ soient assez petits.

D'après le lemme 4.4.2, on a donc pour | z-z < r//,, T £ F
M-N o - 4

| f (z ,T) | ^ \ / A C ( 1 + ï |2) 2 .

Il en resuite que ( z , t ^ , 0 , T ^ ) / 8SD(u(z , t ) ) pour | z-x | < ^T^, et par propa-

gation des singularités, pour (z,t ) e (A).

Démonstration de l . ^ . l . d .

Il suffit de démontrer le théorème localement, c'est-à-dire de démontrer

que, sous l'hypothèse SSD(u)3 (o,0,0,r ) et SSD(Pu) ^ ( O , O , O , T ) , il existe

un voisinage Q de 0 dans -SR^^ avec (x ,0 ,0 ,T ; ç SSD(u) pour x ç Q.

Il existe donc ^ de classe & °° telle que SSA(PLi-(p) ^ (o,0,0,r ). D'après

les résultats du no 4.1., on sait résoudre SSA(P(p - ̂ ) ^ ( O , O , O , T ) , avec y de

classe é00 . En remp]açant u par u-y, ce qui ne modifie ni SSD(u; ni SSD(Pu),

on peut donc supposer SSA(Pu) ^ ( O , O , O , T ).

D'après les résultats du no 4.5., il existe donc un ouvert U, voisinage

de ( 0 , 0 , O , T ^ ) dans Œ11 x I^ x S2114"^1 et u(z,t ; ç 08'(u), solution de

ô / - u = 0, telle que la trace de u sur IR11 x ̂  soit égale à u(x , t ) .
J ^ ^ ^ ~

On peut supposer u de la forme 5 x co» où ^ est un voisinage convexe de 0

dans Œ x ]Rp, et ^ un voisinage de (o,r ) dans S211"1'- '̂1'. D'après le théo-

rème 4.4.1, si on avait (x ,0 ,0 , r^ ) i SSD(u(x, t j ) , avec (x,o) ç. QnIR11^ = Q ,

on aurait. (z ,0 ,0 , r ) / SSD(u(z,t)) pour (z ,o) £ Q , et donc

( O , O , O , T ) f. SSD(u(x,t)) ce qui est contraire à l'hypothèse. Cela achève la

démonstration du théorème 1.5.1.
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APPENDICE

A. 1 . Plaçons-nous pour simplifier dans IR muni de son orientation et de sa

mesure de Lebesgue. Le faisceau o£> s'identifie alors à un sous-faisceau du

faisceau % . Cette identification peut être décrite de deux façons :

a) Une distribution u est somme localement finie de distributions u.

à support compact. Chaque u. définit une fonctionnelle analytique, et donc une

hyperfonction à support compact u.. L'application qui à u associe u = E u.

ne dépend pas de la décomposition u = Z u. choisie, et définit un homomorphisme

injectif de faisceaux (voir [19 ] , théorème 1.2.2.).

b) Une distribution u peut toujours s'écrire sous la forme

u = S lim f (x+iy)
a y-»0 a

^a

où les f sont hol amorphes à croissance lente, et la limite est au sens des
a

distributions. L'hyper fond ion associée à u sera

u == Z b(f )
a a

où la valeur au bord est prise au sens des hyperf onctions (voir [ 1 5 ] [ 1 6 ] [ l7] )«

A.2. Diverses notions de spectre singulier analytique.

Rappelons que nous notons SSD(u) le spectre singulier différentiable

(wave front) d'une distribution u.

a) Le spectre singulier analytique de Sato SSA(u). Il peut se définir

pour toute hyperfonction par

(A.2.l) (x ,ç ) / SSA(u) s'il existe co 3 x , des cônes ouverts convexes

saillants r avec r ^ £ » e^ ^-es ^ holomorphes dans co + ir tels que
a a -o a a

u = Z b(f ) dans ^ .
a

b) Le support essentiel de Bros-Ia^olnitzer SE(u) (voir [l], [2]).
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II est défini pour toute distribution u en utilisant la transformation de

Fourier généralisée, ou les valeurs au bord de fonctions holomorphes à croissance

lente [2, § 5c] :
/•»

(A.2.2) ^^ î x) = j exp[-iy.p - \|y-x|2] t(y)dy.

(A.2.5) (x ,F. ) / SE(u) si pour ^ ç 6°° analytique au voisinage de x ,

il existe un voisinage conique 1 de F, et des constantes a, -y et C

strictement positives telles que
C

^^ ; ̂  1 ———^ e"^ PO^ ^ e V et 0 < X < y l ^ l .

(A. 2.4) (x ,F, ) / SE(u) s'il existe oo3x , des cônes ouverts convexes sail-

lants F avec r ^ F , et des f holomorphes dans /,) + iF à croissancea a o a a

lente telles que u = s b(f ) dans oo.
a

Nous utiliserons également une des propriétés de décomposition démontrées

par Bros-Iagolnitzer [2, th. 1 ] .

(A.2.5) Si dans un voisinage oo de x , on a SE(u) c co x I» où 1 est une

partie fermée de E , et si des cônes ouverts convexes saillants F sont tels

que les intérieurs de leurs polaires recouvrent I, il existe alors ^' voisi-

nage de x , et des f holomorphes dans ^ + iF à croissance lente telles Que
o a a

l'on ait u = z b(f ) dans ^'.
a

c) Le front d'onde analytique de Hôrmander WFA(u) (voir | " 1 l 1 )•

(A. 2.6) (x ,^ ) / WFA(u) s'il existe un voisinage conique 1 de ç , un

voisinage oo de x , une suite bornée u de distributions à support compact,

et une constante C telle que l'on ait

u = u dans ^

u.̂ )| ^ C^1 n! F"'11 pour F £ I.

A.5* Relations entre les notions de spectre singulier.

Nous démontrerons plus loin l'identité de SSA, SE et WFA. Nous pouvons
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énoncer dès maintenant les propriétés suivantes.

(A. 5 . 1 ) Si u est définie sur co, la projection sur ^ de SSA(u) , de

SE(u) et de WFA(u) sont toutes trois égales au support singulier analytique

de u (voir [S.K.K,], [2], [n]).

On a de plus les inclusions suivantes :

(A. 5.2) SSA(u) Œ SE(u)

(A. 5.5) SSD(u) c WFA(u) c SE(u).

Compte tenu de (A .2 . l ) et (A,2.4) l*assertion (A.5.2) est évidente. Pour

démontrer (A. 5.5) il faut démontrer que si u est valeur au bord d'une fonction

holomorphe f à croissance lente dans ^ + ±T , on a WFA(u) c= oj x r° (à l'aide

d'un nombre fini d'intégrations, on se ramène au cas où f est continue jusqu'au

bord).

Soit alors ^ n'appartenant pas à r° , on peut trouver un petit voisi-

nage conique I de ^ , et un point y de F tels que l'on ait

^•YO ̂  -û^l Pour ç ç I.

Soit d'autre part (^ ) une suite de fonctions &°°, égales à 1 dans la

boule de centre x et de rayon r, nulles hors de la coule de centre x et0 o
de rayon 2r, et vérifiant (voir [n])

|D\| ^cl^ 1 nN pour |a| ^ n .

Nous allons montrer que la suite u = ^ u vérifie les majorations de

(A.2.6).

Construisons les prolongements "presque analytiques" des fonctions y :

^^ & ̂ xnw(iy)n •
il n'est pas difficile de voir que l'on a (en désignant par la même lettre C

diverses "constantes" ne dépendant ni de n ni de y).

(A.5.4) |^(x+iy)| ^ C^1 pour |y[ ^ 1

u9^ l'/ôSA^iy)!!^1 | y | 1 1 .
J
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En utilisant la formule de Stokes sur la (n+l)-chaîne définie par |x| < 2r,

y = ty ( 0 < t < 1 ) , on ramène l'estimation de

f e'^^) u(x)dx

à celles de ^ g-i(x+iyo).ç ^( îy ) f(^iy )dx
"|xk2r n o o

et de iï e-1^1^0^ ô / _ (^y ) f(x+ity ) dxdt.
JJ o z . n o o
|x|^2r J

0^1

La première intégrale est majorée d'après (A. 5.4) par

e-^ C114-1 < CI1+1 n11 f11
•- n n -'

c e
tandis que la seconde est majorée par

|f1 e-0^! G^1 ^\y l^dtl ^ C-^1 ç-11-1 fe-0" u^u
" 0 0 J 0

< C"^1 n11^-11-1.

Cela démontre les majorations de (A.2,6) et donc l'assertion (A..5.3.).

A.4. Produit tensoriel.

Si u(x') et v(x"J sont des distributions sur X ' et X", leur pro-

duit tensoriel u(x') v(x") est défini au sens des distributions par dualité

ou par passage à la limite à partir des fonctions. On peut également définir,

au sens de Sato, 1'hyperfonction u(x') v(x"). Montrons que les deux notions

coi'ncident.

Soient f (z ' ) et g (z") des fonczions holomorphes à croissance lente
a (3

telles que l'on ait u(x') = ^ lim f (x'+iy') et v(x") = ^ lim g (,x"+iy"),
a p

Au sens des hyperf onctions, on a :

u ( 2 ) V = y ^ ̂  ) (^(gn)»
o a Pcx(3

et la même formule est valable au sens des distributions d'après la continuité

du produit tensoriel.

Les quatre propriétés suivantes sont établies dans [S.K.K.], f2], f l 1 " | »

[F.I.O.l] (parfois pour le produit "ordinaire", ce qui est bien sûr plus général).
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A.4.1. En remplaçant SS par SSA ; SE ; ÏFA ; SSD, on a

SS(u(2)v) c(ss(u) x SS(v))L<X' x SS(v))uês(u) x X " )

en désignant par X' x SS(v) l'ensemble { ( x ' , x " , ^ ' , ç " ) | ^ ' = 0 et (x", ^")e ss(v)},

A. 5, Intégration de lon^ des fibres.

Soit u (x ' ,x" ) une distribution sur X' x X" telle que la projection du

support de u sur X' soit propre. Qn peut là encore définir / u(x ' ,x")dx"

au sens des distributions (par dualité) ou au sens des hyper fond ions (par voie

cohomologi^ue). Montrons que les deux notions coi'ncident.

Les deux notions étant locales en x ' , on peut se ramener au cas où u

est à support compact, et définit donc mie fonctionnelle analytique. Pour les

fonctionnelles analytiques, la définition cohomologique coi'ncide avec celle

définie par dualité :

< J u(x' ,x")dx", (p(x") > = < u (x ' , x" ) , i ( x ' ) (p(x") >

pour y analytique. Cela montre que l'intégrale est la même qu'au sens des

distributions.

Les quatre propriétés suivantes sont établies dans [S.K.K.], [2] , h 1 ]

[P.I.O.l] (Pour WPA, la propriété A'est établie que dans le cas particulier

où WPA(u) ne contient aucun point du type (x ' , x " , ^ ' , o ) . Nous laissons au lec-

teur le soin d'étendre au cas général la démonstration du théorème 4.1 de [n]).

A. 5.1. En remplaçant SS par SSA ; SE ; WPA ; SSD, on a

SS(J\(x',x")dx") c= } ( x ' , ^ ' ) | 3 x" ( x ' , x - , ^ ' , 0 ) ç SS(u)}.

A.6. Trace.

Soit u(x ' ,x") une distribution sur X' x X". Sa trace u (x ' , o ) est défi-

nie dans [P.I.O.I] au sens de distributions si SSD(u) ne rencontre pas le

fibre normal à X ' , et la trace au sens des hyperfonctions est définie dans

[S.K.K.] si ce fibre normal ne rencontre pas SSA(u).
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II résulte donc de (A.5.2) et (A.5.5) que si

SE(u)n [ ( x ' , x " , ^ ' , ç " ) | x " = 0 et ç' = 0} = / ,

les deux notions de trace sont définies pour u. Montrons qu'elles coïncident,

D'après (A.2.5) on peut écrire u = zb(f ( z ' , z " ) ) où les f sont holo-
a a

morpnes à croissance lente, dans des ouverts co + ir » le polaire de r ne
a a

rencontrant pas le fibre normal à X ' , II en resuite que les cônes r ' = = { y ' [ ( y ' o)
a • 1

ç F } sont non vide. Au sens des hyperf onctions, on a u(x ' ,o ) = E b(f ( z ' , o ) ) .a a
On est donc ramené à démontrer la propriété suivante : soit f holomorphe

à croissance lente dans ^ +ir, le polaire de r ne rencontrant pas le fibre

normal à X ' , montrer que la trace au sens des distributions de

l i m f ( x ' + i y 1 , x"+iy") est lim f((x'+iy ' ) , 0 ) .

Soit y ' une suite tendant vers 0, telle que ( y ' , 0 ) ç. r . Les fonctions

régulières f (x '+ iy ' , x") ont évidemment pour trace f (x '+iy ' , o). D'après le

théorème 2 .5 .11o de [P.I.O.l], il suffit donc de démontrer que

f (x '+iy ' , x") —»• u (x ' ,x") dans l'espace oâ* .(Nous laissons au lecteur cette
r°

démonstration, qui repose sur un argument de déformation dans le domaine complexe

analogue à (et plus simple que) la démonstration de (A. 5.5).

Les quatre propriétés suivantes sont établies dans [S.K.K.], [2], [1 l ] ,

[F.I.O.I],

(A.6.1) En remplaçant SS par SSA ; SE ; WFA î SSD, on a

SS(u(x ' ,o)) c S ( x ' , ^ ) | ] ^ (x ' ,0 ,^ ,^") £ SS(u (x ' , x" ) ) j

en supposant toujours que SE(u) ne rencontre pas le fibre normal à X ' .

A.7. Composition.

On définit, au sens des distributions ou des hyper fond ions

Ku(x) = î' K(x,y) u(y)dy de la façon suivante : on fait le produit tensoriel

K(x,y) u (z ) , on prend si possible la trace sur y = z, on intègre si possible

le long des fibres. Il resuite de ce qui précède que les deux sens coi'ncident
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sous les hypothèses suivantes :

K(x,y) est une distribution sur X x Y et u(y) est une distribution à

support compact dans Y

{ ( x ^ ) | ] y, (x,y,^,o) ç SE(K)J = />
{ ( y , T l ) 1 -] x, (x,y,0,-r)) C SE(K)inSE(u) = ^ .

Et on a de plus

(A.7.1) SSA(Ku) cSE ' (K) o SSA(u)

SE(Ku) c SE'(K) o SE(u)

WFA(Ku) c SE'(K) o WFA(u)

en notant SE'CK) = j(x,y,^) | (x,y,^,-^) £ SE(K);.

A,8. Une représentation de ô.

Nous allons utiliser une décomposition de ô analogue à celle utilisée

dans [S.K.K., corollaire III.2.1.5.]» pour prouver le caractère flasque du fais-

ceau ê. Cette décomposition est d'ailleurs étroitement liée à la transformation

de Pourier généralisée de Bros-lagolnitzer.

'1-8-' '-i^ ^-, ̂ ^^
Cette formule doit être interprétée de la façon suivante. On pose

(A.8.2) K(x,n) = (n"1^ (1 4- x^) lim ———————————\_______________ .
(-2i^) y^O [(x+iy).(r)+io) + i(x+iy) .(x+iy)]2

cr^O

La distribution K(x,^) est ainsi valeur au bord d'une fonction holomorphe

au voisinage de x pour x ^ 0, et holomorphe à croissance lente dans les romai-

nes |x[ < ç, y.-p > j y j 4. e |o|. On a donc

(A.8.5) SE(K(x,r])) c: i ( x , r ^ , Ç , e ) | x = 0, TI = ^ ; 9 = 0}.

Le second membre de (A.8.l) désigne l'intégrale le long des fibres / K(x,r])œ(îl)

où ^ est la mesure canonique sur S11""1 : J^) = ^ (-l)^1 ̂  /\ ... d^ . ^ ... d^

Les deux membres de A.8.1. sont des distributions bien définies, a priori

d'ordre n« II suffit donc de démontrer qu'elles coi'ncident sur des fonctions

85



J.M. BONY

d'essai <p(x) du type suivant :

y est analytique au voisinage de la boule |x[ < r.

y est nulle ainsi que ses dérivées jusqu'à l'ordre n pour [x| = r.

y est le prolongement de (p par 0 hors de la boule [ x [ < r.

Nous allons alors utiliser la formule de Cauchy-Fantappiè (voir fl4]) :

^-^ I f^- iz^
(-2171) " A (z.ç)

avec dz = dz ... dz^ , o)(ç) = Z (-l)13""1 Ç . dÇ A ... A dç. A . . . A dç , et où

nous choisirons le (2n--1 )-cycle suivant : A = A + A avec A défini par
p 1 <- \

z = x + i ed - -u^i-)<n, Ç = n + iz pour [x | ^ r et -p ç s11"1

r "~
A défini par z = x , ç = - p + i z , pour | x | = = r et | ^ | < 1 .

L'intégrale sur A étant nulle, on obtient

y(o) = ̂ ^~^f ̂ l————^-^^^-^lA-A^-A^

,(0)=-^1-J (,)J . ^) , 1 +iz^ ^
(-2iîi) " S Jz=x+l£(1-|x|^2)•n ( z . T ) + i [ z | " )

ce qui prouve (A«8.l) en faisant tendre e vers 0.

A.9. Equivalence des trois définitions du spectre singulier analytique.

La distribution K(x-x', ^) définie sur ]R211 x S11"1 vérifie d'après

(A.8.5) :

(A.9.1) SE(K(x-x ',.?)) c i(x,x',T^,^',e)|x = x ' , T) = ^ = -^ l, 6 = 0}.

Si on pose, pour une distribution u à support compact :

(A.9.2) u(x,n) = ^(x-x', ^) u(x')dx'.

On a d'après (A.8,.l)

(A.9.5) u(x) = j u(x,n) d-n .

On déduit de (A.9.2) et (A.T.l)

SSA(u) c i(x,r),^,e) | 6 = 0, n = ^, (x,^) ç SSA(u)}

SE(Û) c {(x,-p,^,e) | e = o, -n = ^, (x,^) ç SE(u)j

WFA(û) c i ( x , T i , ^ , e ) 1 6 = 0, TI = ^, (x,T)) 6 WPA(u)}
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On déduit de (A.9.5) et (A,5.l)

SSA(u) c ((x,^) [ -) ri, (x,^,o) ç SSA(û)}

SE(u) c j(x^) | ] r], (x,r^,o) ç SE(û)j

WFA(u) c j(x,^) [ -j ri, (x,n,^,0) £ WFA(u)}

et donc SSA(u) = SE(u) = WFA(u) = supp. sing. anal. u.

Remarque A.9.4. L'argument ci-dessus montre qu'à une notion locale de singularité,

on peut faire correspondre au plus une notion micro-locale "raisonnable" de sin-

gularité; le spectre singulier de u doit être le support singulier de u.

"Raisonnable" signifie ici que la projection sur ]R11 du spectre singulier est

le support singulier, que la fonction K(x,-p) a son spectre singulier là où il

doit être, et que les propriétés "fcnctorielles" de comportement par rapport au

produit tensoriel, à l'intégration et aux traces sont satisfaites.

Remarque A.Q.5. La transformation utilisée ci-dessus est plus simple que celle

de [S.K.K.], mais elle ne permet pas de traiter les problèmes de prolongement^

Elle suffit toutefois pour obtenir des théorèmes de décomposition assez fins du

spectre singulier. Ainsi, si s ^.(^) = 1 est une partition mesurable (non néces-

sairement différentiable) de l'unité, les produits u(x,-q) (p. (•?) = u.(x,-r]) sont

bien définis (car SS((p^) c {(x,^,e) |^ = 0}) et / u.(x,r^d-p a son spectre

singulier dans SS(u)n Supp((p. ).

A.10. Opérateurs pseudo-différentiels.

Dans tout notre article, nous utilisons les opérateurs pseudo-différentiels

d'ordre fini tels qu'ils sont définis dans [S.K.K.], ainsi que leur interprétation

à partir de l'action de ces opérateurs dans le domaine complexe d.2.6). On peut

toutefois se demander s»ils coi'ncident, dans le cas où ils sont définis globale-

ment, avec ceux de Boulet de Monvel et Krée [6], ce qui permettrait d'appliquer

nos théorèmes à une solution au sens de [6] de Pu = 0. Indiquons brièvement

comment cela pourrait se démontrer.
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En fait, dans l'un et l'autre article, ces opérateurs sont définis par

leurs noyaux K(x,x-x') et par la formule

(A .10 .1 ) P(x,D^) u(x) = j lK(x,x-x') u(x')dx',

où K est d-ans un cas une microfonction portée par le fibre normal à la diagonale,

dans l'autre cas une distribution analytique hors de la diagonale (mais qui n'est

déterminée par le symbole Z P,(x,^) qu'à une fonction analytique près).

Nous savons maintenant que les deux sens que l'on peut donner à (A. 10, l )

sont cohérentes. Dans [6], on a K(x,y) = E P,(x,y) + h(x,y), où ^ est la

transformée de Fourier inverse de P.f.p (x,^) par rapport à ^. Dans ['S.K.K.,

II. 1.4.] on définit d'abord un noyau complexe K(z,z-z') = £ K,(z,z-z') , puis on

en prend la "restriction au réel" [S.K.K., III.1.2.]. Il n'est pas bien difficile

de voir que la restriction au réel de K.(z,z-z') est précisément la microfonc-

tion associée à p (x,x-x'), et d'en déduire le résultat.

Remarque A.10.2. Lorsque l'opérateur P(x,D^) n'est défini que dans un ouvert

d-e IR x s , et est d'ordre fini, la microfonction K(x,x-x') est valeur au

bord de fonctions holomorphes à croissance lente, et col'ncide donc microlocale-

ment avec une distribution dont le spectre singulier analytique est contenu dans

le fibre normal à la diagonale. On retrouve ainsi, à partir de (A.10.l) et de

(A.7.1) le fait que les opérateurs pseudo-différentiels d'ordre fini opèrent dans

les microdistributions et respectent le spectre singulier différentiable (voir

1 .2 .5 . et 1.2.6).

A . 1 1 . Transformations de contact quantifiées.

Soit T une transformation de contact appliquant au voisinage .du point

^o^o^ (ie ]Rn x sn su;r UI1 voisinaêe ^u point (y ,T) ). Nous allons montrer

l'existence d'une transformation de contact quantifiée associée à T, conservant

les microdistributions et transformant par T le spectre singulier différentiable.
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Toute transformation de contact étant composée de transformations du type

suivant, on peut se ramener au cas où il existe F(x,y) définie au voisinage de

(x ,y ), avec dp(x ,y ) == (-^ ,-p ), et où, en appelant s 1 r hyper sur face

{(x,y)[F(x,y) = 0}, on ait

T = q o P""1

avec p : S^3R n —* ÎR11 (x,y,Ç,r)) ^-» (x^)
2j

q : ^,3R211 —(> ^K11 (x,y,^,T)) '̂ -* (y,îi).

On peut alors prendre comme transformation de contact quantifiée associée

[S.K.K., III.1.5.], pour u microfonction au voisinage de (x ,^ )

(A. 1 1 . 1 ) Ïu(y) ^KCx.y) u(x)dx

avec K(x,y) = ô[F(x,y)].

Mais K(x,y) est en fait une distribution, avec SSD(u) c: SSA(u) = S ]R .
2j

Que l'on interprète A 1 1 . 1 . au sens des distributions ou des microfonctions, les

deux sens sont cohérents. Il en résulte que T conserve les microdistributions

et que

SSD(îu) = T.SSD(u).

Remarque. La distribution ô[î'(x»y)] est une distribution de Fourier, associée

à la phase F(x,y),e, et T est microlocalement un opérateur intégral de Fourier,
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