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PROBLÈMES de CAUCHY PSEUDO-DIFFÉRENTIELS ANALYTIQUES

par M . S . BAOUENDI et C. GOULAOUIC

II s'agit d'une extension des théorèmes classiques de

Cauchy-Kovalewsky et Holmgren pour des problèmes de Cauchy pseudo-

différentiels en les variables d'espace et différentiels en temps.

Soient F une variété analytique réelle compacte de dimension
n, T > 0, P une fonction C sur [:T,ï] à valeurs dans les opérateurs

pseudo-différentiels analytiques d'ordre 1 sur r; onte A ( r ) l'espace

des fonctions analytiques sur F; on a :

Théorème 1. Pour tous u^ € A ( F ) et f € C° ( [ - T , ï ] , A ( r ) ) , il existe

e > 0 et une unique fonction u € C ( [ - e , e ] , A ( F ) tels que

-ôï- ( t ,x) - P ( t , x ,D ) u ( t ,x) = f ( t , x ) pour |t| < e
ôt x

u(o- ,x)= u (x) .

De plus, pour f ç C°° ( [ - T , T ] , A(U ) (resp. analytique en t ) , u est

dans C ( [ - e , e ] , A(0 ) (resp. analytique sur [ - e , e ] x F ) .
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Théorème 2. Soit u une distribution sur ]-T,ï[ x F vérifiant

-ôu- - Pu = 0 pour |t| < T
ôt

u = 0 pour t < 0,

alors u = 0 dans ] - T , T [ x r.

La méthode consiste essentiellement a trouver une chaîne dé-
croissante (E ) d'espaces de Banach telle que :

s s>o

i) A( r ) = U E
s>o

u) Tout opérateur pseudo-différentiel analytique d'ordre 1 est sin-
gulier de type 1 dans cette chaîne,

et à utiliser alors les résultats sur le problème de Cauchy
abstrait dans une chaîne d'espaces (cf j i o ] [ l 3 j . • . ) . Pour cer-

taines démonstrations, on renvoie à [ 2 ] .

On traite ainsi plus généralement des systèmes linéaires du
er »1 ordre ou d'ordre supérieur, des problèmes de Cauchy caractéristiques

du type de Fuchs (cf [ l ] pour le résultat abstrait et le cas différentiel)

Le résultat de [ 9 ] et l'utilisation d'une chaîne d'algèbres de Banach

(E ) permettent de résoudre des problèmes non linéaires, tels que
s>o

l'existence et l'unicité d'une solution analytique pour le problème

d'Euler (cf [3] pour une étude détaillée).

28



PROBLÈMES DE CAUCHY

Certains problèmes de Cauchy non locaux ont été résolus dans

[ i l ] [l2] et leurs références, mais sans résultats généraux.

1 - Chaîne d'espaces de Banach de fonctions analytiques.

Soient X . , . . . , X des champs de vecteurs réels analytiques

sur r et qui engendrent l'espace tangent en chaque point de F ; l'exis-

tence de tels champs résulte du plongement analytique de F dans un
espace R1' (cf [s] ) .

Pour a = (o^, . . . , a? avec a . C (l, ...,r}, on note

|a| = 1 et X" = X X . . .X ; on note J l 'ensemble de tels
°4 a2 a!

indices a.

On choisit sur F une mesure de Lebesgue p a densité analyti-
que ; pour s> o, on note

E = f u 6 C°° (D ; ||u|| = sup IIX°u|^2^s' ^ ^ ^
s s a € J ———————————

|a| r

Les espaces E , munis de la norme | | | | constituent évidemment

une chaîne décroissante d'espaces de Banach; on a le résultat :

Proposition 1. L'espace A ( r ) = U E .sS>0
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D'abord , pour u Ç E on a

(1) |lf Ï X2} u |] „ ^ r^^ ||u|| s"21" 2k: pour k € T^
l i = l i j L2^) s

et donc u est analytique d'après ( _ 6 j •

Inversement, soit u ê A ( r ) ; en utilisant des cartes locales,

on montre que u est dans un espace E. grâce au lemme suivant :s

Lemme 1 . Soient 0 un ouvert de R , u ê A ( 0 ) , Y . , • • • , Y des opéra-

teurs différentiels d'ordre 5̂  1 a coefficients analytiques sur Q ;

pour tout compact K c 0, il existe C > 0 tel que

Y" u I I , < C1"1 ' '1 ] a | ! pour tout a € J.
L"(K)

La preuve? du lemme est un simple calcul consistant à montrer ,

par récurrence sur a, qu ' i l existe des constantes C et C telles que,

pour a ê J et P 6 1K ,

M+i |p|
(2) I I D9 Y" u I I . < C, C (\a\ + |p | ) !

L"(K) 1 2

B PI Pn
(D- désigne D, . . .D et D . = —— ) .

1 n 3 ôx.
3
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II - Les opérateurs pseudo-différentiels analytiques sont singuliers

dans la chaîne (E )———————————— g
s>o

On montre le résultat :

Proposition 2. Soit P un opérateur pseudo-différentiel

analytique d'ordre d sur F ( d C 10 ; alors P est un opérateur

singulier de type d dans la chaîne (E ) , c'est-à-dire qu'ils S>0
existe s > o et C > o tels que pour o < s ' < s ^ s , P e ^(E , E )0 o s s '
et

".C(E ,E .) ~ .ds' s' (s - s' )

Démonstration.

1 Réduction au cas d ^ 0. Admettons provisoirement la propo-

sition 2 dans le cas d = 0. La multiplication par une fonction analyti-

que est un opérateur pseudo-différentiel analytique d'ordre 0, donc

borné dans la chaîne (E ) pour s convenable. Chaque X . est uns ^- i 1o<s^s, J

opérateur singulier de type 1 dans la chaîne (E ) ; en effet, pours S>0
o<s'<s, u ê E et a Ç J, on a :

I I X 0 X . u|| . < ||u[| s"1"1-1 ( | a | + 1) î
3 L^D s

et donc

I I X . u|| < ||u|| sup s-l^s'^l (\a\ + 1)
3 s' s a€j

||X u|| < -^————— ||u|| .
3 s ' s - s' s
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Le système X^ , . . . , X^, étant elliptique, on en déduit que tout opé-

rateur différentiel d'ordre d à coefficients analytiques sur F est
singulier de type d dans (E )s S>0

II existe des opérateurs pseudo-différentiels analytiques

Q et R d'ordre -2 et -1 respectivement, tels que :

( 3 ) ( ^ X2 ) Q == I 4. R
J=l 3

Si P est d'ordre 1, les opérateurs P . = X . Q P sontJ J
d'ordre 0 , donc bornés dans la chaîne (E ) ; il en résulte qu'alorss S>0

r
(4) P = S X . P . - R P

est singulier de type 1 dans (E )
s>o

Si P est d'ordre d > 1 on peut encore terminer la démons-
r 2d

tration en utilisant une parametrix de l'opérateur elliptique 2 X
J=l j

2 Démonstration de la proposition 2 pour d = 0 . Soit donc P un

opérateur pseudo-différentiel analytique d'ordre 0 sur F.

Soit u € E^ ; on veut estimer X" Pu pour a ê J ; pour
a, P dans J, on note P ̂  a lorsque P est une sous-suite de a ;
on a
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PROBLÈMES DE CAUCHY

a ? (1)
(5) X P u = 2 K X u

^a (3

a
où K est un opérateur pseudo-différentiel analytique d 'ordre 0 de

P
la forme

a
(6) K = [ X , [ X , . . . [ X , P] . . . ] ] pour 1 = | a | - | p | > 0

P YI ^2 vl

a
et K = P .

a

Un simple calcul de majorations montre que la proposition 2

pour d = 0 résulte alors du lemme suivant :

Lemme 2. Soit P un opérateur pseudo-différentiel analytique d'ordre

0 sur F . Il existe M > o tel que l'on ait pour tout y € J

II K | | , ^ ^M'^1 ly l 1v £(L-(D , i/(r) )

où K = [ X , [ X , . . . [ X , ? ] . . . ] ] .
Y YI YS v | Y l

Pour démontrer ce lemme, on doit décrire plus précisément

les opérateurs pseudo-différentiels analytiques sur F (cf [4] [5] [?])

a) Le noyau p de P est analytique sur r x F sauf sur la diagonale*

( l ) Dans cette somme, chaque terme est répété le nombre de fois que

P peut être extrait de a.
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b ) Localement dans un ouvert U c R » le noyau est de la:forme

(7)
00

p(x ,y ) = 2 P , (x ,x-y) + r(x) ô, . + q(x ,y)
k=o K ' y }

où : r, q sont analytiques, chaque p ( x , z ) est pseudo-homogène de
K.

degré - n + k en z , [ - p ( x , z ) d z = 0 (S . désignant la sphère
n-1

unité dans R ) et, pour tout compact K C U , il existe e > 0 tel

que chaque p. est analytique dans le domaine

( 8 ) f ( x , z ) C C n x C n, dist ( x , K ) < e et |lmz| < e|Rez| ̂  e2 }

et la série converge uniformément dans ce domaine.

Soient 0. c: 0 des ouverts de F et v € L (r) ; pour obtenir

le lemme 2 il suffit de montrer qu' i l existe une constante M. > 0 telle

que :

Ivl.i , ,
(9) II K v|| S M ly l 1 pour tout Y € J •

y L2^) 1

OCt
Soit (D € C (^) valant 1 sur un voisinage de 0. ;

on note w le support de 1 - y ; on a :

(10) I I K (l-(p) v I I ^ <. I l v I I / p . 2 > 1/2
v L-CO.) L"(D J^ |k (x ,y) | dp(x) du(y)

1 v n^Xœ Y /

où k est le noyau de K et est donné parY Y
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k ( x , y ) -, 1 X ( x ) . X^ ( y ) ] . . . / X ( x ) . X W\ p ( x , y )( i i ) J \ 1 1 / \ ' I v l Ivl y

avec J X . u . v du = - J u , X v du .3 -r r 3

Le lemme 1 (avec n remplacé par 2 n ) , ( 1 0 ) ( 1 1 ) et l'analyti-
cité de p sur Q^ x œ impliquent l'existence de M > 0 telle que

Ivl^i
1|K ( l - ( p ) v II <: | | v | | M l y l l pour tout y ^ J .Y L-(n^) L^r) 2

Pour démontrer ( 9 ) il suffit donc d'obtenir de bonnes estima-
tions de K (p v et, par cartes locales, le problème peut s'étudier

dans un ouvert U de R où la description du noyau de P est donnée
par (7) ; on peut supposer que U contient la boule de centre 0 et

rayon 1 et prendre K = fo} ; pour e > 0 correspondant à ce K , on
note 0 = j x 6 R11 ; | x | < e/8 } ; il suffit alors de montrer le lemme

Lemme 3 : II existe M- > 0 tel que l'on ait, pour tout y ^ J et

pour tout u € C (G) ,

( ^ r 2 ^ Iv l - 1 - 1
V "Q S^'^ u(y) dy d^ M ly l ; ||u[| 3n ' / w LL"(n)

ou k désigne dans la carte locale le noyau de l'opérateur K •

La fonction k est de la forme
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^ ^
(12) k (x ,y) == (Y (x) + Y^ ( y ) ) . . . ( ï (x) + Y (y)) p (x ,y )

1 i Ivl M

•M-
ou Y . est le champ de vecteur associé a X . dans U et Y . est défini par

J J 3

p p -M- w /
J Y . u.v dx =-| u . Y . v dx pour u ,v dans C (U)

La contribution de q et r ( x ) ô / N (dans 7) à k donné

par (12) fournit, grâce au lemme 1, une estimation conforme à celle annon-

cée dans le lemme 3; on peut donc supposer

00

p(x ,y) = 2 Pk^» ^y^ et ^o1*®
k=o

/ oo N

k^(x,y) = B^ ... B 2 p^(x,z) , où z = x - y et

B . = B . ( x , z , D ,D ) est, pour 1 < j ^ r , un opérateur du premier ordre3 0 x z
en D et z D pour 1 ̂  k, 1 ̂  n , à coefficients analytiques.x k z -

Une démonstration assez technique, pour laquelle nous renvoyons

à [2] conduit à l'existence d 'une constante M. telle que l ' on ait pour

Y ê J

f"°° Y ( I v l + l
f sup 2 B p , ( x , z ) dz < M l y l 1
I I P — ' 4.| z |< - x€^ k=l •r

4

ce qui ramène la démonstration du lemme 3 a l 'étude de la contribution

de p ; pour celle-là on écrit
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B ( x , z, D D ) = SB ( x , D zD ) + S a (x, z, D , D ) z .
1 X Z 1 X Z , l , j X 2 J

ou: ^8. est un opérateur du premier ordre en D et z D pour 1 < k , l < n

a coefficients analytiques en x et indépendants de z; 33. . est un1 f 3
opérateur du premier ordre en D , z D pour 1 ̂  k , l ̂  n à coefficientsx k z,
analyt iques•

On a alors :

Bv p^ = S8Yr-. ^ , PO + "V PO = i6v PO + S PO

et on montre que la contribution de R, p se majore comme précédemment
00

celle de 2 Bv p ( c f [ 2 ] ) .
k=l k

Pour S ' p on obtient aisément le résultat :

Lemme 4. Pour tout y ^ J , ^ p (x ,z ) est une fonction analytique dans

0 x ( R - ) o } , homogène de degré -n en z et vérifiant :

f o ^v P (^^ dz = 0 pour tout x ê 0.Js !6Y
'o 0n-1

De plus, il existe Mp- > 0 tel que l 'on ait pour tout y Ç. J et a,j35

dans H ,

sup D^ D^ p (x,z) ^ Mj^l^^^daNpMYl) 1
x e T5 x z ° °
z e s _
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ce qui, grâce aux résultats bien connus sur les intégrales singulières,

permet de majorer la contribution de S ' p et termine l'esquisse de

démonstration du lemme 3 et donc de la proposition 2.

III - Application au problème de Cauchy

Pour déduire le théorème 1 des propositions 1 et 2, il suffit

d'appliquer le résultat abstrait suivant ( c f . [ l o ] [l3] pour sa

démonstration ) :

olen s o < s ^ s une chaîne décroissante d'espaces de Banach,

T > 0 et, pour tout t € [-T,TJ, P( t) un opérateur linéaire dans

U E vérifiant :s
0<S^S

0

II existe C > 0 tel que pour 0 < s* < s ^ s ,P ê C°( [-T,ï] ,J*(E ,E , )
0 S S

et sup ||P(t)||- ^ —c- •
|t|<T J*(E^ E .) s-s'

Alors pour tout s ê ] o , s ] , il existe e ê ] o , T [ tel que, pour tout

f ç. c° ( [ - T , T ] , E ) et tout u 6 E , il existe une unique
^ ° ®o

fonction u 6 C ( [ - e , e ] , E ) vérifiants

u ' - P u = f dans J-e»e[

u ( o ) = uo

De plus, si f et P sont holomorphes dans |t € ffi ; |t| < T}

alors u est holomorphe dans jt ê ffi ; |t| < e}o
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La régularité C (dans le théorème 1) se démontre de façon classique

sur l'équation différentielle.

Pour le théorème 2 (résultat d'unicité) on résoud le problème

transposé dans des espaces de fonctionnelles analytiques sur F , en uti-

lisant la densité de E (pour s>o) dans A ( F ) .s

Remarque (cas non linéaire). Pour traiter des problèmes de Cauchy non

linéaires pseudodifférentiels analytiques (cf[3]), on utilise aussi

un théorème abstrait de [9] mais avec une chaîne (E ) constituée
o<s

d'algebres de Banach. Avec les notations du paragraphe I, en notant

une norme holdérienne d'exposant ? € ]o,l[, on note pour s>o

11- rOS |i OS ^

1 00 ^ 1
E =[ u Ç C°(n ; 2 ————————— < oo ^
s [ a6j \a\\ }

et on vérifie que les propositions 1 et 2 sont encore vraies avec ces

espaces E , qui sont des algèbres de Banach.s

M.S.BAOUENDI
Université de Paris VI

C.GOULAOUIC
Université de Paris XI
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