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OPERATEURS MAXIMAUX ASSOCIES A UNE CLASSE D'OPERATEURS
ELLIPTIQUES FORTEMENT DÉGÉNÉRÉS SUR LA FRONTIÈRE.
APPLICATION AU CALCUL DE L'INDICE POUR UNE CLASSE
DE PROBLÈMES AUX LIMITES ASSOCIÉS A CES OPÉRATEURS

par

Dominique PRÉVOSTO

1 - INTRODUCTION
On étudie des problèmes aux limites dans un ouvert î2 de JR , associés à des

opérateurs elliptiques à l'intérieur, dégénérés au bord de cet ouvrage, le bord
étant caractéristique.

Dans cette direction, M . I . Visik et V . V . Grusin ont obtenu certains résul-
tats dans [ 1 3 ] pour l'opérateur défini par :

L u ( x ) = L ( x , D ) u ( x ) = Y P^x.D {^x)^" 1" 1"^ u ( x ) } ,
h=o

où m et r sont deux entiers tels que O^r^m, q un réel > 1 tel que q(m-r) e f N ,
où P^^x.D ) est un opérateur aux dérivées partielles d'ordre inférieur ou égal e
à m-h, P^XîD ) est un opérateur d'ordre m , elliptique dans ̂  et où T est une
fonction de classe C ° ° , équivalente à la distance au bord r de l'ouvert régulier^.
Ce sont des opérateurs d'ordre m , elliptiques à l'intérieur et dont la dégénéres-
cence au bord est d'ordre q ( m - r ) . Considérant les problèmes aux limites associés
aux opérateurs L :

f Lu = f dans ft ,
^ Bu = g sur r ,

où B est un système d'opérateurs différentiels frontière, on montre dans [ 1 3 ] ,
moyennant certaines hypothèses sur L et B , que le couple d'opérateurs { L , B } est un

0opérateur à indice dans des espaces convenables, le second membre f étant dans L ( î 2 ) .
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Avec J. Rolland dans [9] (cf. aussi [ 10 ] ) nous avons montré que, pour tout
entier p^_0, l'opérateur {L.B} est à indice, le second membre f étant dans H^îî),
l'indice étant indépendant de p e î N .

L'objet de cet article est de montrer que si P^x^ ) est un opérateur pro-
prement elliptique d'ordre r=2s, et si l 'on prend pour B un système de Dirichlet
d'ordre s sur la frontière de îî, alors l'indice de l'opérateur {L,B} est nul. comme
c'est le cas pour l'opérateur {P^B}. Lorsque r=0, il n'y a pas d'opérateurs fron-
tière, et le résultat a été obtenu en collaboration avec J. Rolland.

Pour la démonstration, on utilise de façon essentielle, l 'existence de traces
et une formule de Green pour les éléments du domaine maximal

D(L;îî) = {u € L2^) ; Lu e L2^)} de L dans L2^) ;
c'est l'objet du paragraphe IV.

Pour cela, on a besoin de montrer que c2)(iï) est dense dans D(L;îî) . Dans le
cas r=0, on montre même que <2)(îî) est dense dans D(L;iï). Ce problème de la densité
des fonctions régulières dans le domaine maximal de L, est celui de la co'încidence
entre prolongement "fort" et prolongement "faible" de l'opérateur L dans L2^).
Pour les définitions, on renvoie à K.O. Friedrichs [4]. Ce problème intervient dans
de nombreuses questions, en particulier en ce qui concerne les problèmes aux li-
mites associés à L (cf. par exemple [8] et [5]).

Plusieurs auteurs ont résolu la validité de ta densité des fonctions régu-
lières dans le domaine maximal pour diverses classes d'opérateurs différentiels
(cf. [3], [4], [6], [7], [8], [1 ] , et la bibliographie de ce dernier).

La méthode utilisée ici, dans le paragraphe III, est une méthode de transpo-
sition, comme celle utilisée par P. Bolley et J. Camus dans [3]. Elle est associée
à un théorème de régularité analogue au théorème de régularité à l'intérieur pour
un opérateur elliptique. Ce théorème est démontré au paragraphe II.

De la formule de Green et du théorème de densité des fonctions régulières dans
0

le domaine maximal de L dans L (ft), on déduit, au paragraphe V, des théorèmes de
régularité.

Le paragraphe VI, enfin, est consacré à l'étude du problème de Dirichlet as-
socié aux opérateurs L. La méthode utilisée pour le calcul de l'indice diffère
sensiblement de celle de J.L. Lions et E. Magènes dans [8].
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Le plan de cet article est le suivant :
I - INTRODUCTION.
II - UN THÉORÈME DE REGULARITE.
III - THÉORÈMES DE DENSITÉ POUR LES DOMAINES D'OPÉRATEURS DIFFERENTIELS MAXIMAUX

ASSOCIÉS A UNE CLASSE D'OPÉRATEURS ELLIPTIQUES ET DÉGÉNÉRÉS.
IV - THÉORÈME DE TRACES POUR LES DOMAINES D'OPÉRATEURS DIFFERENTIELS MAXIMAUX

ASSOCIÉS A UNE CLASSE D'OPÉRATEURS ELLIPTIQUES ET DÉGÉNÈRES.
V - APPLICATION AUX PROBLÈMES AUX LIMITES.
VI - APPLICATION AU CALCUL DE L'INDICE POUR LE PROBLÈME DE DIRICHLET.
BIBLIOGRAPHIE.

C'est Monsieur J . Camus qui m ' a proposé ce travail. Q u ' i l soit remercié pour
ses très nombreux conseils : son expérience mathématique m ' a beaucoup aidé à avoir
une vision plus claire et plus globale du problème et à éviter ainsi de nombreuses
embûches. Je veux aussi remercier Monsieur P. Boltey dont l ' a i d e constante et les
suggestions n'auront pas été moins efficaces.

II - UN THEOREME DE RÉGULARITÉ.
Dans ce paragraphe, on va établir le théorème de régularité locale, à partir

duquel on résoudra au paragraphe III le problème de la densité des fonctions ré-
gulières dans le domaine maximal des opérateurs considérés.

Tout d'abord, on rappelle et on complète des résultats relatifs aux espaces
de Sobolev avec poids l/ donnés dans [9] , [1C[] et à une classe d'opérateurs dif-
férentiels ordinaires elliptiques et dégénérés (cf. [ 9 ] ) .

1 1 - 1 . Une inégalité du type "compacité" pour les espaces de Sobolev avec poids
W^(IR").
Soit n^l. Le point générique de fR" sera noté x = ( x ' , 1 ) avec x ' e 1R et

t e l R . On note fR^ le demi espace défini par :
fR^ = {x e /R" ; t > 0} .

Soient a €. Z, s un entier •>_ 0 et q un réel > 1 tel que qs €.I N .
On définit les espaces de Sobolev avec poids suivants :

^ ̂ ) = { u e H^QR") ; t̂  u e H^IR" ) } .
Q MOn munit W (IR ) de la norme canonique.q »s

PROPOSITION 2 . 1 . - Pour tout entier j tel que 0 ̂  j ̂  q s , 1'application

u »——> t^-3' u
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est linéaire et continue de ̂  ^(/R") dans H ^(/R").

Démonstration. - On utilise des théorèmes de dérivées intermédiaires après trans-
formation de Fourier sur IR pour obtenir le résultat dans le cas 5,-s > 0. Dans le

- o n —
cas A-S < 0, si u e ̂  -(IR") on poseq ,s

A-S

v(x) = ^ {(UI^I^-T- ̂ ^ (^

et on est ramené au cas précédent car v e W5 (/R").

PROPOSITION 2.2. - L'espace <2)(1R") est dense dans l/ (IR"),————————— q ^5

Démonstration. - Ce résultat s'obtient par troncature et régularisation.

PROPOSITION 2.3. - On suppose s^l. Alors, pour tout e > 0, il existe une constante
C > 0 telle que, pour j = 1 , . . . ,qs et tout u e W^ -OR"), on aite ————— q^s ————

llt '̂ull , ie Ht^ulL ,, +c, ||u
V-^IR") '^3.

H ÎR")
H^OR")

Démonstration. -

1ère étape : n=1. Il suffit de montrer que, pour tout e > 0, i1 existe C > 0 tel———————————— ^ e
que, pour tout u e W .(R), on ait :

q»5

llt^ull , < e Ht^ull + C, Ht^ull , .
o_l_ — !?. n 9

H ^(R) H ^ ) H q^)

Par densité, il suffit de le montrer pour u c 3(/R). Si Fu est la transformée de
Fourier de u sur (R, on a :

f ? ^7Ï d^"1 d^5"1 f A 9 À— ^q5"1 ^q5-2

L"") q ̂ r"- ̂ Fu d' - -l̂ ( (l«2) q ̂ Ful ̂ F"d

f ? ^'TT d^ ^ q s - 2 , c ,, J l ' 1 .qs-1 .qs-2•L0-^ ̂ -^^-H ( 1 + T 2 ) q ^Fu^= - ( 1 + T )
^

Par suite :
„ 1

Fu dT.

t o A-1 .qs-1 2 c ,, ^ ,qs •£-1 ,qs-2L""' '̂ "i -^J."-17 ^^i'"-2'79 ̂ "i^
t2|•4lL<l«2)Hl^"l.<-2>Hl^F"l-.•
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On utilise alors l'inégalité classique : ab ^ ea2 + C b2, ce qui donne
l'inégalité ( 2 . 1 ) .

2ème étape : n > 1 . Il suffit de faire la démonstration pour u e ^((R").

1er cas : a-s > 0. En utilisant le cas n=1, on montre que l 'on a

ll^^l1 J ^ £ 1 1 ^ 1 1 . 2 n-1 +^ ""II. s 2 n 1 •
H^L2^-1)) H^;LV 1 ) ) £ H^diU2^-1))

^ . 1/2 ,
En posant v(-r) = ^u^',-^) où A = ( 1 + [ ç ' | " ) et ô = - -^ on vérifie que

A ^

v e L ÎR) et D^ v e L^IR).

Par intégration par parties, on obtient que, pour tout e > 0, il existe C > 0
tel que, pour tout j = 1, . . . ,qs on ait :

HD^'vl . < e HD^vll ,, + C ||v|| , .
T L ÎR) - T L îR) £ " '^(iR)

On fait le changement de variables n = —, on mu l t i p l i e par ( l + l ç ' ] 2 ) 4 " 8 et on
intègre par rapport à ç ' e fR"" . On obtient :

"^"11 j ^ e ll̂ h , n-1 ^Jl^lz ,-s n i •
LW-V-^) ^^.H^"1)) ^^n 1 ) )

On en déduit alors que

llt^ull . ^e||t^u||^ „ + C l|u|| „ .

H "̂) H ( R ) H ( IR)

2ème cas : a-s < o. On se ramène au cas où &=s, en posant
A-S

v(x) = ^-1 {(l+lç-l2^2)"^ Î ( Ç ' . T ) } (x).

La proposition 2.3 est donc complètement démontrée.

L'espace S)^") étant dense dans 1/ gOR"), il en résulte que t 'espace dual
r'̂  .OR")] 1 est un espace de distributions. Plus précisément, [W^ (ïR")] l s'iden-H »^ q }S
tifie à l 'espace des distributions T de la forme :

gs . "us-^
T = ï t" g., où g. appartient à H ^(IR ).

j=o J J

1 1 . 2 - Un lemme de dérivées intermédiaires.

Etant donnés deux nombres réels a et r, on désigne par H^ÇR") l'espace
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r_ î_
H^^/R") = {u e ^'((R") ; (1+|^|2^2)2 ( l4 . |ç ' [ 2 ) 2 ^u eLV)} ,

muni de la norme canonique. Si q désigne un réel ^ 1 et s un entier^ 0 tel que
q s £fN, on note W _ (r^tR") l 'espace :

H î»>

Vs^^") = {u ^ H^^OR") ; t^u € H^^IR")} .

muni de la norme canonique. On a alors :

LEMME 2 . 1 . - Pour tout j = 0,...,qs, l'application : u i—> t^^u est linéaire et
continue de W ^(r^/R") dans H^^OR").

Démonstration. - Le cas n=1 est immédiat. Lorsque n>1, on étudie le cas r=0, puis
pour r/0, on s'y ramène en posant

j-i 9 9 r/^
v(x) = fp { ( i+ l ç -1^ / ) ÛCÇ^T) } (x) .

1 1 . 3 - Surjectivité des traces dans ^ (îî ).—————————————————— q ^s

1 1 . 3 . 1 . - Etude dans le demi espace.
Soient a & î, s un entier ^ 0 et q un réel > 1 tel que q s € tTL On définit

les espaces de Sobolev suivants :

^s^ = {u € ^("O î tqsu 6 H^)} .

On tes munit de la norme canonique.

PROPOSITION 2.4. - Pour tout entier j tel que 0 ^ j ^ qs, 1'application
u »—> t^'^u est linéaire et continue de W^ (^n) dans H^"3/^11).—————————————————— q»s + —— +

Démonstration. - Pour u appartenant à W^ .(IR"), on pose :q »s +
f u(x,t) si t > 0

Pu(x' , t ) = ^ r
[ I a- u(x ' ,-jt), si t < 0,

J=1 J

avec r = max (qs-^,qs, ^-s-1+qs), les a. étant des constantes solutions du système
r
1 a, (-J) = 1 pour k = min(^-qs, -qs) , . . . ,max(5-s-1, -1) .

j=1 J

On vérifie facilement que P est un opérateur linéaire continu de W ^ (1R") dans">")-
PROPOSITION 2.5. - ©((R") est dense dans W ^ (IR").+ ————————— q ,s

Démonstration. - Elle résulte de la proposition 2.2 et du lemme 2.2.

Lorsque A-s>0, on peut définir les -?-s traces YQÛ,. .. » y . ç i U pour les
éléments de u e W^ çOR"), ces traces sont définies de façon classiques par :
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Y j U ( x ' ) = D^u(x ' ,0) , j = O.. . . . j l -s-1, où ^ = 4lt •

On a alors :

PROPOSITION 2.6. - L'application y = ( ï o > . . . > Y ç _ .1) est linéaire continue et sur-
jective de ^ffi;) sur ^ ^1 " '

n H '( IR"').
J=o

Démonstration. - Elle est classique (cf. [8] par exemple).

1 1 . 3 . 2 . - Etude dans 1 'ouvert ^.

Soit î2 un ouvert borné de fR", de bord r. On suppose que ^ est une variété à
bord de classe C00. On se donne une fonction ^ ê C00^11,^) telle que :

( ^ = {x e |T^ ; ^(x) > 0} .
^ r = {x 6 IR" ; V(x) = 0} ,
[(V x & r ) (grad <f>(x) ^ 0) .

Etant donnés & e 2, s un entier _>_ 0 et q un réel > 1 tel que qs efN, on définit les
espaces de Sobolev avec poids suivants :

^ ,(n) = {u e H^^iï) ; ^u e H^)} ,
q ,b

que l 'on munit de la norme canonique.
Des propositions 2.4 et 2.5, on déduit les résultats suivants :

PROPOSITION 2.7. - Pour tout entier j tel que 0 ^ j _<_ qs, l'application
u ^—> ^-Ju est linéaire continue de ^ (iï) dans H^"^^).———————————————— q ^s ——

PROPOSITION 2.8. - L'espace <2)(^) est dense dans l/ ,(îî).—————— —————————— q »s

Lorsque &-s > 0, on va définir des traces pour les éléments de ^ ç(^) .
Soit <S un nombre réel > 0 et soit Ug = {x e (^n ; d(x;r) < 6 } où d(x,r ') désigne
la distance du point x à r. On suppose que <S est suffisamment petit pour que, pour
tout x € LL, la distance de x à r ne soit atteinte que par un seul point x? de r.

L'application r ^ ——^ r x]-M[

^ :
x — > (Xp, ^ , d(x,r))

est un isomorphe de classe C°°.
Alors, pout tout u appartenant à ^ .(^) et tout j = 0,... ,ii-s-1, on pose,q,s

pour x €. r - , 1 .
VjU(x) =D^(^'(x.t))|^, où D^4{ç .

De la proposition 2.6, on déduit alors :
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PROPOSITION 2.9. - L'application y = (y , . . . , Y o _ -, ) est linéaire, continue et
surjective de w ,(iï) sur ,
———————— q î s —— &-s-1 ^-s-j-1

n H ^ ( r ) .
J=o

1 1 . 4 . - Quelques propriétés d'une classe d'opérateurs différentiels ordinaires
elliptiques et dégénérés.

On rappelle et on complète les résultats de [9].
Soit L = L(t,D^) l'opérateur différentiel défini sur IR par :

Lu(t) = L(t.D,)u(t) = Y P^D.) {t^-^ u(t)} .
L h=o w

où D, = -r -.-r, m et r sont deux entiers tels que 0 ^ r ^ m, q un réel > 1 tel que
q(m-r) elM et où :

(i) Pour h = 0,...,m-r, P (D. ) est un opérateur différentiel ordinaire
d'ordre ^ m-h, à coefficients constants complexes :

P^D.) = ? P?^ D3 ;
J=o J

(si q(m-r-h) .̂ IN, P"1" (D.) est, par définition, l'opérateur identiquement nul).

(ii) P^D..) est un opérateur d'ordre m, elliptique, c'est-à-dire que, pour
tout T e (R, on a ,̂ m ^ .

P^T) = 1 P^ T^ 0.

j=o J

On considère a^ors l'hypothèse suivante, "d'ellipticité générale" :
(H ) Pour tout t ^ 0 et tout T e.iR, on a :

"V pm-h ^m-r-h ^q(m-r-h) ^ ^
h=o m

Les résultats que nous utiliserons par la suite sont les suivants :

PROPOSITION 2 .10 . - Soient s jet À deux réels, avec À ^ 0. Sous l'hypothèse (H^),

^1 u € C-r^) e^- Lu e ̂ "^^ a10^ u € C^-

Démonstration. - Cette proposition sera montrée si l 'on prouve que, pour tout s^ IR,
l'opérateur L est à indice de W"1'1"5 _ ÇR ) dans H^TR ), dindice indépendant de s.

1 ° ) Soit alors T > 0. D'après le théorème 2.2 de [9] , on sait que, pour tout p e. ~ZL
1 opérateur :

M(t,D^) - î P^ D^ {t^-^).}
h=o

est à indice de l/̂  (0,T) dans Hr+p(0,T), d'indice indépendant de p et égal àq ,m-r
m-r-m,, où m^ désigne le nombre de racines T de l'équation
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P(T) - Y p :̂[1 T""^ = o
h=o

telles que Im r > 0. Comme l'opérateur D^ est à indice, d'indice r, de H^^OJ)
dans HP(0,T), on en déduit que D^ o M(t.D^) est un opérateur à indice de
^m-r^091^ dans H P(0»T) ' d'indice indépendant de p e Z et égal à m-m^. En montrant
que l'opérateur L-D[ o M(t,D^) est compact de ^'^(OJ) dans HP(0,T), on achève
de démontrer que L est à indice, d'indice m-m , 'de ^P (0,T) dans HP(0,T).

2°) Pour p e Z, l'opérateur u h-> t^^u est un isomorphisme de Wm+p_ (T,+>>) sur
H^PCT^). Puisque P^D^) est elliptique, il vient que l'opérateur
P"^) {t^"^.} est un opérateur à indice de W^^T^) dans HP(T,+>>), d'in-
dice égal à n^, n^ désignant le nombre de racines'r de l'équation Pm(T) = 0 telles
que Im T > 0. On montre alors que L(t.D^) est un opérateur à indice, d'indice n ,
de ^m-r^9'1'^ dans ^C^-'-^) en démontrant que l'opérateur Ht.DJ-P^D.Kt^"1"^.}
est compact de ^m.^C1'^30) dans HP(T,+>^.

3°) On regroupe les résultats obtenus au 1 ° et 2° à Taide d'un diagramme commuta-
tif, et on achève la démonstration de la proposition 2 . 1 0 par interpolation dans
le cas où s ^ Z.

Introduisons alors l'opérateur adjoint formel L* = L*(t.D.) de L défini par :

L*u(t) = L*(t.D,)u(t) = Y t^"1-^) P^D.Mt)
h=o L

où, pour h = 0,...,m-r :
„ r., m-h ——r
P^ (DJ = î P^ D0

t j=o J t

PROPOSITION 2 . 1 1 . - Soient s ^t \ réels, avec \ >_ 0. Sous 1'hypothèse (H ), ̂
u e Ç^-r^) ̂ il ̂ u e HS+À^). Hors " € Ç^(ff^ . + -

Démonstration. - On écrit L^t,^) = t(t,D^) + Q(t.D^) avec

Ht.D.) =Y P^^DJ {t^"1-^).}
t h=o t

^
L (t,D^) vérifiant tes mêmes propriétés que l'opérateur L( t ,D,) , ta proposition
2 . 1 1 se déduit de la démonstration de la proposition 2 . 1 0 en remarquant que Q(t,D..)
est compact de ^^.p^) dans HP(fR^) pour tout p e Z.

Pour tout ^ eiR, on désigne par H^(ff^) t 'espace des distributions de H^JR) à
support dans /T^. Des propositions 2 . 1 0 et 2 . 1 1 , on déduit alors par transposition :

PROPOSITION 2 . 1 2 . - Soient s ^t \ deux réels, avec À ^_ 0. Sous 1'hypothèse (H^),
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11 " € H )̂ ejULl L u e [̂ :>)] • (resp. L*u e [W^OR)] • ) , alors

ueH^OR).

11.5. - Théorème de régularité.

1 1 . 5 . 1 . - Notations, hypothèses et résultat.

Soit 06= o<ê(x,D ) un opérateur défini sur ÎR" par :

o^u(x) = cé(x,D )u(x) = Y ^(x.DJ {^-^(x)} ,
h=o x

où D^ = (^.-^-,..., -y -^—, ̂  ^)^ r et m sont deux entiers tels que 0 ^ r ^ m,

q un réel > 1 tel que q(m-r) € fN, et où :

(i) pour h = 0,...,m-r, <3?m""h(x,D^) est un opérateur aux dérivées partielles
à coefficients indéfiniment différentiables dans fR", d'ordre inférieur ou égal à

^."x)--!».!^ ^CO <' ^f
(si q(m-r-h)^IN, <^"'h(x,D^) est l'opérateur identiquement nul). Nous noterons

<[p^(x,D^) la partie principale d'ordre m-h de ^"^(x^).

(ii) c^m(0,D^) est un opérateur à coefficients constants, elliptique, d'ordre
m. On introduit alors l'hypothèse "d'ellipticité générale" suivante :
(C- j ) pour tout x' € ^n"1, tout t ^ 0 et tout ç e îî^N {0}, on a :

^o^''0)^ ) = T ^((x'.O);^ t^"^) ^ 0.
h=o

Cette hypothèse implique en particulier que l'opérateur 0^(0,0 ) est elliptique.

On notera eê* = oÊ^x^ ) l'opérateur adjoint formel de oî?(x,D ). Pour toutx x
réel p > 0, désignons par B(0,p) la boule ouverte de centre 0 et de rayon p.
On se propose de démontrer le résultat suivant :

THEOREME 2 . 1 . - On suppose que l'opérateur oé(x,D ) vérifie l'hypothèse (C,)_
Alors il existe e > 0 tel que, si u € L^B^.I)) avec supp u c B(0 ,1 ) 0 ÎR"
et si oêu eL (B(OJ)) (resp. oé*u €. 1.^(0,1))), alors pour toute fonction
<() € ^(IR") telle que supp ^ oB^e^), on a : ̂  e l/" ^^(IR").

Remarque 2 . 1 . - Lorsque r=m, on a o^(x,D ) = ^(x.D ) ; et dans ce cas, le résul-
tat du théorème 2.1 est classique. Nous pouvons donc supposer, dans ta démonstra-
tion du théorème 2 . 1 , que r < m.
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1 1 . 5 . 2 . - Lemmes techniques.

Pour démontrer le théorème 2 . 1 , on utilisera de façon essentielle deux lemmes
de régularité tangentielle. Ces lemmes se démontrent par la méthode des quotients
différentiels à partir d'inégalités a priori.

LEMME 2.3. - Soit a un entier ^ 0. Il existe une constante e > 0 telle que, si
u ^ W^ ,(1R") avec supp u c B ( 0 , e . ) . si —r u e H^^OR") et si

LI,IH"T —•——'— X» —•— d A _ —"~——"—

^u € H ÎR") (resp. ̂ r oê* u e H^IR")), ai^rs ̂  u e W;^(IR").

Démonstration. - On a :

^(x.DJ {t^-^u} = oé(x;D,)u - Y ^(x.D,) {t^-^u} .
h=1

En utilisant le fait que ^((^D ) est elliptique, on montre qu'il existe une cons-
tante e, > 0 telle que si u e: W^ JîR")» avec supp u c B(O,£ ), on ait :x, q ,in"'r A»

l̂ -̂ Î n, . ' ' «"V-^n, - M,-(.-^n, < l̂ "^-,̂  -

On en déduit une inégalité a priori analogue pour l'opérateur oê . La méthode des
quotients différentiels permet alors de terminer la démonstration du lemme 2.3.

LEMME 2.4. - On suppose que l'opérateur cif(x,D^) vérifie la condition ( C ^ ) .
Alors, pour tout p e fN, i1 existe e > 0 tel que, si u e: H ÎR") avec

supp uc B(0,ep) 0^ et si ^oêu e^^OR")]'

(resp. ̂  c^u e [w^dR")]'), alors ̂ r u ^POR").

Démonstration. - On applique le théorème 5.5 de [il], pour le cas particulier qui
est le nôtre et pour l'opérateur oé^ en prenant les g. identiquement nuls^II
vient qu'il existe e^ > 0 tel que, si u e L^tR") avec supp u c 8(0,^) UÎR^, on a

"^<«»);c"^l[";,.,(."fl•*l°""-'<.n)l•
On montre alors, par récurrence surj)_€fN, qu'il existe e > 0 tel que, si
u c H^/R") avec supp u c B(0,e ) H IR^, on a :

""w)10"^"^-^)]'*"""'-'^)1'
Et l 'on a une estimation a priori analogue pour l'opérateur o^*- 0" termine alors
la démonstration par la méthode des quotients différentiels tangentiels.
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1 1 . 5 . 3 . - Démonstration du théorème 2 . 1 .

On fait la démonstration pour r > 1 et pour l'opérateur <^(x,D.,). (Pour
-k — X

^(x,D ) la démonstration serait analogue).

On fait l'hypothèse de récurrence suivante : _
(K ) II existe c > 0 tel que, si u e L^B^.I)) avec supp u c B ( 0 , 1 ) H IR^ et
o^u cL^B^J)), alors, pour toute fonction ^^((R") telle que supp u c B ( 0 , e ),
on a : i

D^, $ u e W^^fR") , pour |a | jm-p-1

D^, $ u e H^/R") , pour |a| _< r-p.

1 ° ) L'hypothèse (K^) est vraie : Soit ^ e ^OR") tel que supp ^ c B(O,£^) où e^
est < 1 et satisfait les conditions du lemme 2.4 pour p=0. On a <HI eH^lR").
En utilisant les égalités :

(2.3) D^. W- (^ ,u).T Y I D^. (P^x) D; (t^-^) ̂  ,u}
x x h=o |6|jn-h y<a x p x

et ï70

(2.4) ^((^u) = ^ o é u + Y [^(x^M] {t^^-^ ^u} .
h=o

où ^ ^^((R") avec supp y c B(0,e ) et 'r ( ( > = < ( ) ; et en raisonnant par récurrence
sur H, il vient que D01, ^u e H0^") pour |a| ^ r. Comme o^((f)U) e H""1'4'1^")x
puisque m Î on en déduit que :

^(x.D^) {t^^^ ^eH-^V).
L'opérateur <3:>m(0;D ) étant elliptique, en choisissant e^ assez petit on obient que

t01^"1"1^^ <i)U € H1 (IR") ; ceci démontre que <f>u e W1 m-r^"^ ^car r < m ) - En ^^onnant
à nouveau par récurrence sur |a|, et en utilisant les inégalités (2.3) et (2.4)

ainsi que le lemme 2.3, on montre alors que D^, <f)U e M m-r^ ^ pour ^a^ m"1 '

2°) Si p < r"1, l'hypothèse (K ) implique l'hypothèse (K ^ ) : On prend ^e<2>(\^}
tel que supp <)) c B(0,e ^ ) où e , €.]û,e'] sera choisi convenablement.
Montrons tout d'abord que ^ e. HP'^OR"). Pour cela, on remarque que :{2^ Xpïohm-h)(x) Drh {tq(m^ ^} e v>^^^ •
En effet :

* Pour 0 ^ j ^ p l'hypothèse (K.) implique que t^"1""1^ <t>u e H3 '"1"3^11) et
^u e H3'^^) ; donc on a t^-^ ^u e H^-^OR").
Par suite, pour |a|+j ^ m-h, on a :

^ ^, {t^m-r-h^u}6 L^ÏRiL^fR""1)) ^[W^OR^2^-1))]1,^ p < r -1) .
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* Pour p < j < m-r-h+p, on choisit un entier s tel que q(j-(r-1 ))<s<q(j-p),
ce qui est possible car p<r-1 et q > 1 . On écrit alors :

D[ {t^-^) ^u} = D^ {t5.^"^)-5 ^u}

^'f^ ,s-^j-x ^q(m-r-h)-s ̂
À=O À ' J Î S

L'hypothèse (K ) implique que t^"1"1'"^"5 ^u <= H13'"1^' "^((R").
Par suite, pour [a|+j _^ m-h, on a :

D^ D^, {t^-^)-5 ^}e H1''3"^'1^").

Et, comme q( j - ( r-1)) ^ s ^ q(j-p), on en déduit que :

D^ rç, {t^"1-1"-11)-5 ^u} € H'^1'^^;!2^"-1)).

Par conséquent, pour |a|+j ^ m-h, on a :

0{ 0^ {t^-^ ^ e [W^œ.L^IR"-1))]'.

* Pour m-r-h+p _^ j _^ m-h-1, on raisonne comme dans le cas précédent, en
prenant s = q(m-r-h).
L'assertion (2.5) est alors une conséquence de l'égalité (2.4).
On en déduit que :

X •'ïo^-hif'.') °r ^tq("-r-t) ."> < [C-?"^2"'""1"] ' •
Soit alors \ e C tel que T^+À n'ait pas de racine réelle. On applique la proposi-
tion 2 . 1 2 à 1'opérateur : .

(D^X) U^).} + I P^.^îx-.oîD^^t^"1-^).} ;

P4 9 1
on en déduit que <î»u e H q (IR;L (IR"" )). Et, par récurrence, on prouve que
^u e H^^tRiL2^""1)). Mais, d'après l'hypothèse (K ), on sait que, pour
i = 1 , . . . , n - 1 , -^-r, $u e H13^"). Par conséquent, $u e H^1^").
Utilisant à nouveau les égalités (2.2) et (2.3) ainsi que les lemmes 2.4 et 2.5,
on montre (par récurrence) que ( • < • , ) est vraie.

Finalement, l'hypothèse (K ,) est vraie.
On fait maintenant l'hypothèse de récurrence suivante :

(H^) II existe c^ > 0 tel que, si u € L^B^J)) avec supp u c B ( 0 , 1 ) n TR^ et
oéu e. L ( B ( 0 . 1 ) ) , alors, pour toute fonction ^^oÛOR") telle que supp < î>cB(0 ,eJ ,

Je
on a : D" Que. W^ ,,(IR"), pour |a|< m-n.x q ,rn—r —~

3°) L'hypothèse (H ) est vraie : Ceci découle trivialement du fait que l'hypothèse
(K^) est vraie.
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40) il r -1 ^< m» l'hypothèse (H^) implique l'hypothèse (H. ,) : Soit $ £ c^QR")
avec supp $ cB(0,e ,), où e.,., e]0,e ] sera choisi convenablement. Montrons

o +1 n
tout d'abord que $u e W _ -JîR ). Pour cela, on remarque que :

(2.5) T P^m-h^) ̂  {t^-^) ,u} e H-^OR.L2^-1)).h=o v » /

En effet :

* Pour a+T ^ h _^ m, l'hypothèse (H ) implique que :

t^-^ .ueH^^OR") ^H^1'"1-^1^).
De plus. l'hypothèse (K^) implique que $u e H1^"1 '^"). On en déduit, grâce au
1emme 2 . 1 , que :

t^"1-^) $u e H1'"19"1"^1"^).
Par suite, pour |a|+j ^ m-h, on a :

D .̂ {f^^ ,u} £ H^1-3 '-^1^^) ^H-^^LV-1)).

* Pour 0 ^ h ̂  A , l'hypothèse (H ) implique que, pour |a| _^ m-s,, on a :

D^, {t^"1-'"-^ $u} e H^-V) ;
donc, pour |a|+j ^ m-h avec 0 < |a| ^ m-£, on a :

D0 tf1, {t^"'-1"-^ $u } 6 H-'^OR;!.2^"-1)).
l* X

Pour [a|=m-^+À avec 1 <_ \ < &-h, on a :

[f, {t^"1-^) $u} e H^^-^lRiL^lR"-1)) ;
À

donc, pour |a|+j ^ m-h, on a, puisque a <_ m-1 :

^ D^ ^q(m-r-h) ̂ ^ H^-^^OR.L^IR"-1 )) <^ H-"^^1 (^^(fR"-1 )).

L'assertion (2.5) est alors une conséquence de l'égalité (2.3). On en déduit que :

"̂  Cm-h)^''0) ̂  ̂ '^ »"1 € H'^qdR.L^IR"-1)).h=o v ' /

Soit alors À c 0: tel que T^+À n'ait pas de racine réelle. On applique la proposi-
tion 2 . 1 0 à l'opérateur :

( D ^ . x ) U^).}. I P^m-h)^0)^ ^t^"1-^).} •.
1 h~1

JI+-- ^ i
on en déduit que $u e W ' ^ ( ( R ï L O R ) ) . Et, par récurrence, on prouve que
$ue W^1 JtR;!-2^""1)). 'D'après l'égalité (2.3), on aoé($u) e H"^^1 (/R") ; onq ,m-r
en déduit que : „ ./^ , x n,..o..i .,

^(^\) {t^"1"^ $u}€ H-^^tfR") ;
et, puisque iF^O^) est elliptique, il en résulte que t^"1"^ $u e H^OR").
Or $u e H^'1'1^"1'"^^) car $u e ^"^"^(îRiL2^"''1)) et, d'après l'hypothèse (H^),
,ue HÀ-(m-r)(fRn) e t—— ,u e H^-^") pour i = 1 , . . . .n -1 .

dX_
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Par conséquent u eM^^iR"). Utilisant à nouveau les égalités (2.2) et
(2.3) , le lemme 2.4 ainsi que l'hypothèse (K ,), on montre alors (par récurrence)
que l'hypothèse (H^) est vraie.

Finalement (H^) est vraie, c'est-à-dire que le théorème 2 . 1 est démontré.

Remarque 2.2. - Si r=0, on montre que (H ) est vraie, puis que, pour & = 0 , . . . ,m-1,
l'hypothèse (H^) implique l'hypothèse (H ,).

III - THEOREMES DE DENSITÉ POUR LES DOMAINES D'OPERATEURS DIFFERENTIELS MAXIMAUX
ASSOCIES A UNE CLASSE D'OPÉRATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES.

I I I . 1 . - Notations et hypothèses.

Soit ^ un ouvert borné de IR", de frontière r. On suppose que ïï est une variété
à bord de classe C00. On se donne une fonction ^ ç. C00 (IR" ;1R ) qui vérifie :

f ^ = { x e f R " ; ^f(x) > 0},
^ r = { x elR" ; if(x) = 0},
[ (V x e r ) (grad ^(x) ^ 0 .

Soit L = L(x;D^) l'opérateur différentiel défini sur ft par :

Lu = L(x;D ) u(x) = Y P^x.Dj {^(x)^"1-^) u(x)) ,
x h=o x

où m et r sont deux entiers tels que 0 ^ r _^ m, q est un réel > 1 tel que q(m-r)€(N,
et où :

L
(i) Pour h = 0,...,m-r, P (x,D^) est un opérateur aux dérivées partielles à

coefficients indéfiniment dérivables dans ??, d'ordre inférieur ou égal à m-h :

P^x.^) = I p^x) D^.
x |a|^m-h a x

où D^ = (^-^-,...,4.-^-) ; (si q(m-r-h)^IM, P'^'^XiD^) est, par définition.
l'opérateur identiquement nul).

(ii) P^x;^) est un opérateur d'ordre m, elliptique dans ÏT, c'est-à-dire que,
pour tout x e ïï et tout ç eIRn\ {0}, on a :

OYS) - , î P^o) s° ^ o.1 a| =m

Pour tout h = 0,...,m-r, on notera P^^xsD ) la partie principale d'ordre
m-h de l'opérateur P^^xiD ).x

On introduit alors l'hypothèse "d'ellipticité générale" suivante :

(C) Pour tout x c r, tout x e ïï et tout ç e (R" \ {0}, on a :
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L^^ ) = T P::S(^;Ç) ^x)^-^) / 0.
h=o

Cette hypothèse implique en particulier que l'opérateur P^xiD ) est ellip-
tique sur r, c'est-à-dire que, pour tout x e r et tout ç e IT^UO}, on a :

P^VÇ) ^ 0.
n

On désigne par D(L;î î ) le domaine maximal dans L (îî) de l'opérateur L ; c 'est-
fl —d i y*p • 9 9

• D(L;^) = {u e L"^) ; Lu e. L'^)}.

L'espace D(L;sî) est un espace de Hilbert pour la norme :
9 9 1 / 2

"-> «^(L;)^"^^^!^^) •
On définit de façon analogue l 'espace de Hilbert D(L*;^).

1 1 1 . 2 . - Enoncé des résultats.
Lorsque r = 0, on va établir le :

THEOREME 3 . 1 . - ̂  r = 0, et si l'opérateur L vérifie la condition (C) , alors
l 'espace 0(^) est dense dans D(L;ft) et dans D(L*;^i).

Lorsque r ^ 0, le résultat est le suivant :

THÉORÈME 3.2. - S _ [ 0 < r _ ^ m , et si l'opérateur L vérifie la condition (C), alors
l'espace <2)(ïï) est dense_dans D(L;iï) et dans D(L*;^).

1 1 1 . 3 . - Démonstration des théorèmes 3.1 et 3.2.

Le principe de la démonstration des théorèmes 3.1 et 3.2 est ta méthode de
dualité de [8] qui ramène le problème de densité des fonctions régulières dans le
domaine maximal à un problème de régularité.

Le théorème 3.1 résulte en fait de ta proposition suivante :

PROPOSITION 3 . 1 . - S_[ r = 0, et si l'opérateur L vérifie ta condition (C) , alors
l 'espace '^)(ïï) est dense dans D(L;^) et dans D(L ;î2).

Démonstration. - Soit M une forme linéaire continue sur D(L;^), nulle sur û2(ïT),
c'est-à-dire telle que :
( 3 . 1 ) (V u e.o2)(ïï)) (Mu = 0).

9
II existe f et g appartenant à L (^) tels que :
(3.2) (V u e D(L; î2)) (Mu = (f.u) . + (g,Lu) . ).

L2^) L2^)
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La condition ( 3 . 1 ) est alors équivalente à :

(3.3) L * g = - Ïdans ^'((R"),

où g (resp. f) est le prolongement par 0 de g (resp. de f) dans ffAïï. (On suppose
évidemment que les coefficients de l'opérateur L sont prolongés à /R" ) .

L'opérateur L étant elliptique dans , on en déduit que g e H"1 ( î2). D'autre
part, d'après (3.3) et le théorème 2 . 1 , on déduit que g e W"1 ̂ ). ̂ . comme <2)(^)
est dense dans l^^L il en résulte que Mu = 0 pour tout u* D(L;D). La proposi-
tion 3.1 est donc démontrée pour L. Pour L*, on procède exactement de la même
manière.

Démonstration du théorème 3 . 1 . On raisonne encore par dualité. Soit M une forme
linéaire continue sur D(L;Q). nulle sur <2)(^), c'est-à-dire telle que :

(3.4) (V u e 5)(^)) (Mu = 0).

Il existe f et g appartenant à L2^) tels que :

(3.5) (V u Ê D(L; î î ) ) (Mu = (f,u) . + (g,Lu) . ).
L'(") L'(^)

La condition (2.4) est alors équivalente a :

(3.6) L^ g = -f dans <2)'(^).

Ainsi g appartient à D^;^). Or, on a. pour tout u e c2)(^) et tout v e S)(sî) :

(3.7) (Lu,v) . = (u,L* v) ? , car r = 0.
L'(^) L'(^)

Par suite, en utilisant (3.6) et la proposition 3 . 1 . on déduit que, pour tout
u e c2)(iT), Mu = 0. Et comme ç0(?2) est dense dans D(L;iï) d'après ta proposition 3 . 1 ,
on en déduit que M = 0. Le théorème 3.1 est donc démontré pour L. Pour L*. la dé-
monstration est tout à fait semblable.

Démonstration du théorème 3.2. - La démonstration est analogue à celte de la pro-
position 3 . 1 , en remarquant que Ton déduit de (3.3) et du théorème 2.1 que

g eW^.^) = {u cH^) ; ^M u eH"^)}.
On termine alors comme dans la proposition 3 . 1 .

IV - THÉORÈME DE TRACES POUR LES DOMAINES D'OPERATEURS DIFFERENTIELS MAXIMAUX
ASSOCIES A UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES.

Dans ce chapitre, on va d'abord montrer une formule de Green pour les fonctions
régulières. Le théorème 3.2 permettra alors de déduire l'existence de traces pour
les éléments du domaine maximal associé aux opérateurs considérés. Comme dans [8] ,
on utilise la méthode globale.
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I V . 1 . " La formule de Green.

Dans cette section et la suivante, on conserve les notations du paragraphe III.

THEOREME 4 . 1 . - Soit {B. ; j = 0, . . . , r -1} un système d'opérateurs "frontière" sur
00r î à coefficients C (r), B. étant d'ordre m _ . On suppose que ce système est unJ J

système de Dirichlet d'ordre r sur r.

Alors il existe un système d'opérateurs "frontière" {C . ; j = 0, . . . , r -1}j
unique ayant les propriétés suivantes :

(i) les coefficients de C. sont dans Or) et l'ordre de C. est égal àJ J
r-1-m. ;j

(ii) le système {C. ; j = 0,. . . ,r-1} est un système de Dirichlet d'ordre rJ
sur r, de telle sorte que l 'on ait la formule deGreen :

t _ f —r- r-1 r __
Lu.v dx - u.L v dx = ^ B .u .C.v dr ,

^ ^ j=o •'r J J

pour tous u et v dans aZ)(ïï). (L* désigne l'opérateur adjoint formel de L).

Démonstration. - Par "cartes locales" et "partition de l'unité", on se ramène à une
étude dans le demi-espace (R^ (cf. [3] ou [8]).

IV.2. ~ Le théorème de traces.

THEOREME 4.2. " On suppose que l'opérateur L vérifie 1'hypothèse (C) . Soit alors
{B . ; j = 0,...,r-1} un système d'opérateurs "frontière" sur r, à coefficients
C°° (r ), B. étant d'ordre m.. On suppose que ce système est un système de Dirichlet

J J
d'ordre r sur .

Alors 1'application :

f5)(ïï) -^(rf
! u \—>(B.u ; j = 0,. . . , r-1)j

se prolonge par continuité en une application linéaire continue de
r-1 -m—

D(L;^) dans n H J '(r).
J=0

De plus. pour u e D(L;n) et_ v e ^m n , p ( ^ ) > on a la "formule de Green" :

| L u . v d x - J u.^vdx^I1 < B j U , C j v > 1 J ,
^ ^ J=o J J ^ j ^) ̂  J ^r)

les opérateurs C. étant ceux introduits au théorème 4 . 1 .j

Démonstration. - Comme, d'après le théorème 3.2, £) (^) est dense dans D(L;iï), il
suffit de prouver que l'application :
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( 2)Ç?)—>S)(T) r

[ u \—> (B.u ; j = 0 , . . . , r -1)j
_ r-1 -ffî,-7

est continue de <2)(îî) dans n H J -(r). On utilise le lemme 2 . 1 du chapitre II
de [8] et la proposition I.O0?0 on en déduit qu'il existe un relèvement linéaire

r-1 m.+1/2
de n H J (r) dans UT . ( ^ ) tel que :

j=o qîm"r

Cj R (^'•••^r-l) = ^j î j = o-•- r-1 '
r-1 m.+'

pour tout Of^.-.^.-i) € n H J '(r).
J=o

On applique alors 1e théorème 4.1 à u € <8(^) et v = R^»- • • »^i ).
Il vient :

r-1 _ / _________
I <B-u/f.> , , = Lu . R^.-.^.-i) dx

j=o J J -m.— m,+7 ^
H J "(r)xH J "(r)

- ^ u.L* Rt^,...^.-,) dx

On en déduit :
IKBjU ; j =0,....r-1|^ , ^ C M^^y

^ H^^r)

Le théorème 4.2 est donc démontré.

Remarque 4 . 1 . - On montrerait de façon analogue, en utilisant encore les théorèmes
3.2 et 4 . 1 , que l'application :

f 3(ïï) ——>Sb(T)r

[ u i—> (C.u ; j = 0,. . . ,r-1)j
se prolonge par continuité en une application linéaire continue de D(l/1;^) dans
r-1 -r+m.+1/2

n H J (r), avec, pour u € w, ., .,(iï) et v € D(L ;îî), ta "formule de Green"
j=o ^^

t __ r -y- r-1 __
Lu.v dx - u.L v dx = ^ <B.u,C.v> , ,

^ }^ j=o J J y-m--7 -r+m.+-5-
H J "(r)xH J "(r)

V - APPLICATION AUX PROBLÈMES AUX LIMITES.

On va déduire, de [?] et des théorèmes de densité et de traces établis aux
chapitres III et IV, quelques propriétés de régularité.

Soit tout d'abord L = L(x;D ) un opérateur du type indiqué au chapitre III,
avec r = 0, c'est-à-dire défini par :
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Lu(x) E L ( x ; D _ ) u(x) E ^ P^x^) {^(x)^"1'^ u (x ) } .
x h=o x

On montre alors le :

THEOREME 5 . 1 . - Si l'opérateur L vérifie la condition "d'ellipticité générale" (C) ,
alors le domaine maximal D(L;n) associé à L cofncide avec l 'espace l/" (iï) algé-
briquement et topologiquement.

Démonstration. - D'après [9] , on a l'estimation a priori :M;,^C(IIL"^•°11<>>1•
pour tout u appartenant à W"1 ^ ( î î ) . Comme, d'après le théorème 3 . 1 , Q> (ïï) est dense

" mdans D(L;iï), on en déduit que l 'on a l'injection continue D(L;^) Cy W ^(iï).
L'inclusion inverse étant évidente, le théorème 5.1 est donc démontré.

0
COROLLAIRE 5 . 1 . - On suppose que L vérifie la condition (C) . Alors a u e L (îî) e_t
s^ Lu c <&(ïï), alors u e <8)(ïï).

Démonstration. - Elle résulte immédiatement du théorème 5.1 ainsi que du théorème
3.2 de [10].

Lorsque r > 0, on considère un opérateur L = L(x;D ) défini, comme au chapitre

nï par : Lu(x) E L(x;DJ u(x) "Y P^x.D,) {^(x)^-^) u(x) }.
x h=o x

Soit alors un système d'opérateurs "frontière" {B, ; j = 0,.. . ,r-1}, à coef-j
ficients indéfiniment dérivabtes sur r, avec l'ordre de B. égal à m., de telle
sorte que ce système soit un système de Dirichlet d'ordre r sur r.
On a alors :

THÉORÈME 5.2. - Si 1'opérateur L vérifie la condition (C), on a :
-m.-1/2 o.,

{ u e D(L;^) ; BjU = 0 dans H J ( r). j = 0,... ,r-1} = Wq^,( ̂ ),

ou W^^(^) = {u e ̂ W ; T^"1"^ u ê H"^)}.

Démonstration. - D'après ta formule de Green obtenue au théorème 4.2, on obtient
que, si u €D(L ;^ ) , avec B.u = 0 pour j = 0,...,r-1, et si v e <2)(ïï), on a :

| Lu.'v dx = u.L\ dx.
J^ J^ .

On en déduit que LU = LÎi dans ^'((R") (où ^ désigne le prolongement par 0 dans
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iR \(^). Comme les hypothèses du théorème 2 . 1 sont satisfaites, on en conclut que

^ & ^.m-r^")' c'est-à-dire que u € ̂ .̂ ).

VI - APPLICATION AU CALCUL DE L'INDICE POUR LE PROBLÈME DE DIRICHLET.

On a montré dans [9] que, pour le problème {L,B} soit bien posé (on reprend
les notations de III). il suffit de prendre des opérateurs "frontière" B. tels
que l'opérateur {P^B} soit à indice. Si l 'on suppose que l'opérateur ^ est pro-
prement elliptique d'ordre 2s, on peut prendre comme opérateurs B. , j = 0 , . . . , s -1 ,
un système de Dirich1et d'ordre s, par exemple le système des conditions de
Dirich1et : B _ = V _ . j = 0 . . . . . s - 1 .j J
Et l 'on sait que le problème de Dirich1et pour l'opérateur Pr est d'indice nul
(cf. remarque ^.5, chapitre II, [8]).

Le problème est de savoir si l'indice du problème {L, B., j = 0 , . . . ,s -1} est
nul lorsqu'on prerfel comme opérateurs "frontière" un système de Dirich1et d'ordre s
sur r. Le bot de ce chapitre est de montrer que la réponse est positive.

V I . 1 . - Hypothèses et résultats.

On reprend tes notations et hypothèses du chapitre III. On suppose de plus que
l'opérateur P^^ est proprement elliptique d'ordre r = 2s.

Lorsque s > 0, on introduit s opérateurs "frontière" B. = B . (x ;D ) à coeffi-
00 v "

cients C (r) tels que le système {B. ; j = 0 , . . . , s -1 } soit un système de Dirich1et
d'ordre s sur r, B. étant d'ordre m..

J J
/ -^

THEOREME 6 . 1 . - Sous tes hypothèses précédentes, pour tout p e ÏH, l'opérateur
^= {L, B. ; j = 0 , . . . ,s -1} est un opérateur à indice dej

m4.n n s"^ r+P-m.-1/2

Ç-r^ dans H (̂  x .n H J (r) >

et son indice x(U) est nul.

Lorsque s = 0, 1e résultat est 1e suivant :

THEOREME 6.2. - Sous les hypothèses précédentes, pour tout p e fN, 1'opérateur L est
un opérateur a indice de W^(^) dans H^) et son indice x(L) est nul.

VI.2. - Deux théorèmes d'indice.

Dans [10], on a montré les résultats suivants :
/• -^

THEOREME 6.3. - Sous les hypothèses précédentes, lorsque s > 0, pour tout p e fN,
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1'opérateur U est un opérateur à indice de
„. _ s-1 r+p-m.-^-

Çm-r^ dans H (") x .n H ( r) '

et son indice est indépendant de p. De plus, le noyau de iL est égal à 1 ' e s p a c e :

N = {u e û2)(ïï) ; Uu = 0} ;
et 1 ' image de U est donnée par les éléments {f ; g ». . . » 9 ç i î .de

s-1 r+p-m.-1/2
IT^) x n H 3 ( r )

J=o
tels que :
————— f - s-1 f —f.v dx + ^ g . .4 . dr = 0

J^ j=o Jr J J

pour tout élément $ = {v ; y.... ̂ i } de l 'espace :
. s-1 -r+m.+1/2

J r= {$ e l/(^) x n H J (r) ; U % = 0} ,
J=o

^u U* est 1'adjoint de Ik considéré pour p = 0.

THÉORÈME 6.4. - Sous les hypothèses précédentes, lorsque s = 0, pour tout p é /M,
l'opérateur L est un opérateur à indice de ĵ!)'̂ ) dans H^), et son indice est
indépendant de p.

VI.3. Précisions sur tes conditions de compatibilité pour l 'existence.

On va maintenant préciser les conditions de compatibilité pour l 'existence des
solutions du problème {L,B.}, en utilisant la formule de Green montrée au chapitre
IV. On se place dans le cas où s > 0.

Pour cela, choisissons un système d'opérateurs "frontière" {S . ; j=0 , . . . , s -1 } ,
normal sur r, les S. étant à coefficients C°°(r) et d'ordre y . ^ r -1 , de façon que
1e système {B^,... ,B^ ,5^,... ,S^} soit un système de Dirichlet d'ordre r sur r.
Ce choix étant fait, on sait (cf. théorème 4.1 et 4.2) qu'il existe r opérateurs
"frontière" C. , T., j = 0 , . . . , s -1 , à coefficients C^r). têts que l'ordre de Cj
soit r -1 -y . et Tordre de T. soit r -1-m- , 1 e système {C^,. . . .C^pT^.... J^}
étant un système de Dirichlet d'ordre r sur r, avec tes "formules de Green" sui-

vantes :

(6.1 ) Pour tout u é, D(L;^) et tout v e ̂ m-r^ :

. _ . —— s-1
Lu.v dx - u.L v dx = ^ <S.u, T~v> -, ^

^ ^ j=o J J -y--7 .̂,+7
H J ^(r) x H J '-(r)
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S-1 __
- I <B U. T v> ^

J=o J J -m.-^ m.+^
H J "(r) x H J "(r)

(6.2) Pour tout u e l^,^) et tout v e D(L*;^) :

f - f ~T" s-1
Lu.v dx - u . L v d x = ]: <S.u. T7>

j ^ J» j=o J J r-u.-4 -r+p.+1

H J "-(r) x H J "(r)
s-1 _

- ï <B.u, T v> ^ .
J=o J J r-m_— -r+m.+-

H J "(r) x H J "(r)

On dit que le problème {L*,C} est adjoint formel du problème {L,B} par rapport
à la formule de Green ( 6 . 1 ) .

PROPOSITION 6 . 1 . - L 'espace JC défini dans le théorème 6.3 co'încide avec l'ensemble
parcouru par (v;T^v,. . . ,T ,v) lorsque v e- L (îî) ^t :

J L*v = 0 dans
[ C .v = 0 sur r , pour j = 0 , . . . ,s -1 .j

Démonstration. - D'après le théorème 6.3, J^ est t 'espace des éléments
? s-1 -r+m.+1/2

(v,^....,^) eL'(^) x n H J (r)
J=o

qui sont orthogonaux à l ' image de U, considéré pour p = 0, c'est-à-dire tels que,
pour tout u e W"1 (^2) , on ait :q ,rn-r

f - s-1 f —Lu.v dx + ^ B.u.^f. dr = 0.
;^ j=o •'r J J

Prenant u dans 5>(^), on en déduit que L*v = 0 dans <g>'(iï). Par conséquent, v ap-
partient à D(L ;S7), et l 'on peut appliquer la formule de Green (6.2).
Il vient que, pour tout u e. W171 (^), on a :

^ s^ -W - ¥- r - m . 1 / 2 -m^l/2
J H J (r) x H J (r)

+ s^ ̂ '^ r - , . 1 /2 -r.p .1/2 - 0-3 H J (r) x H J (r)

Le système { B _ , S. ; j = 0 , . . . , s -1 } étant un système de D-irichlet d'ordre r
u u

sur T , on peut utiliser le lemme 2.2 du chapitre II de [8] . dans sa généralisation
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au cas de l 'ouver te ; et donc, si u parcourt c2>(ïï), {B.u , S.u ; j = 0,...,s-U
parcourt ^(r)^ On déduit alors de l 'égalité (6.3) que :

T .v = f. et C . v = 0, pour j = 0 , . . . , s -1 .j j j
La proposition 6.1 est donc démontrée.

VI.4. - La réalisation de L dans L2^).

V I . 4 . 1 . - Le problème de l'existence dans L2^).
0

On désignera par L? l'opérateur non borné dans L (fl} défini par :

f D(^) = {u eW^^(^) ; BjU = 0 . j = 0,...,s-U
| L^u = L ( x ; D ) u , pour u dans D(L?).

De façon analogue, on désigne par L* l'opérateur non borné dans L (^) défini

J = 0,.,

par :
f D(L,) = {u Ê^^(") ; CjU = 0 . j = 0 , . . . , s -1 }

[ L^u = L*(x;D^)u, pour u dans D(L^).

On dit que L? (resp. L*) est la réalisation de L (resp. L*) dans L2^) sous
tes conditions aux limites homogènes B.u = 0, j = O. . . . ,s -1 (resp. C .u = 0.
j = 0 , . . . ,s -1) . On désignera par N(L^) (resp. N(L^)) le noyau de L^ (resp. L*) et
par R(L^) (resp. R(L^)) l ' image de L^ (resp. L^).
Appliquons le théorème 6.3 aux opérateurs {L,B} et {L*,C}. Il vient :

PROPOSITION 6.2. -
0 vk n

(i) L ^t Ly sont des opérateurs fermés à domaine dense dans L (^2 ).

(ii) N(L^) = N= {u €<2)(iT) ; Lu = 0, B^.u = 0, j = O . . . . . S - 1 }

N(L^) = N* ={u £ û2)(ïï) ; L*u = 0, C.u = 0. j = 0,...,s-U.

(iii) Les espaces N e^t N* sont de dimension finie.

(iv) R(L^) ^t R(L^) sont fermés dans L2^).

Le problème de l'existence est de déterminer R(L^) . Pour cela, comme le
domaine de L^ est dense dans L (^), L? possède un adjoint (L?)^, opérateur non

6 Xr #borné dans L^(^), de domaine D((L^) ), défini par : D((L^) ) est le sous-espace
2des éléments v ^ L (^ï) tels que l'application :

D(L,) —> C

u h~> (L?u,v) ?
2 L2(^)
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se prolonge en une forme linéaire continue sur L2^) ; pour tout u e D(L ) et tout
v € D( (L^ ) ), on pose alors :

(L^u.v) ^ = (u,(L.)*v) . .
L'(^) L L'(^)

(L^) est un opérateur fermé à domaine dense, et si N((LJ*) désigne le noyau de
(L^)*, on a :

R(L^) = ( f e L . ^ ) ; V V € N ( ( L . ) * ) . ( f .v) . = 0 } .
L2^)

Dans les paragraphes suivants, nous allons chercher les relations entre les opéra-
teurs L^ et (L^) . Plus précisément, nous allons prouver le :

^ -N

THEOREME 6.5. - L' image de l'opérateur L,, est déterminée par :

2 * ( 1 )
R(4) = a'(^) ; N*}

COROLLAIRE 6 . 1 . - L^ est l 'adjoint, au sens des opérateurs non bornés dans L2^),
^e L?, c'est-à-dire que :

^ - (4)*.
VI.4.2. - Un théorème de régularité.

Pour u et v appartenant à W"1 ..J"). on pose :

[u.v] = (L\. L\) . + s^ ( C _ u . C _ v ) ^
L (^) j=o J J J

P,+1/2
où ( , ) . désigne le produit scalaire dans H J (r).

Il est clair que Ton définit ainsi une forme sesquilinéaire hermitienne
continue sur W^^) x ^^^(iï) ; on a donc une inégalité de Cauchy-Schwartz :

(6^) ll^v]!2 ^ ["»"] • [v,v] .

Il résulte du théorème 3.2 de [10] qu'il existe une constante C > 0 telle que,
pour tout u & l/" -J")» on ait :

(6•5) c"lul^<^[°•°]t"<2.)lcN<.^•
On a alors le résultat suivant :

( 1 ) I c i . nous utilisons la notation suivante : soit E un espace de Banach et E* son
antidual pour la forme sesquilinéaire u , v i—̂  ( u , v ) ; pour tout sous-espace F
de E , on pose { E * ; F } = { v € E* ; V u e F , ( u , v ) = 0 } .
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^ \ 0

THEOREME 6.6. - Soient f e L (^) j5t u une solution du problème variationnel :

f u € <m-r(")
| [^v] = (f.v) . . pour tout v e l/" (^).
1 L"(^) q ï^1~^

Alors L* uéW^^(^) .

Démonstration. - De l'égalité [u,v] = (f,v) ^ , on déduit, en prenant v dans
oZ>(î2), que : L (")

^L

LL u = f dans <%)' (^).

Posons w = L*u. On a donc : Lw = f € L2^). On applique alors la "formule de Green"
( 6 . 1 ) . Il vient, puisque w € D(L;^) :

s-1 __ s-1 __
(6.6) ^ <B.w,T.v> , l - ^ I < C _ u - S . w , C . v > -, i = 0

j=o J J -m.-. m.+^ j=o J J J -y -i y ^ 1

H J "(r)xH J "(r) H 3 "(r)xH J "-(r)

Comme le système { C _ , T, ; J = 0 , . . . , s -1 } est un système de Dirichlet d'ordre
r sur r, on déduit de l'égalité (6.6), en utilisant encore le lemme 2.2 du chapi-
tre II de [8] , que :

(6.7) B _ w = 0 et S.w = C.u , j = O . . . . , s - 1 .J j j

Puisque le système { B _ , S. ; j = 0 , . . . , s -1 } est un système de Dirichlet d'or-j «j
dre r sur r et que, pour j = 0 , . . . , s -1 ,

U.+1/2 r-u.-1/2
Cj u e H J (r) c^ H J (r) car (pj ^ s),

on déduit du lemme 2 .1 du chapitre II de [8] et de la proposition 2.9 qu'il existe

^.m-r^)^1 que :

f Bj ̂  - 0.
[ Sj w^ = CjU , j = O . . . . . S - 1 .

Si l 'on pose w - w - w,, on a alors :
B. w - 0 et S. w = 0, pour j = 0 , . . . , s -1 .

Comme { B _ , S. ; j = 0 , . . . , s -1 } est un système de Dirichlet d'ordre r sur r, on en
°mdéduit, en utilisant le théorème 5.2, que w €. W _^W *

Par conséquent : L u = w = w + w.. e ̂ m (s^) . Le théorème 6.6 est donc démontré.o i q, m~ r

VI.4.3. - Démonstration du théorème 6.5.

LEMME 6 . 1 . - On a : L^ C (L^)*.
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Démonstration. - En effet, soit v e. D(L*) ; il est clair, grâce à la "formule de
Green" ( 6 . 1 ) , que l'application linéaire :

f D(L^)——> £
[ u i—> (L?u,v) . = (u,L^v) .
^ '- L'(^) ' L'^)

0

est continue sur D(Lp) pour la norme induite par L (^). Par conséquent,

v eD((L^) et (4)% = L^v.

COROLLAIRE 6.2. - R(L^) C {L2^) ; N^}.

L'inégalité (6.5) montre que le produit scalaire :

u,v^—> ( (u ,v ) ) = [u.v] + (u,v) ^
L2^)

peut être substitué au produit scalaire habituel de ̂  , (a). Dans la suite, nousq3m-r
supposerons que W m.p(^) est mun'i de ce nouveau produit scalaire.

Avant de finir la démonstration du théorème 6.5, montrons encore deux lemmes :

notons rf ^.(^N*} ? = {u e ̂  (^) ; V v e N*. (u.v) . = 0} .
qlm r L'(^) qïm r L'(^)

Alors :

LEMME6.2 . - l̂ (.) - ̂ ^(.) ; N*}^^ C N*.

Démonstration. - {^ (^) ; N*} ., est l'orthogonal de N* dans ^m „ (^) car,————————— q,m-r \ ( ç i } q»in-r

pour tout u e W"1 ^.,(îî) et tout v € N*, on a :

( (u .v) ) = (u,v) ^ .
L'(^)

LEMME 6.3. - II existe une constante C > 0 telle que, pour tout

v € {W"1 Oî) ; N*} ^ ,
qïm r L'(^)

on ait :

< 6 - 8 ) c"1 ll^l'm , . ^ [vîv] ^ ^l^l'm , . •
^.m-r^) ^q.m-r^)

Démonstration. - Seule la première inégalité est à montrer. Pour cela, on procède
par l'absurde en utilisant la compacité de l'injection de l/" „ -,(^) dans L (n).q ,111-r
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Démonstration du théorème 6.5. - Soit f e {L2^) ; M*}. Le lemme 6.3 montre que le
produit scalaire : u,v \—> [u,v] peut être substitué au produit scalaire :

u.v——> ( (u .v ) ) sur {^m (^) ; N*} . .
q î m r L'(î2)

Comme l'application : vi—> (f,v) ., est une forme anitilinéaire continue sur
l/(^)

^.m-r^ » N*^ 2 ' i1 existe 9 ^^m-r^ ; ̂ } 2 ' unique, tel que, pour
-• \^ ) L (^ )

tout v e rf (^) ; M*} . , on ait :
q îm r L2^)

(6.9) [g,v] = ( f ,v) ^ .

Cette égalité est encore vraie pour tout v e W"1 (^).q,m-r'' /

D'après le théorème 6.6, on en déduit que w = L*g e W"1 (^).q^-r' /

On a,, pour tout v e W " 1 ^ (^) :q ,m-r
, s-1

( 6 . 1 0 ) (w.L*v) + ^ (C-g .C.v) = (f ,v).
j=o J J

Prenant v dans <2>(^), la formule (6 .10 ) montre que : Lw = f.
Comme w € D(L;^), on applique la "formule de Green" ( 6 . 1 ) . Il vient, pour vcD(L* ) :

* s-1

(w.L v ) - (Lw.v) - Q - ï <BjW. Tj7> ^ .̂  ^ ^^ .
J"0 H J (r) x H J (r)

Comme 1e système { C _ , T. » j = 0 , . . . .s -1} est un système de Dirichlet d'ordre
r sur r, on en déduit que, pour j = 0, . . . ,s-1 :

B.w = 0.
J

Par conséquent : w 6 D(L?), avec L?w = f. Donc f e P(L^) . On a donc montré que
L2^) ; M*} c R(L^) . Le théorème 6.5 résulte alors du corollaire 6.2.

Démonstration du corollaire 6 , 1 . - On applique le théorème 6.5 pour l'opérateur L*;
on obtient que : ^

R(L? = {L'(^) ; N}.

Comme R(L?) est fermé, on a aussi R(L^) = {L2^) ; N((L?)* ) } et
R((L^)* ) = {L2(^) ; N}. On en déduit que N((L^)*) = N* et que R((L^)*) = R(L^).

D'après le lemme 6 . 1 , il suffit de vérifier que D((L?)*) cD(L*) . Pour cela,
soit u e D((L^)*) ; alors : (L^)*u = f e R((L^)*) = R(L^) . Il existe donc
UQ £ D(L^) tel que L^ u^ = f. Alors : u - u^ e N((L^)*) = N* ^(L^). Par consé-
quent, en écrivant u = (u-u ) + u , on a prouvé que u e-D(L^) ; ce qui démontre 1e
corollaire 6 . 1 .
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VI.5. - Démonstration des résultats.

V I . 5 . 1 . - Cas où s > 0.

On remarque tout d'abord que Ton déduit de la proposition 6 .1 et du théorème
6.5 la :

PROPOSITION 6.3. - L'espace JT défini dans le théorème 5.2 co'încide avec l'ensemble
parcouru par (v ; T v , . . . ,T -, ) lorsque v é N*.

COROLLAIRE 6.3. - On a : x(l^) = dim N - dim N^.

(Ceci résulte directement du théorème 6.3 et de la proposition 6.3) .

Remarque 6 . 1 . - II résulte de la démonstration du corollaire 6.1 que L.) est un
opérateur à indice dans L (^) et son indice est égal à :

x(L^) = x(U) = dim N - dim N*.

Pour finir la démonstration du théorème 6 . 1 , on remarque que, puisque tes sys-
tèmes {B. ; j = 0 , . . . ,s -1) et {C. ; j = O . . . . , s - 1 } sont deux systèmes de Dirichlet
d'ordre s, on en déduit, grâce au lemme 2 .1 du chapitre II de [s] , que :

D(L^) = D(L^) = {u ̂ ^(^) ; yjU = 0 , j = 0 , . . . . s -1 } .

Considérons alors les opérateurs différentiels L* et "CT, j = 0 , . . . , s -1 ,
)t- ^

déduits de L et C. en remplaçant tes coefficients par leurs complexes conjugués,
* *• ?Soit L^ la réalisation de L dans L (î2) sous tes conditions aux limites homogènes

CjU = 0, j = O . . . . , s - 1 . Il est clair que D(L^) = D(L^) . Mais L - L* est un opéra-
teur compact de D(L^) dans L2^) (cf. la proposition 1 . 7 ) ; on en déduit que
x(L^) = x(L^). Mais, grâce au corollaire 5 . 1 , on a :

X(L^) = - (L^). Or x(L^) = (L^).
Donc :

x(L^) = -x(L^) = xW = 0.

Ceci achève ta démonstration du théorème 6 . 1 .

VI.5.2. - Cas où s = 0.

Nous noterons A l'opérateur Laplacien et y l'opérateur de restriction à r.

LEMME 6.4. - L'opérateur Uy = {A,y } est un opérateur à indice de W (îî) dans

W^(îî) x H372^), d'indice nul.

Démonstration. - On montre facilement tes deux égalités suivantes :
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^O")) - ^H2^)) ^ (O^^r))^v--^ ^v v - ' / / « • \ q , m

ker m+2 ^2) = ker 2 W-
O") H ^)

On en déduit que ̂  est un opérateur à indice de W"1'1'2^) dans l̂  (^) x H372^),^- q ,m q ,rn
d'indice égal à celui de tt^, opérant de H2^) dans L2^) x H372^) ; or il est
bien connu que cet indice est nul.

LEMME 6.5. - L'opérateur U> = {AoL,y } est un opérateur à indice de W"14"2^) dans
L2^) x H372^), d'indice nul.

Démonstration. - Ce résultat se déduit directement du théorème 6 . 1 . En effet,
l'opérateur AoL entre dans la classe étudiée, avec r = 2.

.^ r\

LEMME 6.6. - L'opérateur AoL - LoA est un opérateur compact de W (^) dans L (^).

Démonstration. - Ce lemme résulte facilement de la proposition 2.7.

Pour terminer la démonstration du théorème 6.2, on utilise le diagramme
suivant :

(L,l3/o ) o ( A . y )
W^(.).————H3^)————^ L^xH3 /2^

(A^
\/

^.m(") x ̂ O

On a : (L.l^ ) o ( A , Y o ) = (LoA^o) -

Les lemmes 6.5 et 6.6 impliquent que (LOÂ.YQ) = (AoL^) + ([L.A] ,0) est un opéra-
teur à indice de . . ./.

Ç^) dans L2^) xH^tr ) .

d'indice nul. On déduit alors du lemme 6.4 que (L/l-,.. ) est à indice de
H^^r)

^,m^ x H3/2(^) dans L2^) x H^^r).

d'indice nul. Et comme on sait déjà que Lest à indice (théorème 6.4), il en résulte
que cet indice est nul. Ceci achève la démonstration du théorème 6.2.
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