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ESTIMATION DU RESTE DANS LA THEORIE SPECTRALE D'UNE
CLASSE DE PROBLEMES D'OPERATEURS ELLIPTIQUES DEGENERES.

par

PHAM THE LAT

INTRODUCTION.

Nous avons étudié dans Bﬂ le comportement asymptotique du noyau de la résol-
vante et des valeurs propres d'une classe d'opérateur elliptique d'ordre 2m, dégé-
nérant & 1'ordre m au bord d'un domaine @ borné, trés régulier de R, pour n > 2.
(Pour cette classe d'opérateur, on sait que 2 est une valeur critique pour la di-
mension du domaine g, cf [5]).

Nous continuons ici cette &tude en étudiant le reste.

Les preuves de certains lemmes techniques ne sont pas détaillées ici ; elles
apparaitront ultérieurement dans un autre travail qui traitera des cas plus généraux.

De méme la bibliographie donnée ici est trés succincte ; pour une bibliographie
plus compléte, on pourra consulter [6].

I. LES PRINCIPAUX RESULTATS.

I.1. Définitions, notations et rappels.
L'espace R" &tant muni de la base canonique, un point générique x de R" est dé-
fini par ses compos%ntes X = (Xl”"’xn)' On munit R" de la structure euclidienne

canonique <X,y> = I X: ¥..
j=1 9
La mesure de Lebesgue associée est notée dx.
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Concernant R, les différentes notions telles que, par exemple, la distance, le

gradient d'une fonction, la mesure d'une surface de R", sont relatives a cette struc-
ture euclidienne.

Les différentes normes rencontrées seront notées | |, sauf mention du contraire.

Nous utilisons les notations classiques suivantes :

DJ.=-1'% s i=/ T, §=(1,....n)
J a o

_ a _ 1 n

D= (Dpsee-sDy) 5 D* =Dyt ... D

pour o = (al,...,an) un multi-indice d'entiers > 0.

Soit @ un ouvert borné, de R", variété a bord de classe & .

On note LZ(Q) 1'espace des (classes) de fonctions de carré intégrables sur @,
de produit scalaire :

(u’v)o;ﬂ

[ uVadx.
)

Pour m entier > 0, on note Hm(n) 1'espace de Sobolev usuel dont la norme natu-

relle est notée | | ...
b

On se donne une fonction < de R" dans R, de classe @, vérifiant :

Q= {xR", ¢(x) > 0}
(1.1) I = {seR",cp(s) = 0}
grad ¢p(s) # 0 pour ser.

Pour m entier > 0 et k réel, on considére les espaces de Sobolev avec poids

(cf. (@) : B
(1.2) (@) = wemt (@) ™) 5 of Duel,(0) 5 Vlaf <m

Ces espaces sont munis des normes hilbertiennes naturelles notées | Im‘k'Q'
E LS ]

On vérifie (cf. Eﬂ ) que H;(Q) C+L2(n) pour k vérifiant k < m .
Notons Rz le demi-espace de R" défini par :
n_ _ .
R, = {x = (xl,...xn_l,xn) 5oXx > 0} .
On définit alors, de maniére analogue, les espaces :

K mn
HmaR+)

{ue D' (), xﬁ D“ueLZGRE) s Y]a| <m.

Nous aurons & considérer Ta situation bien connue suivante : on se donne X et Y

deux espaces de Hilbert avec X&Y, X dense dans Y, et une forme sesquilinéaire a(u,v),
définie et continue sur X x X.

() D' (q) désigne 1'espace des distributions sur o de L. Schwartz.
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THEORIE SPECTRALE

IT est bien connu que ces données définissent un opérateur A fermé (non borné
en général) de Y dans Y, de domaine R(A) dense dans Y et vérifiant :

(1.3) (Au,v)Y = a(u,v)
pour tout u € D(A) ; veX.
On dira que A est 1'opérateur engendré par le triplet {X,Y ; a(u,v)}.

Pour 1'étude spectrale de la classe d'opérateurs elliptiques dégénérés envisagé
dans 1'introduction, le résultat suivant, prouvé dans [4], est essentiel pour la
suite. I1 concerne une classe d'opérateurs T borné dans LZ(Q), dont 1'image est dans
Hgm(a), pour m entier > O.

Notons l]Tl]o 0:q 12 norme de T de L,(2) dans L,(a) et Tl
de T de Ly(q) dans Hgm(n). Nous avons le :

lan
0,2m:m;Q a norme

THEOREME A. Soit T un opérateur continu de LZ(Q) dans LZ(Q) dont les images de T et

de T* (1'adjoint de T) sont dans H?m(n) avec m > n = dim Q.

Alors T est un opérateur intégral avec un noyau K(x,y) continu et borné sur
2 xQ

Tf(x) = é K(xsy) f(y) dy fel,(Q)

K(x,y) est appelé noyau d'Agmon associé a T.

I1 existe une constante C > 0 telle que :

n n

K] 2 € LT g amemsa 1T o amemsa) > (1Tl g 00)
(1.4) _n n _3_

kOoy)] < € Booe] ST g omemsall ™ o z2mma) ™ Tl o050y
pour tout x,yeQ.

A

p . n _
Remarque. Un tel résultat est encore vrai pour @ =R, avec ¢= Xy

Nous considérons une forme intégro-différentielle

(1.5) a(u,v) = f " = a . D% 0By dx
@ lalsm °®
|8|<m

ou les coefficients a, sont des fonctions €™ (Q).

B
On désigne par @(.,D) 1'opérateur différentiel associé a cette forme :

(1.6) a(.0)= ¢ 0Pg"a D%
[a<m aB

[8]<m m m

2

Ilmest clair que a(u,v) est une forme sesquilinéaire continue sur Hg(n) me(Q) H

comme HE(Q)<>>L2(Q) avec une image dense, nous notons A 1'opérateur engendré par le
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m

triplet {HE(Q)’ LZ(Q), a(u,v)} 3 d'aprés (1.3) A est une réalisation de O.,D) ;
nous dirons que A est la réalisation de Neumann de &(.,D), par analogie avec des
problémes non dégénérés.

Pour s er, notons :

Ts le sous-espace vectoriel des vecteurs tangents, associé & 1'hyperplan tan-
gent ens ar

(1.7) ST la sphére unité de Ts
s
v = radq(s
s | gradeg(s

Nous faisons les hypothéses (H) suivantes sur a(u,v) :
(i) I1 existe une constante C > O telle que 1'on a :

+
Doa(x) &5 clgl
|o|
8]
pour tout xe€Q, £eR"
(11) aB(X) = BG(X)

pour tout xeQ, o et B vérifiant |a| = |8]| =

]
33

(les aas(x) sont réelles en vertu de (i))
(iii) Pour s el et weST » il existe une constante C > 0 telle que :
s

00 m [+} B 2
é t 3,g(8) (wrvg 9¢)" u (wtv dy)" u dt > Clu

z
- .m,
{;m m.?3R+

pour tout ueHm

Dans 1'intégrale du premier membre, nous avons noté :

- . i 9
3 =73
Notons :
_ (™ .M a B
bw’s(u,v) =[7t" 1 aaB(s) (wtvgdy)” u (wtv ay)” v dt

g|=m
et @% s 1'opérateur différentiel, d'une variable, associé & bw s ¢
t ] t ]

&, " T 3,808 (“”'"s"’t)s(tm(“’*"s"’t)a)
[=m

|
|8
m L'opérateur B (non borné) de L20R+) dans LZGR+), engendré par le triplet

{HE(R+), LZ(R+), bm’s(u,v)} est appelé la réalisation de Neumann de @%’S.

w,S

* Rappelons qu'un opérateur (non borné),A de L,(g) dans L (9) de domaine (A),
est dite une réalisation d'un opérateur différe%t1e1 D) si, pour u (A),
Au = (.,D)u dans '(@).
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THEORIE SPECTRALE

Nous avons prouvé dans [6] les résultats suivants :

THEOREME B. Sous les hypothases (H), i1 existe AoeﬂQ et une constante C > 0 telle
que la région :

R=neCiRer<a} U el [Imal > C(1+ [a])

1
1-m}

est dans 1'ensemble résolvant de A. De plus :

(1.8) A0 g 000 20T

pour re R;, AY#0

(Dans (1.8), ||(A-)\)'1]|0’o;Q est la norme de la résolvante (A-A)_l de L,(a) dans
L,(2) et d(1) la distance de x» & R, = [0,=[).

La résolvante de A est compacte.
Si 1'on suppose :
(1.9) m>n=dimgQ

alors, pour re&, (A-)‘)_1 est un opérateur intégrale dont le noyau d'Agmon associé
Gk(x,y) est continu et borné sur @ x @ :

(A-n) 7 f = [ 6,9 £0) & fel ()

THEOREME C. Sous les hypothéses (H) et la suivante :
(1.10) n>2

1'opérateur Bw s » bour sel et weS; , est auto-adjoint, strictement positif, a ré-
L]

solvante compacte. Soit la suite (u;?m,s))j>1 des valeurs propres Ge) (réelles et po-

sitives) de g . et notons : =
H]

1-n
— ()
pj(s) = n_}I js' pj(m,s) ™ dw

Ts

Alors la série & p.(s) est convergente et la somme est une fonction bornée

: J
sur T. 321

I.2. Enoncé des résultats.

Voici les résultats essentiels de ce travail ; notons, pour 0 < o < 1,
1-2
- . . 2m
(1.11)  Fo=Deli;Rer<rlUiret; [Imaf >C(1+[x]) 71

(%) avec la convention habituelle.

(¢*) dw est Ta mesure de surface ((n-2) dimensionnelle) de la sphére ST .
s
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THEOREME 1.1. Sous les hypothases (H), (1.9) et (1.10), pour 0 < @ < % , 11 existe
des constantes p > 0, C > 0 telles que :

n-1
- - -+ —=
|16 (adx-2n) ™ o ([larad ()P [ zopy(silds)(-x) - " |
Q : r J>1
n-1 0 -
sty Ao
pour )\GR;O s |2 >0 -
S+l
(Dans (1.12), (-A) M est la determination holomorphe de la puissance dans le

plan complexe privé de R+, qui est positive sur le demi-axe négatif, ds est la mesu-
re de surface du bord I de Q et L est la constante :

_n(n-1) , . w(n-1),-1
(1.13) o o= == (sin 2=l )
THEOREME 1.2. Sous les hypothéses (H) et (1.10), on a :
n-1 nl_ o
(1.14) N = £ l1=yam™m+o0@m ?ﬁ) A+t
Re a,<x

3=
pour tout 0 = 0 < % .

ans . s (A:). ésigne la suite des valeurs propres de A, rangée par ordre
D 1.14 3451 dési 1 ite d 1 de A e d
croissant des modul®@s, et y est la constante :

(1.15) v = @0 [lgrad ()" [z oj(s]ds ).
r J>1

Remarque. On pourrait aussi envisager la réalisation de Dirichlet R de &(.,D). On
obtient alors des résultats analogues & (1.12), (1.14), (1.15), la constante ; cor-
respondante est en général différente de y.

I1. NOYAU DE LA RESOLVANTE.

L'étude du noyau se fait grdce au théoréme A. Nous faisons donc dans ce paragra
phe les hypothéses du théoréme 1.1.

Quitte & faire une translation, nous pouvons aussi supposer que la forme a(u,v)
m

2z

est Hm(Q)-fortement coercive.
D'aprés un résultat de P. BOLLEY - J. CAMUS [3], Te domaine de A est donné par :
_ oy
(2.1)  DA) = Hy ().

Le théoréme B et (2.1) montre que, pour re R, (A-)\)'1 existe et est un opéra-

teur borné dans LZ(Q) dont 1'image est dans Hgm(n). La méme chose a lieu pour son

adjoint.
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Des arguments classiques et Te théoréme A conduisent alors au :

LEMME 2.1. I1 existe une constante C > 0 telle que :

[z
- 3>

2.2) R TEN) n
. _h m
6,060 < CRg] © Bl

pour tout x, yea, re R, [a] > 1.
Introduisons maintenant des notations déja utilisées dans [6]

Pour x @ et ¢ > 0, posons :
d(x) = dist(x,r)
e, = {xeq, d(x) > e}
D =0 - 2,

€

IT existe € > 0 assez petit pour que, pour tout x<a§% , 11 existe un seul point
de T, noté Xp» pour lequel 0

% = x| = d(x)

En p]us des notations (1.7), pour s er, notons ? 1'hyperplan (affine) tangent
ensar,E s 1e demi-espace de bord T dont Vg est 1a normale intérieure.

Comme Vg # 0, il existe un difféomorphisme ER de classe ©" d'un ouvert(9 der,
contenant s, sur la boule de T , de centre s et de rayon e, (en diminuant € au be-
soin).

Faisons dés & présent la remarque suivante : pour seI fixé, les considérations
qui vont suivre font intervenir des constantes de majorations qui dépendent de s.
Mais la régqularité des données et le fait que I est compacte permettent de prouver
que ces constantes peuvent &tre choisies indépendantes de s. Ainsi, pour abréger
1'écriture, nous écrivons les notations (& part certaines) sous 1'indice s ; ainsi

:,T,v,e,@.

n
par exemple : T , E
Pour xef" s notons aussi :-

+ Y
8(x) = dist (x,T) N
xg = la projection de x sur T

n

360 = {er+, §(x) < go}

A partir de 0,®, nous définissons un difféomorphisme @ de 1'ouvert
W= {xe&e 2X€0} de @ sur 1'ouvert U = {xe;BE > Xe 0©)} de E2 par 1'application :
(o 0

®: x+— o(x.) + d(X)v .

I‘)
On choisit o (ce qui est loisible) pour que la différentielle de @ au point s
soit 1'identite.
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Soit alors s eT fixé.

Considérons la forme intégro-différentielle a coefficients constants :
a(u,v) = fn s(x)" z  a_.(s) D%DPv dx
af
E, |a]=m
B|=m
dont les coefficients sont ceux de la partie principale de a(u,v), pris au point s.
Notons(&é(.,D) 1'opérateur différentiel associé et A; la réalisation de Neumann.
En vertu des hypothéses (H), on vérifie que Aé est auto-adjoint strictement positif.

[ -1 s
Pour A¢!R+, (Ag - A) * existe donc et notons Te FS’A .

Grace au théoréme A, i1 est aisé de voir que le noyau F ,(x,y) de F. , est un
£} £}

noyau d'Agmon continu et borné sur E2 x E: .

De maniére analogue a Bﬂ » nous avons le :

LEMME 2.2. Nous avons la formule :

o0 -n m(n- m(n-1),"1 -l+ﬂ-_1'
(2.3)  [TF (vtout)dt = (2n) 7" 2L (s 2(021)) ERNCICS m

pour A¢R_.
(Dans (2.3), pj(S) est définie par la formule du théoréme B, § 1).

Pour 1'ouvert W de 2 construit auparavant et e R, considérons 1a restriction
aU de G, ; c'est 1'opérateur

S F0 = [ 6,00y) Fn)dy  Fely(h).

Notons o 1'opérateur de L,(W) dans Ly(U) : f>a(f) = fo QD_I et g son inverse
g~ B(g) = g o ®. Considérons alors :

U _ ®
R)‘-aG)\B

L'opérateur différentiel Q(.,D) se transforme, par le changement de variable dé-
fini par ®, en un opérateur différentiel de méme type, &(.,D), sur U et on a évi-
demment :

U
(2.4)  (B(..D) =) Rig=g  gel,y(U)
Rg est un opérateur intégral dont le noyau d'Agmon Rg(x,y) associé est :

U -1 -1
(2.5) Ry(%:y) = 6, (® "%, @ y) o(y)
avec p la valeur absolue du jacobien de @ ".

Nous désirons comparer Rg(x,y) au noyau FS A(x,y) au voisinage du point s.
’

€
Pour cela, soit 0 < ¢ i"% et soit n, une fonction de 2NR") telle que 05“3:1’
n = 1 sur la boule de centre ¢ et de rayon e et nulle en dehors de la boule de cen-
tre S et de rayon 2e. On construit n_de maniére que 1'on ait :
a -la| €
|Dn€I;Ce

avec C une constante ne dépendant que de a.
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Pour la comparaison, considérons :

e _ U _
(2.6) SS,A = ne(Rx FS,A) ng

qui est continu dans LZ(EE),

d image dans H?m(Ez), ainsi que son adjoint.

- Si S: A(x,y) est le noyau d'Agmon associé a st

s.2° il est facile de voir que
]

1'on a :
U
(2.7) Sg,(%sy) = n(x) n(y) (Ry(xy) = Fg (%))
pour x, y <EN, rel.
Soit d'autre part ge une fonction ayant les mémes propriétés que celles de n.
et vérifiant de plus :
(2.8) Ee ng = ng
Utilisant (2.4), (2.5), (2.7), on a :
e _ e U
S0 = e Fsn & (P(..D) -@l(.,D)) Ry n

€

(2.9)
' U
*ng Py Lo g (0] /Y
Dans (2.8), [ge,cg(.,D)] désigne le commutateur £ Gi(.,D) - @ (.,D) &_.
Cette décomposition conduit au :

LEMME 2.3. Pour k ent1er > 1, il existe une constante C >0 telle que 1'on ait

15, (x0)] <cJTL, [3%; %er) y

n
n

1- L
cls(x)s(y) J(R-L)—- [ﬁ—?—l—; e+ ( %ﬁﬂ)k

pour X, yeE+, sel, 1e®, 0 < ¢ <TEt vérifiant elAl >1, A >1.

(2.10)

IS¢ ()

A

Preuve. Nous donnons une idée rapide de la preuve de ce Temme. Notons :

AS =g Fo ) £ ((.uD) ~QY(..D)) RY n_

€ — 1 U
S,A e Fs,kl:;sg’@‘s('’D):l Ry Me
Alors, (2.9) s'écrit :

' = €
(2.9) Se. = RS, T B,

Etudions le premier terme A: Az Pour cela, soit &'(.,D) la partie principale

de B(.,D).

En utilisant le fait que la différentielle de ® au point s est 1'identité, on
voit queCié(.,D) est "comparable" & 1'opérateur & coefficients constants obtenu a
partir de ®'(.,D), les coefficients &tant ceux de ®'(.,D) pris au point s. Comme
®(.,D) - ®'(.,D) ne fait intervenir que deux des dérivées d'ordre < 2m-1, on montre
que 1'on a : -
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1Al ,056n < ﬂ%

d(n)
A
d(x)
[NCSRa < LJ_ZZ :
SHA 0,2m:m; E
€ d(1) h
pour ser', ref, 0 < e < —7 et vérifiant e|A[ > 1, [ >1

(
(2.1) 1A g e en < ¢

Maintenant, le second terme BE A fait intervenir Te commutateur [g ,CL (. ,D)]
Comme geet(.,D) et @& (.,D) £, ont 1e méme symbole dans un voisinage du support de
n, (grace au choix (2.8) de ge) ; la méthode des "contours successifs" conduit a :

pour k entier > 1, il existe C > O telle que :

-5+
18,1 0567 < € Ty Utkye—)

1
1 =
—2m k
@.12) 1185\l amomgen & © J—?i; (Jd%l,—)
|I(B: A) |lo 2m:m;EY = lTlT é( 5

pour seT, 1 e®, 0 < ¢ <—E et vérifiant e[)\l > 1, |a] > L.

Alors (2.7), (2.9), (2.11), (2.12) et le théoréme A prouvent le lemme.

I11. PREUVE DU THEOREME 1.1.
Soit &, &' telleque 0 <8+ §' <1
Notons :  _¢'

(3.1) e= [y 2"

I1 existe p i 0 assez grand pour, que 1'on ait :
m o Zm
(3.2) 0 < |2 ez 5 el >1
pour [A] > 0.
Décomposons :

G=a + .
€ €

En utilisant 1a deuxiéme majoration de (2.2) et la définition (3.1) de ¢, on a,
en intégrant :

: () (2-5')
(3.3) f 16, (xsx) [ dx < C éﬂjj——Jxl

Pour 1' 1ntegra]e sur @% ,ona:

272



THEORIE SPECTRALE

_._l 5'
Nous avons prouvé (3.3) en utilisant les deux inégalités (2.2) et en écrivant,
grace & (3.2) : 21
U Y
0 0 Al m
Pogr sel', le segment {x = s+vt ; 0 = t = so} est invariant par @. Comme la
différentielle de ® au point s est 1'identité est 1, ona :
o(x) = 1+ 0(|x=s|) |x-s| >0 .

HA

(3.4) |§5 G, (xsx)dx - g‘ (és 6, (s+vt,s+vt)dt)ds]

On en déduit, grace & (2.5) : n-1

(3.5) ]j G, (s+vt,s+vt)dt - je RU stvt,s+vt)dt| < C lTi7'—'|A] 2m

Ecrivons maintenant :

[€ R)(stot,sevt)dt = [7 F_ | (stut,stvt)dt +
0 s

0

1t

avec

fe [Rg(s+vt,s+\)t) - F_ . ls+vt,s+vt)]dt
0 SsA
ro = - fm FS’A(S+vt,S+vt)dt

€

Grace & (3.2), le lemme 2.3 est applicable ; la formule (2.7) et les estimatiors
(2.10) montrent que pour k ent1er > 1, i1 ex1ste une constante C > 0 telle que :

_k(1-5-8")
R (s+vt,s4ut)-F | (stvt,siat) <cL(ly [&L,m +1x| "
_ k(1-8-8")
[Rg(s+vt,s+vt)-Fs X(s+vt,s+vt)|<(:t ﬁTlT_ [lrly|x| + [a] m ]
6! 3

pour 0 <t <[l 2m s A€ Ko [A] > p, 0 < 6+8' < 1.

On a alors :

g (1-6-8")
(3.6) |r1|<clﬁ—[JTL;|x| vl

L'estimation concernint r est aisée et on a :

m (2-8")
(3.7) Irpl = C 1117——

Tenant compte de (2.3) du Temme 2.2, (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.7) prouvent
que, pour k entier > 1, il existe une constante C > 0 telle que :

-1+n;1

(3.8) |f G, (x x)dx - (-A) m j C(s)ds| <

5' _n- 2;(2 s') _k(1-¢-¢'
céﬁ—[iﬁmm Al I
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pour XGS%, [A] > 0, 0 < 648" < 1.
Nous avons noté, dans (3.8) :

cs) = (20" a o larads)[TN 5 6(s)
s J;l
Alors (3.8) prouve le théoréme 1.1 en prenant & = 9, &' = 20 et k assez grand
puisque 1-30 > 0 et n-2 > 1.

On déduit du théoréme 1.1 le corollaire suivant :

Corollaire 3.1. Soit 0 < o < % . 11 existe C > 0 et p > 0 telle que :
-1
_1+.n__..
(3.9 If & (xxdx]| <cla] "
& =
pour re®y et [A] > o.

IV. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES VALEURS PROPRES.

a - Quelques lemmes.
Nous faisons dans cette section les hypothéses (1.9), (1.10). IT1 est alors fa-
cile de vérifier que la série (Aj-x)-l est absolument convergente pour tout i
j>1
appartenant & 1'ensemble résolvant de A.

LEMME 4.1. 11 existe une constante C > 0 telle que

_1+ I_].' - ?_1_
1 1 m m Al (2
(4.1) | 2 s - =1 < ClA| ( )
jil ReAJ. A J_>_1 )\j A = d(x
pour tout re®, [A] > 1.
Preuve. Ecrivons, pour x e & :
(4.2) Rexl-x T3 1—x " Rex IA;Tij-x)
J J J J
] Imxj
Nous allons d'abord estimer le terme ﬁgig:f
Notons :
Ny = 215 [Rexy| > 2Rex|)
W2 = {Jj > 1; |ReAj| < 2|Rex|)

Pour jelNl, nous utilisons la majoration :
Imy
AJ|

Ima,
Rex EA’ <2 'Rex
J = J

Comme .4 % et jelN;, i1 existe C > 0 telle que :

Im) j -
T = e

(4.3) ReAj-A
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pour re & et jetNJ.
Pour jely, nous utilisons la majoration :

Im)\j Imxj
‘ReAJ-)\ = am;

Comme A ¢% et JslNz, on a :

Imx
<c|>\|T alz‘ly

(4.4) Re‘g‘
pour Le® et je W, .

Alors (4.2), (4.3), (4.4) prouvent que 1'on a :
1

1 1 T Zm o a 1
(45 13 ey 5ol cohl TR b
i1 Re>\j A j>1 )\J- Al = d( >1 XJ- A

pour reB.

I1 reste & estimer 2 Ti——XT
En utilisant un ca]cu] ﬁffectue dans [ﬁ], nous avons :
1 m

<

A
] <740

(4.6) b3
i>1
pour ref.
Alors (4.5), (4.6) prouvent le lemme.
Pour étudier le comportement asymptotique des valeurs propres, nous allons sui-

vre la méthode de S. Agmon ; elle consiste & utiliser une formule de A. Pleijel qui

est la suivante :

LEMME 4.2. Soit o(t) une fonction non décroissante définie sur R, . Soit, pour A¢Eg

- [ R

Soit t et t deux nombres réels positifs. Notons g =t + it et

1(E) = o {(E) £(1)dx

o0 L(g) est une courbe orientée dans € joignant de T & £, ne rencontrant pas R+.

Alors :
(4.7) |1(g) = = Re f(g) - o(t) + o(0)] <« Im f(g) .

b - Preuve du théoréme 1.2.

IT1 est facile, en vertu du résultat de régularité (cf. Bﬂ ) concernant les ité-
rés de A, de voir que 1'on peut supposer, sans diminuer 1a généralité, m > n. On
peut aussi supposer que A est inversible.

Pour AR, , notons :
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1

(4:8)  f0) = I oy

21
qui s'écrit, sous la forme d'une transformée de Stieljeés

f(n) = /7 A

0 t-A
Soit 0 <6 <3 .
Pour t > 0 et a une constante > 0 a choisir, notons :
1
{(4.9) I(t) = > {(t) f(A)dx L9 L0
ol L(t) est une courbe orientée de €, joignant t-iat 2m a t+iat ‘™, ne rencon-

trant pas R+

Alors (4.7) donne : o

(4.10) [I(t) - N(t)| < C t1 m[ f(t+1'at1 2"‘)[
pour t > 0. -

Pour estimer le terme du second membre de (4.10), utilisons la formule suivante
due a S. Agmon [1] :

(4.11) = 5= [ 6, (xx)dx
j>1 J Q

pour tout A appartenant & 1'ensemble résolvant de A.

En vertu de (4.8), (4.11) et des estimations (3.9), (4.1), nous avons :

-1+ n[—nl

(4.12) [F(0) ] < ClAl
pour Aefﬂé, [A] > p. 0

. - l_m

Donc, en déterminant a et to > 0 assez grand pour que t+iat soit dans Gie
pour tout t > t , (4.10), (4.12) donnent :

=0 n-1 _ ¢

(4.13)  N(t) = I(t) +0(t™ 2m ) t > e

Nous allons maintenant é&tudier I(t). Notons
(4.14) Yo = %,m¥

En vertu de (4.8), (4.11) et des estimations (1.12), (4.1), nous avons :

_]_+_l -]_+n;]‘ -2

2
(018)  F0) - () "oyl echl " Tl

pour Ae@e N PN
Choisissons maintenant L(t), pour t > to’ de la maniére suivante :

L(t) = D(t) UC(t) avec :

1] £
D(t):{lec;l:t-ﬁu ; at Zmilu]:at}
c(t) = et ; A = (1+2)Y2 ¢, Rer <t

En vertu de (4.14), nous avons :
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-1 n-1
VR I
P - (- Y <
2wi L(t)
-1 _ 0 n- 0
W22 -l —= - =
ckg ™ " at uldu + t N
-0 C(t)
at 2m
Cette derniére maJorat1onYdonne : -1+.ﬂ_l -l o
1 0 m m 2m, .
(4.15) f f(A)dr = 5—= f (-1) dx + 0(t )t e
2m1 L(t) 2m L(t)
Par un calcul explicite, on vérifie que :
1 -1+l (n-1)- n-1 n-l_ 0o
4.16 Y L P R A (et LA TR -
( ) m{(t)( ) (n-l)'rrsn m + 0( )t +
Alors (4.9), (4.14), (4.15), (4.16) donnent :
n-1 n-l_6
(4.17)  I(t) =y t™ +0(t" M s te
(4.13) et (4.17) prouvent le théoréme 1.2.
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