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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES VALEURS PROPRES
D'OPERATEURS ELLIPTIQUES DEGENERES.

par

Guy METIVIER

I. INTRODUCTION.,

Soit © un ouvert borné de R", de bord T , % &tant une variété a bord C”.
On se donne une fonction ¥ de C”(R") telle que :
0= €R" / w(x)>o}.
xeR" / @©x)=o}.
¥Y¥x €7, d¥9 (x) #0 .

On définit des opérateurs elliptiques dégénérés, par la méthode variationnelle,
en se donnant des formes sesquilinéaires continues et coercitives sur des espaces de
Sobolev avec poids. On veut envisager ici desrﬁiraces du type :
(1.1)  W={ued' (@) /Va, o <m :¢ % . 0% e 2@)} .
les rp pour p=0,...,m é&tant des réels > o. On munit un tel espace de la norme
hilbertienne évidente.

On peut prouver que 1'on peut, sans changer 1'espace W, modifier la suite rp
de maniére a la rendre croissante et convexe. On envisagera donc dans toute la suite
le cas typique suivant :

On se donne des entiers 2<k<m et des réels s et § avec o<g-1<s<g
(1.2) et §> 1.

On pose o = (8-1) k+¢s et on définit : rp = Max (o,p-s , pé-0).
de sorte que rp=o si p<2a-1, r'p=p-s pour f<p<k et rp=p6-c pour k<p<m.
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G. METIVIER

On choisit comme espace variationnel V soit 1'espace W défini en (1.1), soit
W , adhérence de 9p () dans W. Soit a une forme intégro-différentielle du type
ry o +r ——
a(u,v) = [ z a B(x). @ (x) o] 18] D%u(x). DBv(x). dx
Q

la]<m ¢
(1.3) |8]<m

IATA

sont des fonctions continues sur Q et vérifient a, = a _.
aB Ba aB

a est hermitienne et continue sur W ; on la supposera coercitive sur V :
- ; - . 2 _ 2
Je, >0, 3 AE R, Vu €V a(u,u) >c fuly -2, |Iu||L2(Q

oll les a

Par le Temme de Lax Milgram, on associe au triplet variationnel (V, LZ(Q), a)
un opérateur (A,D(A)) semi-borné et auto-adjoint dans LZ(Q). On démontrera la
compacité de 1'injection de W dans LZ(Q) et il en résultera que le spectre de A
est constitué d'une suite de valeurs propres Aj , réelles, tendant vers +«. On se

propose d'établir des formules asymptotiques du type :

1.4 N(A) = 2 1a ca®

(1.4) (2) A9

ou dans certains cas :

(1.4") NA) = £ 1~ c.aA” Log A
Ai<A

1'exposant w et la constante c¢ seront précisés au théoréme 5.3.

Notons que dans certains cas la constante ¢ dépend des conditions aux limites
(choix de V). Remarquons aussi qu'on adapte trés facilement les démonstrations (et
les résultats) au cas ol V est un espace du type :

V={uew/ Yy u = o, V { €J}.
J étant un ensemble d'entiers <s-7 .

La considération de conditions aux limites plus générales pose des probiémes
techniques.

Le principal intérét de ce travail est qu'on y étudie des opérateurs d'ordre
supérieur & 2 ; on retrouve ainsi certains résultats obtenus pour 1'ordre 2 en ([9],
[14], [17]). Le cas des opérateurs d'ordre > 2 a &té abordé par une méthode diffé-
rente par PHAM THE LAI ([15], [16]).

Le plan sera le suivant :dans II on rappelle et on établit quelques propriétés
des valeurs propres de problémes variationnels;dans III on précise quelques proprié-
tés des espaces de Sobolev avec poids qui nous seront utiles;dans IV on étudie Te
cas de modéles en dans V on &tablit les résultats pour le probléme initial sur Q.

Théoréme 5.1 et 5.2 : la coercivité de a équivaut & 1'ellipticité de a, et a
Ta coercivité de formes & une variable "définies sur le bord" ; elle implique des
relations de type ellipticité pour des symboles définis sur le bord T.

Théoréme 5.3 : on précise (1.4) et (1.4'), les constantes c¢ trouvées étant
finies et non nuiles grdce au théoréme 5.2.
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II. VALEURS PROPRES.

IT1.1. Précisons d'abord quelques notations : on appellera, dans toute la suite, pro-
bléme variationnel un triplet (V,H,a) ol V et H sont des espaces de Hilbert, V
s'injectant continuement dans H, et o a est une forme hermitienne continue et
coercitive sur V :
(2.1) Jc >0, dt_ ,YuevVv ¢ |!u||2 < a(u,u) +t Huﬂz

: o” 7? o’ o' IV — ’ 0 H -

On.dira que le probléme variationnel est compact si 1'injection de V dans H
est compacte ; dans ce cas, il existe des &léments qh de V (j=1,...) tels que :
2.2) { le systéme des @j est total dans V, orthogonal pour a, orthanormé pour

(> )H et la suite Aj =a(CPj "Pj) est croissante et tend vers + « .

De plus, si pour tout t > to , on note :

. 2
Sast = {uev / a(u,u) + t“u"H < 1}

et dn(S (n=0,1,...) 1le n-iéme diamétre de Sa+t dans H, ([11], [12]), alors

a+t)
ona (|4],]|5]) :

(2.3) A+t o= {d (5,12 (n=0,1,...)

n+l

On introduit alors la notation :
N(A,V,a,H) = = 1
Aj <A

On convient de simplifier cette notation en N(A,V,a) s'il n'y a pas d'ambi-
guité sur 1'espace H , et d'omettre le a si celui-ci est le produit scalaire de V.

Si (V,H,a) est un probléme variationnel compact, et si V est dense dans H,
on lui associe un opérateur A auto-adjoint dans H, semi-borné et a résolvante com-
pacte. Le spectre de A est constitué d'une suite de valeurs propres qui sont préci-
sément les Aj de (2.2). Les (<Pj) constituant une base orthonormée de H, de
fonctions propres de A.

11.2. Pour étudier le comportement asymptotique des fonctions N(A,V,a,H), on intro-
duit une classe de "fonctions de comparaison" :

F est 1'ensemble des fonctions f de R+_ dans R+ , croissantes, tendant
vers + « avec A et telles que :

) = lim o f(.A)/F(A)
)\—>+oo
existe, pour tout u de R, et soit une fonction continue de .

On définit donc, pour un probléme variationnel compact (V,H,a) et pour fe&F,
Tes nombres de [0,%]

N;(v,a,H) = lim sup N(f,V,a,H) / f(})

Ne(V,a,H) =1 inf N(f.V.a,H) 7 f(2).
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I1.3. Rappelons d'abord les propriétés suivantes qui découlent immédiatement de
(2.3) et des définitions :
(2.4) N(A.V, ca+t ( » )H) =N {(A-t)/a , ¥V, a)
(2.5) Si (V1 »H, al) et (V2 »H, a2) sont deux problémes tels que V1<2 V2
et Yue V1 , az(u,u) < al(u,u)
alors N(>\,V1 ,al) < N(x, V2 , a2).

(2.6) ST (Vyu i), oy

compacts, on a alors :

est une famille de problémes variationnels

v Vv \Y] Vv
N(A, ® Vi, 8 a,, & H)= T N, V,,a. ,H)

, 1= i=1 =1 U =l oo
ou B a; est la forme définie par :
1=1 v AY Y] v
(® a.) (® u, , & v.)= I a; (u, , v;)
L5 SRR B B 155 L 5 I
(2.7) Si V0 est un sous-espace fermé de V de codimension finie v dans V
alors :
0 < N(A,V,a) - N(x,V ) < v.
(2.8) Si 1'inégalité a(u,u) < A Mu“ﬁ a lieu pour tout élément u d'un sous-

espace E de V alors :
dim E < N (A,V,a,H).

Nous utiliserons par la suite les deux propositions suivantes :

PROPOSITION 2.1. - Soient V c,,v1 «,H trois espaces de Hilbert, 1'injection de
V dans V1 étant compacte. Soit a une forme hermitienne continue coercitive sur V

et soit b une forme hermitienne sur V vérifiant :
Ic,vuev |blusu)| <Cluly - Jul
- v V1

Alors, atb est coercitive sur V et pour toute fonction f de & on a :
NF (V, atb, H) = Np (V,a,H).

Démonstration. - On déduit de la compacité de 1'injection de V dans Vl’ et de la
coercivité de a que pour tout e>0 11 existe une constante C€ telle que :
VueV: [bluu)| <ea(uu) +C_ Hu"ﬁ R
d'old 1'on déduit la coercivité de a+b et grace a (2.4) et (2.5) que :
N(x,Vsa) < N(A(1+e) + C8 . V, atb)
N(x,V,a) > N(x(1-€) - CE , V, a+b)
d'oll, en écrivant que pour A grand CE <eX;
£%(1-2¢) NZ(V,a+b) < Np(V,a) < f*(1+2¢) NZ(V,a+b)
et la proposition suit en faisant tendre e vers o.

PROPOSITION 2.2. - Soit (V8 s H, ae)€>0 une famille de problémes variationnels
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tels que :

1. - (Vo)gs, est une famille décroissante, et 1'injection de V,  dans H est
compacte. -

2. - 11 existe €y >0 s telle que :

2
Ye>o YueVv, : a(uu) >cy Huﬂvo .
On suppose que a_ converge vers a, au sens suivant : il existe un sous-
espace H de U V_, dense dans V  tel que :
€>0
3. -Yued a_(u,u) —> a (u,u) (e~0)

4. - Pour toute famille (u)
e’e>o0
tout u de D.

ao(u,ue) - ae(u,ug) —> 0 (e=o0)

» pour laguelle aE(uE ,ue) reste borné, et pour

Alors, pour tout X de R point de continuité de N()\,V0 ,a

NOLY_ 5 oa s H) s> N(L Vg s ag s H)

H) :

o 1)

Remarque. - Ce résultat est a rapprocher de résultats de [iO] et suivant 1a méthode
qui y est utilisée, on peut démontrer sous les mémes hypothéses, la convergence
forte et avec la proposition, en norme des projecteurs spectraux.

Démonstration. - Remarquons d'abord que :
3 c;»¥e>o0,VueV, a(uu) >cyafuu) etonadonc:

(2.9) NG Y sa) SN(VC) V), a) <+ .

Notons (cPi) et (xi) (i=1,...) Tes éléments associés au probléme
(V0 s H, ao) par (2.2), et (w?), (ui) (j=1,...) ceux associés au probléemes
(VE s H, ae). Fixons maintenant A€ R , distincts de tous Tes Ap

IT existe alors & > 0o tel que :

Vg = N(X, Vo s ao) = N(A-6, V0 s ao)
et approchant les CPi (i=1,..., vo) par des éléments de &, on voit qu'il existe un
sous-espace G de D de dimension v_ tel que :

Yue G, aj(uu) < (1-6/2) ”u"ﬁ .

G étant de dimension finie, on a pour ¢ assez petit G € VE et grace a
1'hypothése 3 :
Vue G a_(usu) <A Hulﬁ .
On en déduit alors, par (2.8), que pour ¢ assez petit, on a :
N(A, VE s aE)_i N(x, V0 s ao).

Soit d'autre part : v = Tim sup N(A, V

> a_)
€0 € €

Par (2.9), on a : v < + », et quitte & restreindre ¢ aux valeurs d'une suite
tendant vers 0, on peut supposer que : v = N(A, VE , as).
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On a donc : a€(¢§ s w;) = u? <A pour j=l,...,v , et on en déduit, par
1'hypothése 4, que pour ucD :

(a, - a,) (u, §) —> 0 ou

J
€ 3 €
(2.10) uj(u, wj)H - ao(u, wj) —> 0 quand & —> 0.

Par 1'hypothése 2, w§ reste borné dans V0 , et comme u§ < X, on en déduit

que (2.10) reste vrai pour tout u de Vo . En particulier, prenant u-= wi on a :

. . € €
(2.11) ¥i>1l, ¥3>v (uj-xi)(cpi ) wj)H 55> 0
Si 1'on suppose que v >V, = N(x, V0 ,ao), il existe alors des é&léments Ve de
v : v e
= I P 1/
Ve b Ve wJ avec

2
v =1 et
o1 {u 2

(VE. ’q)'i) =0, i=1l,..., \)0 .

Les Ve s étant bornés et Ai >%,3u§ pour j<v et i >V, 5 On déduit que

(2.13) Ve r i) 552 0 51 1%
(Ve » ?;) =0 st 1<y,

Or, on a : 1 2

a (v < Tepa(v) < M llvelly

ce qui implique, en décomposant Ve sur les L91
v . g2 < c® o (v
M, SRS
ce qui avec (2.13) implique que Hveﬂﬁ ——> 0 contredisant 1'hypothése Hveuﬁ =1,
et cette contradiction achéve 1a démonstration de la proposition.

IIl. ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS.,

III.1. Soient Q ouvert borné de R" et ¥ comme au I. Pour m entier et r réel
> o0 , on définit 1'espace :

(@) = (ued'(@) / Ya, |o < : 97 0% ue LP(a)}
muni de Ta norme hilbertienne évidente. Pour 1'é@tude au voisinage de T on introduit
des espaces modéles :

On note ]R: =Ry Jo,o[ , et x = (x',t) € R x R

la variable générique de RE. On définit alors

WHRY) = (ueD' (R} / Va, |of <m:t Duel

+

2Ry .
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De plus, si U est un ouvert de R" de la forme U=U' x Jo,T{ , U' ouvert

de R™! on definit :
W) = {ue WWRY)/ u(x)=0, ppxe R\ U}
r r' T+ ? + :
On utilisera aussi les espaces suivants, ol Hn"l désigne le tore de dimension
(n-1) :
W xR = e T xR) / Vo, Jaf <m: t" 0%ue L2 IxR,) )
et
WT(Hn 1x]o,T[:) ={ue wl:(l'[n-lle+)/ supp u c Hn_lx[_'o,T] }.

On désignera dans ce paragraphe par X une des variétés, Q , R"

+ b
U=U' x Jo,T[ , Hn_lle+ ou ! x]o,T[ .
On notera ﬁ(X) 1'adhérence de & (X) dans W(X).
On rappelle que : (cf. [3], [8], [13]).
(3.1) NT(X):_,W'::%:(X) si 0<j<m et j<r
(3.2) & (X) est dense dans wT(X) si X=q, R: , ™1« R, .

PROPOSITION 3.1. - Si X est borné, alors NT(X) s'injecte avec injection com-
pacte dans WT.(X) pourvu que :
m'<m-1l et r'-m" >r-nm

Démonstration. - On suppose que m'=m-1. Le cas général suit des injections sui-
vantes (cf.(3.1)) :

m m-1 m'

Wr(X) < Wi (X) e W.r.(X)

avec r"= r' + (m-1-m')

Puisque NT(Q) < HTOC(Q), par partition de 1'unité et cartes locales, on ra-
méne le cas X=Q au cas X=U' x]o,T[, et dans ce dernier cas, en prolongeant par
{0, on se raméne au cas ol U' est un pavé. Nous supposons donc maintenant que
X=X'"xJo,T[, X' &tant soit un pavé de R"1, soit le tore 1"! .

On définit alors les opérateurs T (h>o0) :
(tpu)  (x'st) = u(x', t+h)

T, Opére de wﬁ(x) dans W?(X) n H"(X). On obtiendra alors la compacité (cf.
[1]) & partir de 1'estimation :
(3.3) Ju-7, u] __ < C. h® Ju|
"o T W ()
ol €= Min (1, 1+r'-r) >o.

r

En effet, si uj est une suite bornée dans WT(X), prenant une suite hn‘N 0

on extrait de uj , par le procédé diagonal, une sous-suite ujk telle que pour

tout n, T, Uy converge dans Hm_l(X), et donc dans WTTI(X) et par (3.3), on en
n -
déduit que la suite ujk converge elle-méme dans WT.I(X).

L'estimation (3.3) résulte directement du lemme :
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LEMME 3.2. - I1 existe une constante C telle que pour toute fonction u de
wi(o,T) on ait :
fT £2" lu(t+h) - u(t)|
)

2

12 dt.

.
dt < ¢ h2® [ 2" Ju'(t)
0

avec e = Min (1, I+r'-r) > 0.

Démonstration. - On écrit qug ﬁour u dans SD(7§+) ona :
+

u(th) - u(t) = | u'(s) ds
t
et on écrit les majorations :

2¢ t+h
[u(t+h) -u(t)l2 2 I sl-2e [u‘(s)|2 ds si t<h

— 2c
|u' (t+h) -u(t)|2 <h It+h
t

et le lemme suit par intégration.

lu'(s)]2 ds si t

| v
=

IIT.2. Espaces M.
Si o est la suit; de réels définis en (1.2), on définit les espaces :
WXy = MW (x)
p=o0 p
ﬁ(X) est 1'adhérence de & (X) dans W(X).
I1 résulte alors de 1a proposition (3.1) :

PROPOSITION 3.3. - Si X est borné, W(X) s'injecte avec injection compacte
dans L2(X).

I11.3. Espaces & une variable.

On utilisera par la suite les espaces wT(o,T) et W(o,T), munis d'une famille

de normes dépendant d'un paramétre p > o0 :
2 2(m-k r .k

lul?, (k) ¢r ok

Wr (0T) k=0

P

™3

2
”nzv
L"(0,T)

(0,T)
p2P
On précisera " 0,T) ou W (o,T) pour spécifier que les espaces sont munis
rsp p

2 2
ful = I |y
Wo(0sT) oy WP

des normes indicées par p.

Dans le cas des espaces ad une variable (n=1), nous précisons la proposition
(3.1) de 1a maniére suivante :

PROPOSITION 3.4. -
i) Pour r<m, il existe une constante C, ne dépendant que de r et m, telle que
pour tout T>0 et tout réel X positif, on ait :
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.y
N W0,T), L2(0,T)) < ¢ [alem T 4 1]
ii) Pour o<r<m, il existe Ao >0, tel que :
N WNR,), LE(R)) =0 si A<h .
NOLWT(R,), L2(R,) = O(ARr) A 2.

Démonstration. - On suit une méthode trés voisine de celle utilisée en [6].

Soit €= 1-L . Pour h>o , on définit la suite t.=h j*, j=1,...,v ou
v sera fixé par la suite. On note hj = tJ.+1 -tj <1l/e. h. (j+1)L%f1

On approche u de w?(o,T) sur ]tj ,tj+1[ par un polyndme de degré (m-1),
P.(u), de sorte que :

lu-P.ul? < c. h&™ ||p"y|2
%t~ 3 20t ,t..1)
3’ Ui+l 3’ Ui+l
On approche donc u sur ]tl ’tv[ par une fonction v polynomiale par mor-

ceaux variant dans espace de dimension v.m , telle que :
2 2m 'Zr) "tZr Dm 2

flu-vl®y <C (sup h" t. ul
—_ ry J J 2
L(tgut,) J LE(tut,)
et il vient alors :
2 2(m-r 2r ym 2
@4 u-vl? <oy n e o

1’ v) L (tl’tv)
On considére d'autre part 1'opérateur Ayt
Ay u(t) = u(t) - u(t+h).
On vérifie, comme au lemme 3.2, 1'estimation :
2¢€
(3.5) [P apul?, s%‘e’i@]— 117 p.ul?, :
L*(0,ph) (20+1) L(0,(p+1)h)

Or on a : Aﬁ u(t) = u(t) - ; (-1)p (g) u(t+ph) que 1'on note Awu =u -rﬂ u,
et 1'on déduit de (3.5) : p=1
(3.6)  fu-" ul!iz(o < ¢, W2 " oM ul?, :

h)y = 2 t 7 206,m1)h)
On a d'autre part de maniére évidente :
(3.7)  ltu - T',‘]vuiz(o,h) <C, |u—vni2(h,(m+l)h)
et en regroupant (3.4), (3.6) et (3.7) on voit que si 1'on pose :
w(t) = v(t) pour t > h
w(t) = (rﬂv)(t) pour t < h.
On a :
(3.8)  Juwl? <y BT ot

L% (o,t,) L™(o0,t,)
pourvu que (m+l)h < t,, W variant dans un espace de dimenigon m.v .

Pour démontrer i), on choisit alors v de sorte que hv™ > T et on déduit
de (3.8) :
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N (e h™™ <mv <m (1507 + 1)
4
pourvu que  (m+l)h < T.
Pour démontrer 1ii), on choisit v de sorte gue t;Zr < C4 h2(m-r)’ i.e.
. -m B
v2C, 2 e/r.

En prolongeant W par 0 sur ]tv ,w[ , et en tenant compte de la majoration :
2 =2r g .roan2
llull®y <t Ity

o L(t

)

v? v?

on obtient alors de (3.8) :

2 2(m-r 2

luwl?,  <cp t20MT) u2
. L*(R,) WI(R,)
¢ NG ™™ W(R)) <mov . <m [C Wy 1]
Cy s AR v 2 g

pourvu que

¢y W™ > (m1)2"

ce qui démontre la seconde estimation de ii), la premiére résultant seulement de la
continuité de 1'injection de WT(R+) dans L2(R+).

IV, MODELES.,

IV.1. Soit J' =(]o,h[)n-1, pavée de R"1, que 1'on identifie & un ouvert du tore
x' = Rl PR On considére alors les variétés J=J'xJo,T[ et X=X'xJ]o,T[
h.

Etant donnée Tla suite (rp) (1.2), on définit les espaces W(J) et W(X). Pour ne
pas énoncer deux fois des résultats semblables, on convient de désigner par V 1'un
des symboles W ou ﬁ , toujours le méme & 1'intérieur d'un énoncé.

On décompose la variable x de R" en x=(y,t) yean_l, te€ IR+ et la va-
riable duale £ en (n,T).

Soit b la forme hermitienne sur W(Rn)
Sl % oy

(4.1) b(u,v) = b b J Du.Dv dx
laf <m @B RE
|8] <m
avec bmB = bsaé c. 01
On introduit aussi des formes & une variable sur N(R+) : pour neR on
pose : Vipt * o +r o B
b (uv)= I b .n**8 .f ¢ |l 18l D" u. D" v. dt
n |a|£_m af 0
[8]< m

n-1

ol 1'on a écrit a= (a', o) € N x N

Nous commengons par étudier la coercivité de b et on a tout d'abord :
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LEMME 4. 1 - b est coercitive sur V(J) si et seulement si b est coercitive
sur V(R x ]o,T[).
Démonstration. - La condition est suffisante puisque : V(J), V(R x Jo,T[).

Prouvons sa nécessité.
Bo=h v wed ) et 9 =0 x0T
v 2 v v ’ .
b est alors coercitive sur V(Jv) et :
- -1 2 2
(4.3)  Jc >0, In,¥v e vuev(,) b(u,u)+)\0||u||L2(J )_>_c0 lulyea
v

On considére les pavés

D'autre part, il existe des fonctions 7 €& (J') telles que I 52 =
n-1 v v v ooV

R et que :
(4.4)  vaeN"! Fc, , vve! 0% _<cC,

1 sur

o

On déduit alors de (4.4) qu'il existe une constante C, telle que pour tout wu
de V(IRn_1 x Jo,T[) on ait :

[b(u,u) -Z b(z.u , g u)|<Cz Tl . ] .
VOV VT v gcpen W) W)
o<q<m p q
IT résulte alors de la compacité de 1'injection de wg'l(Jv) dans wﬁ (Jv) s
1 P p

en remarquant que tout point x est dans au plus 2" pavés Jv , que :
¥e>o,3C , YueVv (R"! x 0,T
(4.5) { ( Jo,T[)

€ 2 2
[b(usu) - Z b(cyu, el <elully + C_ IIUHL2

v
De méme, on a :

Jul?, = 2 g,
L (R"*x Jo,T|) v L“(J

( Y
Jul? < cte £ |z u]?

MR Jo,T1) TV Y TN
Ecrivant (4.3) pour chaque fonct1on (z,u) on obtient compte-tenu de (4.5) et
(4.6) la coercivité de b sur V(R 1y Jo, T[)
PROPOSITION 4.2. - b est coercitive sur V(J) si et seulement si Tes formes
bn (ne Rn'l) sont coercitives sur V (0,T) wuniformément en n, i.e. :
1 vy V(o,T)

3¢,>0, hem ¥neR
(4.7) b (wu)eh, JuiZ, > Cy [l
2 ) ”"w o,T
L2 (0,T) Inf (©:7)
Démonstration. - Pour u € L (R"'lx Jo,T[), on note a(n,t) sa transformée de
Fourier partielle. I1 est clair que si (4.7) a lieu, en écrivant 1'inégalité pour la
fonction t — ﬁ(n,t), et en 1'intégrant en n on obtient la coercivité de b sur
V(Rn_lx Jo,T[).
Inversement, si b est coercitive sur V(J) donc sur V(R"-lx Jo,T[), on
écrit 1'inégalité correspondante pour des fonctions de la forme wu(y,t)= z(y) .v(t)
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pour obtenir :

jmn_lli(n)lz[bn<v,v> gllviZy - ol Tan >0

(0,T) wln (0,T)
et 1'inégalité ayant 1ieu pour toute fonction <z¢ ;f(R“‘l) on en déduit (4.7).

Nous aurons besoin par la suite de résultats d'ellipticité. On introduit ici
les symboles suivant qui apparaitront par la suite :

pour (t,£) € R, x R" avec g = (n,T)e"Rn'l x R. On pose :

r - - "lal*"|8] ot8
b (t.7) = b(t,E) = 0inmbmB Lt i
|B|<m
bliee) = ¢ b .t lel” TIsl o
kelasm
(4.8) < Kilﬁlfy
k o+B
b (&) = T .
lal=lgl=k
b'™() = g b . g8 .
L lal=[g|=m

Avec ces notations on a :

PROPOSITION 4.3. Si b est coercitive sur W(J) alors :

i) I1 existe une constante C; >0 telle que pour (t,£)€ R, x R" on ait :

2r 2r
bl(t.e) > ¢ [t Mel®® + v Me®m .
bk > ¢, g%
b'™e) > ¢ [g*"

ii) I1 existe deux constantes Cz> 0 et A telles que pour
(t.£) € J0,T[ x R" on ait :

2r 2r _
b(t,8) 26yt FI3|% w v Mg|PM - a £

Démonstration. - Soit £ € & (R,). On se donne y>1 et on applique (4.7) pour

n=pY. no & 1a fonction u(t) = z(pt) exp (ipY'% t), ol g5 = (ny»7,) est fixe et

ol pest assez grand pour que u €SD (]JO,T[ ). Prenant la partie principale quand
p >+ @ , on obtient :

© r o +r 2 2r
(4.9) 1 b . f ¢ 1118l ey aeoe, 2 g2 r 1oz e))? at
|ajea lale A

|Blea

(o]
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ol A={k,...,m} si y=86
= {k} si 1<y< §
A = {m} si 8§ <y

Puisque (4.9) a lieu pour tout z ¢ & (R.) on en déduit le i)
Pour démontrer ii) i1 suffit alors de vérifier que :
si p ¢ {ks,...m} ousiqé4{k,...m} alors :
(4.10) Ye>0, 3r ,¥(t.8) €10, T[x R :
r_+r 2r 2r _
[ L R I R R L R W
- sip+ qg<2k. On a pour (t,g)arRJr x R"
- er =(P+a)/ (o -p- -
tp+q 25|€|p+q -<— e.t k|£|2k +e (2k P q) t 2s
et (4.10) suit puisque r

>p-s, r >q-s et puisque pour (4.10) on restreint t a ]O,T[

p G-

- si 2k <p+q<2m, p<k. On a :
2r 2r
t(p+q)6 O|€P+q St klEIZk + ot ml£|2m_
Comme r_>pé-o , pour tout € >0, il existe t. tel que (4.10) ait lieu sur

]O,te[x R" avec Ae = 0. Mais alors puisque p + q<2m, on peut choisir AE de
sorte que (4.10) ait lieu sur Jt_, T[ x R".

On achéve ainsi la démonstration de la proposition 4.3.

IV.2. - On suppose maintenant pour toute la suite que b est coercitive sur V(J)
et donc que (4.7) a lieu.
On a alors :

PROPOSITION 4.4. - b est coercitive sur V(X) et on a :

2 2
N(A,V(X)s by, L7(X)) = I, . N(A,V(0,T), b, L°(0,T))
ve h*2" 1 v
avec h* = 2m/p -
Démonstration. - On effectue un développement partiel en séries de Fourier : pour
(v:1) : B0 e (v y)
u(y, 1. U . .exp (ivy
vet® 21TV
on a
2 2
[lull =z iyl
L2(X) v TV200,T)
b(u,u) = 5 bv (uv, uv)
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lull? < cte. zllull?
W(X) M(OT)

On en déduit alors la coercitivité de b. D'autre part si on note A (J 1,..)
une base orthonormée de fonctions propres pour les va1eurs propres k de 1'opé-
xateur associé au prob]ime variationnel (V(0,T), L (0,T), b ) les fonct1ons

V,J(y »t) = v,J( ). h( n/2 exp (iv.y) forment une base orthonormee de L (X) de

fonctions propres pour les valeurs propres Av j de 1'opérateur associé au probléme
(V(X), LZ(X), b}, et la proposition suit.

Notons :

(4.11) m = Sup {pefl,...m} / p-rp:>0}.

m
De 1'injection W(0,T) & wrl (0,T) on tire, grace & la proposition 3.4 :
P1

(4.12) N(AV(0,T), by 1) = 0(>\1/2"‘1)

uniformément pour |n| borné.

On introduit alors les fonctions suivantes :
pour R>0 on note :

o) = NOWET), b dn.
R In|>R n
On modifie la proposition 4.4 en la :

. n-1
PROPOSITION 4.5. - Les fonctions N(A,V(X), b, L2(X)) et (h/zn) . ¢R(x) sont équi-

valentes au sens suivant :

y
Pour toute fonction f de & vérifiant A 2m . (f(x)) on a:
n-1
NE (V(X)s by 2(X)) = (M) Timsup 8,(A) / F(2)
A >4+
1
- n—
NF(V(X)s by LE(X)) = (M) Timinf eg(3) / £()
-+ 400
Démonstration. - Pour |v| > R>(2m)/p et pour n dans le pavé de centre v de coté
(2n)/p on a :

| n% 8L | o ¢, ppplotetln
d'olt 1'on tire :

Y u e V(0,T) |bn(u,u) - b, (usu)| f-c{nl [| u ”E|nl(0’T)
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Notant C0 et %, les constantes de (4.7), on voit alors que € > 0 étant donné,
C
on a pour [n] > /aCO

Yu eV(0.T) b (uu)-by(uu)| < e [b(usu) +Ao”“”i2]
d'oll 1'on déduit les encadrements :
N(A(L-€)-eAgs V(0,T)s b)) < NOALV(0,T), by) <
< N(A(Ite) + ed s V(0,T), b ).
et compte tenu de (4.12) on obtient ;
N(A(1-e)-en s V(X), b) < (") "L e (a) + 0(r
N(A(1+) + er_, V(X), b) > (", )"

1/2m1)

1
3p(1) + O(A /am,

La proposition suit alors en passant & la limite d'abord en A, puis en faisant
tendre ¢ vers O.

IV.3. - Nous étudions donc maintenant les fonctions N(A,V(0,T), bn) et tout d'abord
leur comportement par homogénéité.

Pour u dans V(0,T) et P > O on pose v(t) = u(t/p) et on a :

2 -1 2
HUIILZ omy T ° HVIILZ 0ot
(4.13) ( * ) ( 9p)
_ 2s-1
bn(u,u) = p bn/p,p (vsv).
ol les formes bn 0 sont définies par : .
H] p o —
-S| 1-S Y rr o B8
by (V) = T by .. o[ Z[B] o'+8 f ¢ lel 7 IBlp™ny ooy gt
Nsp l“lim a. 5
[B]<m
avec sp = -p + rp +s >0 pour p=0,...m

Notons que s_ = 0 si et seulement si pé€ {2,....k}, (2 et k sont définis en
(1,2)). On définit alors :

upt (° T +r a B
(3.4) b2(v,v) = by 8 [ e 1Bl oy gty g,

z
8|k 5

5<[8| <k
qui est définie et continue (cf(3.1)) sur wrkUR+)
k
I1 résulte maintenant de (4.13) que :
(4.15) NOLWV(0,T), b, L2(0,T)) = N(ap 253 V(0,67 by g, 04 LE(0,6T))

On énonce alors :
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PROPOSITION 4.6. - Soit b une forme (4.1) vérifiant (4.7). Alors b est fortement
coercitive sur V InI(R ) uniformément en n # 0, ie :

Je, >0 Yner"Mo. VYue V6 @®).
0 S 2
s > ¢l ®,).
rk,InI

Si de plus rk:>0. Alors pour tout réel A :

NQV(0,6T).by o LE(0.0T) ) pmgra MUV, Ry) B9 5 LER,)) pep .

Démonstration. - On déduit de (4.7) par le changement de fonction v(t) = u(t/p) que

pour v € V(0, PT) :
m -2

] hN Sp 2
(4.16) b J(viv) > ey [Iooe Tl

£ 2l

”gpslnI(R+) L (R+)
et la coerc1t1v1te suit en remarquant que les fonctions & support compact sont den-
ses dans V (R ), et en faisant tendre p vers + «.

Nous a]]ons maintenant vérifier quand rk>»0 1es hypothéses de 1a propos1t1on
2.2. pour les problémes variationnels, (V(0,°T), L2 ®,)> b ) et (V GR B L R,)»
b°) n # 0 étant fixe.

Tout d'abord puisque rk>-0, 1"injection de Vk (R,) dans LZ(R+) est compacte.
Ensuite puisque |n| #0. Ona |[.|l , < Cte || | et on déduit alors
L (R+) rk lni( +)
de (4.16) que pour p assez grand on a :
? -25p 2
. s y P

(4.17) by o (Va¥) 2 C/2 I (vl ®)

r ,|n| +

On choisit ma1ntenant comme espace <D de la proposition 2.2, &b@R ) ou EDUR )
suivant que V =W ou w I1 est clair d'aprés la définition de b que :

YueDd bn’p(u,u) N bn(u,u)

Soit maintenant (up) (p:>p°) une famille de fonctions telles que :
u, € V(0,0T) et
sgp bn’p(up, Up) < + .

On a alors par (4.17) que pour p = 0,...m

(4.18)  Supp P el <o
i i ®+)

Soit ué&dD. Notons To un réel tel que suppu < [O,To[. Alors (bn o~ b0 )
(usup) est une somme de termes de la forme :
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T

-S -s or +r

Lyg = o 118l [Telal el g, 0o . dt
0

avec ﬂaﬁﬂ6|>o'

Si Sldl >0 il est clair par (4.18) que Lae + 0. De méme si an_k, par (4.18)
r
B
t "D nup reste borné dans L20R+) et puisque u est & support compact Las + 0.
I1 suffit donc d'étudier maintenant le cas |a| < k et B, > k. Des intégrations par

parties montrent alors que La
_ T
*lal %8l J °
p

0

Best somme de termes de la forme :

» j k

t . Dtu. Dt up . dt

avec w >r > 0, et comme précédemment on conclut que LaB + 0 , ce qui achéve
de vérifierles hypothéses de la proposition 2.2. On en déduit alors que :

NOLV(,0T)by s LER,D) = NOLY(0,6T), b s LE(0,6T))

k o ,2
53:3 N(A,VrkaR+), bn’ L"(R,))-
pourvu que X soit point de continuité de N(A,Vt R,)» bg ).
k
Remarquons maintenant que 1'homogénéité de bg permet d'obtenir comme (4.15)
que :

k 0y _ naz2s kK 0
{4.19) N(A,Vrk(R+), bY ) = NOB™S V‘”k(R")’ by /o)

D'oll 1'on déduit en prenant p = |n| que A étant fixé, 1'ensemble des n pour
lesquels A n'est pas point de continuité de N(A,V§k0R+), bg) est dans chaque di-
rection dénombrable, et donc négligeable, ce qui acheve la démonstration de 1a pro-
position 4.6.

On déduit maintenant de (4.19), de la coercitivité des formes bg et de la
proposition 3.4 le

LEMME. 4.7. - On suppose que rk>.0. I1 existe alors une constante uy> 0, et une
constante C telles que , pour tout A >0, et tout netR“'l\O on a :

k ar s/ vy
NGV ®,), B0 ) <C. K in|

k 0 ; -
Ny, (Ry)o 87) =0 5T afn| ™ <y

On aura de méme :
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LEMMME 4.8.1) I1 existe deux constantes u et R, telles que pour Aln|-2s < Ho
et |n| > R, on ait :

NQLV(0,T), b ) = 0

ii) I1 existe une constante C telle que pour tous A >0, n # 0, et
Ty 2T onait:

1
NOWV(O, Ty)a b) < € [Lex 26 T8/

Démonstration. - I1 résulte de (4.15) et (4.16) que :
-2 k
NOWV(0,Tys b) < N((wA) Il ™S/t LCRLILOE

et ii) résulte de la proposition 3.4.

Si e > 0. On majore N(A', wt (0,|n] T) par N(A'wk (R,)) et on obtient i)

k "' t

comme au lemme 4.7. par la proposition 3.4.

sir =0, wg(o,lan) est 1'espace de Sobolev usuel Hk(0,|n|T) et de
-1l g < Wl on cecuit que N H (O, InIT)) = 0 siwc<l.

H

D'oll encore 1).

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le

THEOREME 4.9. - Soit b _une forme (4.1) vérifiant (4.7). Alors si n.r>k ona:
n-1
N(ALV(X) 5bsL2 (X))~ {(2«)1'" f N(A,Vt (R+),bg ).dy.dn}ng.
T*X ' k
Remarque. - La convergence de 1'intégrale résulte du lemme 4.7 et de 1'hypothése
n.r> k.

Démonstration. - En utilisant (4.15) on a :

(4.20) 0 (A%%) = AlM1) N V(0.AT), b )dn.
An|>R
Par Te lemme (4.8) on a, si R >R, N(1,V(0,>\T),bn A =0 si |n|-25< Hooe
On déduit de (4.16) 1a majoration :
-2s -1 k
NCLV(O:AT) by ) < NI/ NI e s Wy ®R))
et

N(LV(OAT), b ) = 0 (lnl-s/rk ).

Le théoréme résulte alors d'une application du théoréme de 1a convergence do-
minée pour le passage & la limite de 1'intégrale intervenant en (4.20).
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IV.4. - Nous étudions maintenant le cas nres k. Pour cela nous utiliserons des es-
timations plus précises de N(A,V(O,T),bn).

Pour des raisons techniques nous supposerons maintenant, quitte & changer b en

b+ Ao( s ) 2 » que 1'on peut prendre Ao = 0 dans (4.7). On a alors :
L™ (X)

LEMME 4.10. - I1 existe une constante L, telle que pour tout nc¢ Rn_l, tout ee]O,l],

et tous réels t; et t, vérifiant 0<t;<t,<T et |t, - t)]<et; , on ait :

m 1 2
N(H(E) 5t) b )€ = J dt. dr +om
t bn(t,T)_<_>\(1+Le)
t
1 2
NCGHT(t5t,),b ) > I dt J dr - 3m.
o 1272/ ) 22w 4 b, (tsT)< A(1-Le)
n
Démonstration. - Soit 6€ Jt;, t,] . Notons b 1la forme obtenue en figeant les

coefficients de bn en 6. On a alors pour u dans Hg(tl,tz) :
(4.21)  |b_(u.u) - b(uu)| <cte. e fjufl} < L. b_(u,u)
. u,u) - b(u,u)f<cte. ellu <L.e u,u).
n W) ) (0T) n

ol L ne dépend que des b
tire de (4.21) :

a8 * de Ta suite o> et de la constante c de (4.7). On

(4.22) N(A(1-Le), Hrg(tl,tz),’l\)l) < N(A,H'g(tl,tz),bn)i N(A(1+Le), H'g(tl,tz), b).

Notant ﬁz (tl, tz) 1'espace des fonctions périodiques de Hm(tl, t;). On a
puisque Hg(tl,tz) est de codimension m dans Hm(tl,tz) :

m I m i
(4.23) 0_§N(A,H*& (tl,tz), b) - N(A,Ho(tl,tz), b) <m.
Or on sait que :
v 2
N(A,H;zé (t;st))> b) =Card {p €Z/ b (6, t—;‘J}El) < A}

D'ol 1'on tire en utilisant que bn(e,r) est un polynome de degré 2m en t:

v Yy
N(A; HY (tq,t,), b) - —f dr < 2m
INA Hy (208, Zn O | <
et le lemme suit en reportant cette estimation dans (4.23) et {4.22) et en inté-

grant ensuite en 6.

On utilisera aussi.

LEMME 4.11. - Si < est la constante de (4.7), alors pour tous t1.iT- A>0 et

n € A" te1s que ¢, tl.drklnl2k >X, 0na:
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m
N(}\,Ho(tlsT), bn) = 0.
Démonstration. - Pour u dans V(0,T) on a :

2 2k r
bn(u,u) _>_ Co ”U“w (0 T) _>_ colnl . ”t
In|*™>
d'ol pour u dans Hg (tl’ T) :
1

-2r

2 -2

llull %, =t Kl b (usu)
L (tl,T) 0

et le lemme suit.

On introduit maintenant les notations suivantes :
n-1

pour p>0, A>0 etneR on note :
1/2r
- -2s k .

ep(x,n) = Inf(T|n|, (poA|n| ©3) ) si r>0
(4.24) '

ep(x,n) = T|n] si r =0

et
(4.25) ¥ (An) = 71—[ dt.dr

P T b (t,T)¢A

1 <t|n|<ep(A,n)

On a alors le :

LEMME. 4.12. - I1 existe des constanstes €55 Py L et R1 telles que pour tous

e<e, P>p, A>0 ettout n vérifiant Ry < |n| < (1/2 p.N)1/2s, ona :

N(A,V(0,T) 5 b, )<¥ (A(1+Le),n) + 0(1 1-5/2k|n|_5/k) + 0(1+Log 6 (Asn)).
N(AV(0,T), b)) > ¥ (A(1-Le)sn) + 0 (1 + Log 6 (Asn))-

Démonstration. - Etant donnée une partition de ]JO,T[ en intervalles ]0,t [ , et’
. - . m

1tj, tj+1[ pour j = 0,....v, avec Y41 T, 1'espace V(O,to) C)[j%% Ho(tj’tj+1)]

est inclus V(0,T) et est de codimension m(v+l) dans V(0,T) ; on en déduit :

(4.26)  ON(AN(0,T),b ) - 7 N(A,Hz(tj,t5+1), b ) N(AV(0,t )b} + m(v1)

j=o0
On choisit to = lfnl , et par le lemme 4.8 on a :
172k =S/k
(4.27) N(A,V(O,to),bn) =0(1 +A .In] ).

Etablissons la minoration du lemme, la majoration s'obtenant de maniére simi-
laire en utilisant en outre (4.27).
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Soit L Tla constante garantie par le lemme 4.10.
Soit e<Llog 2. tel que 4Le < 1; notons A' = A(1)2Le) >%.
Soit p>0, et soit n tel que 2|n|ZS <o N,

Si ep(x',n) = T|n| on choisit les tj de la maniére suivante :

= E‘j i =
tj }Tﬂ| . € j=0,....v

- 1 e(v+l)
t\J+1 T=< /|n| e

de sorte que | togm ts | <ZetJ. et v<1/Log T|n| . Ce choix est possible pour-
vu que T|n|>1, c'est & dire In| assez grand. On applique le lemme 4.10 sur les
intervalles ]tj, tj+1[ et on obtient 1a minoration.

Si ep(x',n) < T|n| on choisit les ty

= 1 EJ. i = -
tj 1”] e J=0,....v-1,
= 1 . ! 1 ev
t\) 'fnlep()\ sn) i /lnl e
ter = T
Ce choix est possible puisque 2|n|25 <pX implique |n|ZS <pXet ep(k',n)7 1.
On applique le lemme (4.10) sur Tes intervalles tj, tj+1 pour j = 0,....v-1 et
le lemme (4.11) sur 1'intervalle Jt,, T[ : pour cela i1 suffit que
2r
N tv k.|n[2k > A, ce qui, compte tenu du choix de ty , est satisfait dés que p

est assez grand.

On introduit maintenant les fonctions :
\yR;p(x) = f dt.dg.
Ag,p(M)
ol AR p(A) est 1'ensemble des (t,£)€]0,T[ x R" qui vérifient, en notant
£ = (n,T) € R7Ix R

1y
R < |n| < (pnr) 28

(4.28) 1< t.n|
b(t,g) <A

On a alors :

PROPOSITION. 4.13. - Pour R et p assez grands les fonctions N(A,V(X), b,Lz(X))
et (2m)™" h(“'l) Yo p(>\) sont équivalentes au sens suivant :
hn—1 sup

rah T ¥, (M7 F0)

pour toute fonction f de < wérifiant :

* 2
Ne(V(X), b, L5(X)) =
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5 (n-1)2s
k(n-l)Zs

0(f(x)) st r> 0
Logx = O(f(X)) si r, =0

Démonstration : Soient u, et Ry les constantes du lemme 4.8 i).
Fixons p > %Lo et R> Ro’ de sorte que pour |n| > (p>\)1/23 >R on ait :
N(A,V(0,T), bn) = 0.
On choisit maintenant P> Sup (2p, py) et on déduit du Temme 4.12 :

Bp(A) < o, (I MY+ 004 () +300)-

(4.29) , R<|n|<(o>\)1/25
2,(1) 377[ ¥, MILedmydn + 0(x ()
1
R<|n|<(or) /25
avec 1/
2512
qW = [ e o) @
J
R<|n|<(pl)1/25
et

XZ(A) = f [1 + Log epl(k,n)] dn .
R<|n|<(p) /28

On a les estimations :
x () = O(A(n-l)/Zs) en général

x(A) = O(X(n-l)/Zs) Logd) sin=2et r, =0.

o) = opnl)/as si r >0.
XZ(A) = 0(>\(n-1)/25 LogA) si r=0

On déduit alors de 4.29 que N(A,V(X),b) est équivalente au sens indiqué dans
1a proposition 4.13 & la fonction (2m)~N. h("'lzI dt.dg .

avec : AR’p’pl(A)

MRupspy (M) = L(EE)€ R (0] 7 tin <6, (on)}

Remarquons alors que pour (t,£)e¢ AR,p(A) ona l<t|n] < 1:(p>\)1/25
et d'aprés la proposition 4.3 ii)
(4.30) ¢, [t7K|g|PK + 2PN T < a1+ o).

d'ol :

2r
£ K% < a1+ oa/,

et finalement :
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s L[]
tinf < 8, (hn) sipt> (1 + ml)/(;2 .

On voit donc que AR 0D (A) = AR-p(A) si py est choisi assez grand devant p
P i
et ceci achéve la démonstrati%n de la proposition.

IV. = 5. 11 nous reste maintenant & &tudier le comportement asymptotique des fonc-
tions ¥p p()\) et on démontrera le

THEOREME 4.14. - Soit b une forme (4.1) vérifiant (4.7). Avec les notations (4.8).
on a:

r r
i) si —Rk—< 1 <—r:|"— alors :
(n8-1)/ n-1 7
N(AV(X),b) & A 20 ]h - J dt. de.
r 1 e ° bl(t,6)< 1
i) si ng-< 5
n n-1 T
NOLV(X),b) v a2 b l dt. d.
(2m) b'm(£)<t m
r r
- k _1,_m
iii) si % “nm
n/7k n-1
NO W) b)Y 2 Lo Ly [ g
(2“) b'k(E)<1
r T
. . k.1l _ 'm
iv) si <<n S w
n/om n-1 :
NOLV(X).b)v A 2" Logh e f de
(2m) b'm(g)< 1
Y‘k 1 r
V) si < 0w (et alors k = m).

n/2m pn-1 1
N(ALV(X),b) ~ Log A. . dg
(ANV(X)sb) v A Log { . Tg{b.m(g)(l}

Démonstration. - 1 -8
. . /20 /20 .
i) Par le changement de variables (t,£) —>(tA . B } on obtient :
¥y (A) = A(ns-1)/2¢ dt dg
Rsp 1
Ro(M)

Y
ol Aé p(A) est 1'ensemble des (t,&)€ R, X R" vérifiant :

8
- 1/ l/9s= 7/
RS20 ¢ Inl <o 2y /2s™ /20

Am(8-1) /20 tn] Y24

s t<T A
b, (t,£) <1
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ol 1'on a posé :
“Ola|C roatr
by(t.8) = 2 b . a Jol TIELTlal” TRl ot

of<m OB
Bl<m
avec op = (o + "o " 8.P)/20 (p=0,...m.

On a donc : by(t,8) —> bI(t,E)  (A> +).

D'autre part par (4.30) ona :

2rk 2rm 2
Ao € e/t el e gl < ctey
H) r r
et 1'hypothése ——ES < % < -—#F implique que ce dernier ensemble est de mesure finie

dans R, x Rn_l. On peut donc appliquer le théoréme de la convergence dominée. Si

1
rn>0 ona —= -9%/5>0 et alors :

(4.31) dt.dE —> J dt.de
. A
A R,p()‘) T bl(ta€)<1
. ) 1 . ,
Si re = 0o, 1Ty 5/20 =0 et :

(4.32) I dt.de > dt.dg
Ap ) M Tl <
P 2s
In| <

Remarquons alors que par la proposition (4.3) bl(t,€)< 1. implique |n|<|g|<Cte
et donc si p est assez grand (4.32) est 1a méme chose que (4.31).

I1 reste & vérifier, pour appliquer la proposition 12, que (n-1)/2s <(ns-1)2¢;

or cette inégalité équivaut a nrk< k.

ii) On procéde comme dans i) avec le changement de variable (t,£)- (t,£.A
On vérifie aussi que (n-1)/25 < n/2m ce qui est impliqué par :

'1/2m)-

n(m-s) < nrp<m

iii) Soit ¢ > 0. On a les majorations :

(4.33) [ dt.de 20 (2K,
Ap,p(n[IE[t" > €]
n/2k
(4.34) dt.de =0 ().

A oMnltlEl< ]

On utilise en effet (4.30) pour majorer les intégrales par :

dt de et I dt de .
e<[g|t® (tle)Pcteat?s
(t92|)2n<cte. +29, 1<tig] <Y
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On remarque maintenant que pour (Et)_1<|§|<st_6 on a :
tPg[P < clPkl (kg
et en utilisant la proposition 4.3 on en déduit :
(b(t,e) - £ b ey < L etk bk

avec une certaine constante L ne dépendant que des baB et de Ta suite rp.

Notons B_(A) 1'ensemble des (t,£)e]0,T[ x R" vérifiant :

1
R < Inl < (QA) /2s

1<t |n|

tlel >1. 0] <e

t2rk b.k(g) <3

et on pose GE(A) = dt.dg.

[B ()
€
11 résulte alors de (4.33) et (4.34) que :

n/ok
Yoo )

|A

8, (A(1+le)) + O(x

(4.35) )
6, (A(1-Le)) + oun/2 )

|v

WR’p(A)

On évalue ee(x) par le changement de variable (t,£) —(t,A
on obtient en tenant compte de ce que nr, = k :

-1y re/k
2k t .E), et
n -
8 (\) = A /2k de. t lat
brk(g) <1 “B_(1:8)
o0 B_(X,£) est 1'ensemble des te]o,T[ vérifiant :

Y20 a2 g K/spg 2k,
tZS |ﬂ|2K A Z 1

On obtient alors que :

I thdt v (k- 55 ) Log A
Be(1,E)
(4.36){et
!

B_(AE)
€
Par la proposition {4.3) 1'ensemble des & vérifiant b'k(E) <1 est borné et on

déduit de (4.36) par le théoréme de la convergence dominée que :

n/2x 1 1
ee(x)mx Logk(E-E) .

On obtient alors iii) en reportant cette estimation dans (4.35), en passant &

dt < (?%.- 7%b)Log A+ 0[ [Logle]] + 1]
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1a limite en XA puis en €, et en remarquant, pour appliquer la proposition 4.13,
que (n-1)/p¢ = n/2x mais que rk = k/n > 0.

iV) On procéde comme pour iii). En utilisant (4.30) on prouve que :

(4.37) J - o (amy

dt. de )
AN TIEN < 1 £
Pour t8|g| > 1/E on a de méme
2
Ib(t,E) - t2M b M) < Lottt ™ b e).

On se raméne alors & étudier les fonctions :

6, (1) = j dt. dE.
B_(2)
ol B_(A) est 1'ensemble des (t.£)e]0,T[ x R" vérifiant :
1/25

R < |n| < (pA)
1<t |n] 8l > Ve

tZrm b'm(E) <.

- lzm 'm/m

On conclut alors par le changement de variables (t,£) - (t, A t £)

V) On reprend la démonstration de IV) mais en utilisant (4.34) & la place
de (4.37)

V. ETUDE SUR Q.

V.1 Notations. On se donne comme au I 1'ouvert @ de frontiére I', Ta fonction¢, la
suite rp définie en (1,2) et 1'espace E(Q) associé. On choisit comme espace varia-
tionnel 1'un des deux espaces W(Q) ou W(R); on le note V(Q) et on convient comme au
IV de noter V, en général, le symbole W ou ﬁ choisi.

Soit a une forme hermitienne (1.3); on note am(x,g) la fonction définie sur
*
T Q par :

) lal™ Tlel  gare

aM(x,E) = aas(x).«e(x 2

X
lof=|8|=m

Nous allons introduire maintenant quelques notations. Précisons d'abord que
pour x « T , Tt I' est plongé dans Tt R" en identifiant T:l'aux covecteurs de R"
nuls sur la normale en x & T', ou ce qui revient de méme, en idenfiant les espaces
euclidiens & leur dual: On définit donc pour (x,£)€ T* I les formes & une variable.

r +r
2w = | o Zn osl* -t |2l 181 (e4de(x), ) u(t).
s 0 -~

|B8l<m

(g+ de(x)D,)Py(t) dt.
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00

al p(u.v) = j I ). AT (+de(x)D Nu (t).

o 1<lal<k
2<|Bl<k (€ + d¢(x)p, . v.dt .
n n, LA VEY)
Onnote @ = T xR_, x =(x,t) la variable de @, £ = (£,7) la variable

duale dans TX TX R+.

On définit alors :

D = 1 a0t 12Tl (g ag)
k<fal< m
k<[B]< m

ko ot+B

&) = z . E+1 de

2T = T el (T de) §

iMx,g) = 1 . (E+T d «

a' " (x,E) o] <] om 3g(X). (E+T d@ (x) )

V.2. Les résultats. Nous pouvons maintenant énoncer :

THEOREME 5.1. - Soit a une forme hermitienne (1.3). Pour que a soit coercitive
sur V(Q), i1 faut et i1 suffit que :

i) a soit elliptique i.e : V(x,E)eT* Q. a"(x,£) > 0
i) I1 existe T>0, ¢, >0 et A  tels que :
Y(x,E)eT* I',Yu € V(0,T) :

» 2
ay g(usu) > cgllull Wg | (05T) Aomu”LZ(o,T)

THEOREME 5.2. - Soit a une forme hermitienne (1.3) coercitive sur V(Q). Alors :

i) I1 existe ¢y >0 telle que :
Y(x,£) € T T'\0, Vu ev';k(R+).

ag’g(usu) 29 ”u”2k
el ®)
e R oy .
ii) Il existe c,>0 telle que pour (x,£)€T" @ avec x = (x,t), on ajt ;
L 2re v 2r )
al(%,8) > ¢; [t Kig)2k 4 ¢ M)A
"
a'k(xag)icﬂ‘EIZk

n
a"™x,£) > |E1°" .

THEOREME 5.3. - Soit a une forme (1.3) coercitive sur V(R) : On_a en notant

N(A) = N(AY(R), a, LE(0))
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r
1. Si 7}— > /0 alors :

- (n-1)
N(A) ~ {(2m) "f NV R, 0 E,L2(1R+))dx gy e
. T k ,
r r
2. Si 1} < % <—  alors

NA) v (e J Gy e
al(X,€)<1

r

: m 1
3. Si —m— < [-]

N(A) ~ {(2m)™" f dx dg 3 AMem
m
r r a (x,8) <1

.k 1. m

4, Si * ° n( m

n
N~ {(2m) ™" (g - =5 ) J ax ) a2 Log A.

a'k(x,g)<1

r r
.k 1 _ 'm
5.3 1 < g
- " n
N(A) ~ {(2m) n 7%5 J dx dg '} A /2m Log A.

n
a' (x,8)<«1
"m 1
6. Si k=m et - = /n

N v (em) ™ L [ dx 32 poavem g
a'm(x,g) <1

Remarque 1. Toutes les intégrales &crites sont finies grdce au théoréme 5.2. et
pour la premiére , grdce aussi & la proposition 3.4.

r
Remarque 2. D'aprés (1.2) Ta suite _7§ est strictement croissante pour p>2; on a
donc envisagé tous les cas possibles.

Nous entreprenons simultanément la démonstration des trois théorémes, le but
étant aprés un certain nombre d'étapes intermédiaires de se ramener aux cas exami-
nés en IV.

Une condition nécessaire, que nous supposerons désormais satisfaite, de coerci-
tivité de a est 1'ellipticité qui équivaut & la coercitivité de a sur les espaces
HE(QO), Q, ouvert tel que §;c Q (cf p.exple [1] )

V.3. Localisation. On notera pour O ouvert 1'inclus dansg

V() ={uev(a) / suppucO}.

LEMME 5.4. Soit a une forme (1.3) elliptique. Alors a est coercitive sur V(@),
si et seulement si pour tout x de I' il existe un voisinage O, de x tel que a soit
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coercitive sur (Qf\ox)

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. Prouvons qu'elle est suffi-
sante.

Soit Oi(i =1,...v) un recouvrement de I' tel que a soit coercitive sur
V(Q no., ) Soit OOCL 0Ff ¢ tel que Q¢ 120 01) ; a est coercitive sur V(OO) =
HM (0 ).

<

v
So1ent cie@(oi) pour i = 0,...v, telles que I ciz =1 sur Q.
i=0
On a alors :
2
||u|| = I gl
() i=o0 L(QHOQ
(5.1) N
a(u,u) = = a(g;u, ;u) + R{u,u)
i=0 o
avec

: te
5.2 R{u,u <C™. 3 u . jlu
.2 R | <0 g lull oy el
o<q<m rp r
Donc d'aprés la proposition 3.1 , pour tout € il existe Ce telle que :
2 2
Yu ev(R) |R(Usu)‘iEHUH W(Q) + Cs [ull LZ(Q
Le lemme en résulte en remarquant que pour u dans V(R), g;u est dans V(Qnoi)
et que : N
2 te 2
[full W(Q) < ¢ 'iéo ”C-iUH W(R)

Nous avons de méme :

PROPOSITION 5.5. Soit a une forme (1.3) coercitive sur V(). Alors pour tout
recouvrement de par des ouverts 01- (i =0,...v) et pour toute fonction f de F,
on a :

M@ < I @0y, a)

Démonstration. Soient z; € D (0 ) (i =0, v) telles que Z T 2. 1 sur Q. On con-
sidére % 1sometr1e:7de LZ(Q) dansge- éﬁ (e n 01) qui i=o envoie V(Q) dans
U= GB v(eno., ) définie par :

éé g;u.

On définit sur 27'1a forme a par :
v
P (® uj, ®@vy) = 150 a(uy» vy)

4"
puis sur V(Q) Ta forme al(u,v) = a(ju,:]v).

On a alors :
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NOWY(R), ap) = NOLT(V(@)) s 3,860 NOLDLE36)
et N V 2
NADad) = ENOLV(@N0y), a, L2 0,)).
1=0

Mais (5.1) et (5.2) sont encore valables, et on conclut en appliquant la pro-
position 2.1 qui prouve que :

+ +
NAVUD,a1)=NfW(m,aL
Inversement on a :
PROPOSITION 5.6. Soit a wune forme (1.3) coercitive sur V(R). Alors si les

2 (i=
fde &

0,...,v) sont des ouverts disjoints inclus dans @, on_a pour toute fonction

Np(V(®).2) >

W e

Ne(V(2;),2).

1=0

v
Démonstration. I1 suffit de remarquer que & V(Qi)c:V(Q).
- i=0

Nous allons maintenant transformer le probléme par carte locale. Pour cela on
notera, pour x€T, v, le vecteur normal & T en x tel que :

(5.3)  <de(x), v, >=1.

Soit X un C“Ldifféomorphisme jusqu'au bord d'un ouvert U' de Rn'1 sur un ouvert
0' de T. On définit pour T0 assez petit, un difféomorphisme 8 de U' x ]-To, To[

sur un ouvert 0 de R", et de U = U' x ]O,To[ sur 0NgQ, par :

8(yst) = x(y) +tv
On déduit de (5.3) que :

x(y)

(5.4) < o6(y,t) = t + 0(td).
On notera } = (y,t) 1'@1ément générique de U.
1
On pose A(Y) = |det do (¥)| /2.

—_ — N
Pour u ¢ D (Q) avec suppu < £ NO on pose v(’)\/') = A(S‘/I)‘ uo e(})e,b )

on a : . R n
(%) 08 = a7L [P (y, Dy U3

ol Pa est un polynome différentiel de partie principale :
n v LAV
Py () = (fdo(y) L)
Avec ces notations on a :

I, = |v?
(5.5) L2( ) L2(v)

a(u,u) = b(v,v) + R(v,v)
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ol 1'on a définit la forme b par :

(5.6) b(vsv)= I |a_o6® (Leoe)r|°‘|+r|3| (P v). (P'v) dy
l“lfm aB o a
|8]<m

et o R vérifie :

(5.7) | R(v,v) | < cte z )

VIl eyl
o<p<m  o<q<m W, (V)

q
W3 ()
q
On déduit alors de (5.5) (5.7) et des propositions 2.1 et 3.1 :

LEMME 5.7.Pour que a soit coercitive sur V(2 QN 0) i1 faut et i1 suffit que b le
soit sur V(U); et alors pour tout ouvert Ulc U et toute fonction f ded on a :
+ t
Nf(V(Ul),b) = N¢ (V(e(Ul))’ a).
On "fige" les coefficients de b pour définir pour yoe.U' les formes du type

(4.1) suivantes :

(5.8) b, (v,v) = I a .0 6(y.) f tr|a|+rlB|P'(y DY) v
’ Yo lo|<m 8 0 .U ar’o” Tyl T

- v
|8[<m Pg (¥g> DY) V. dy

On déduit de la continuité des A8 et de (5.4) que pour tout >0, il existe
h >0, tel que pour tout y, de U' et tout ouvert U; = U'; x JO,T[<U pour Tequel
Y, € u'y etdimMUp<h,onait:
2
Vuev(u) 5 [b(u,u) - byo(u,u)l <e HUIIW(U)

IT résulte de cette remarque les deux lemmes :

LEMME 5.9.

i) Si a est coercitive sur V(R) il existe des constantes h0:>0, g 0
et A, telles que pour tout U, =U'; x J0,T[e U avec diam Up< hy et pour tout
yoe U'1 on ait :

: 2 2
VUGV(Ul) byo(uau) 2 S [l ull W) Ao [l ull L2(U
ii) Si_pour yoé U', la forme b, est coercitive sur un espace V(Ul) avec

U, = U'1 x70,T[ et Yo U'l, il existe uf voisinage O1 de X(yo) tel que a soit
coercitive sur V(@ N 01).

LEMME 5.10. Si a est coercitive sur V(2), alors pour tout € > 0, il existe h>0
tel que pour tout U; =U'; x 10,7[ € U avec diam Uj< h et pour tout y €U’ ,
on ait pour toute fonction f de &:
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* +
NE(V(8(U1))s 2) < £7(L+e) NE(V(Up)s byg)
- *
Ne(V(8(U1))s2a) > F7(1-e) Ne(V(Up)s byg)
by étant une forme du type (4.1) on lui associe par (4.2) les formes by
et 070 pour 1 € RM1 et par (4.8) les fonctions b1 b'kK et bM .
Yo,n N N Yo' Yo Yo
Notant X = x(yo), X = (xo,t)e Q , et pourn = (n,t)eR"N” -1y R,
t _1 " n * v .
= (Cdx(y,)) TneT, T ete= (g,1)¢€ Ty © on a avec les notations du § V-1 :
()
b = a ;b0 = af
y03n XO,E yosn Xos 3
1 v 1
b. (t.,n) = a (x,g)
(5.9) Yo u, o
bk(m = 2t (x.E)
Yo o, mon
""(n) = ati(xgsE)

Yo
Compte tenu des lemmes 5.4 et 5.9 les théorémes 5.1 et 5.2 résultent alors des

propositions 4.2, 4.3 et 4.6.

V.4. Démonstration du théoréme 5.3.

Oubliant un instant notre probléme sur Q, on énonce :

PROPOSITION.5.11. Soit J' = (:JO,h[)n-1 pavé de R™L qu'on identifie & un ouvert du
tore X' = mn-l/h -1 3 Soient J =J' x ]O,T[ et X =X"x ]O,T[; soit enfin b une
forme (4.1) vérifiant (4.7). Alors pour f€EF on a :

t +
Ne (V(J),b) = Ng(V(X),b)
f f
+
ol N;(V(X),b) est donné par les théorémes 4.9 et 4.14.

Demonstration. Notons f la fonction A o0 A® Log A telle que

N(A,V(X),b) ~ Cte.fo(k).
On déduit de 1'inclusion V(J) < V(X) que

(vw), b) & N} (V(4).b)
o
et de man1ere générale que, si J'l est un pavé de R"" de coté hl’ on a :

J! n= 1
(5.10) Nfo(v xJ0,1[)) < cte. ny

Remarquons alors que la proposition 5.5 reste vraie si on y remplace @ par X
et a par b; la démonstration étant dans ce cas parfaitement identique.
On recouvre alors X'/J' par des pavés dont la somme des mesures est arbitrairement
petite, et on conclut par (5.10) que Nf (V(X),b) - N; (V(J).b) est arbitrairement
petit, donc nul. °
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Revenons a notre probléme sur @, pour démontrer le théoréme 5.3 d'abord dans
le cas ot "m/p > /n

Notons fo la fonction A“ ou AwLogA a laquelle on veut comparer N(A,V(Q),a), et
mettons la formule & démontrer sous la forme :

NE (v(R),a) = N7 (V(R).a) = ,E).dx de
V@) <G (@) = [ ctn) .o

Remarquons tout d'abord que pour 00C 6&:9 on a(chﬂ . [7])

NOWHT(0 ) .2) = o(a"2"

et
(5.11) NﬁO(V(oo), a) = 0.

On considére des difféomorphismes X; pour i=1,...v,d"ouverts U'i de m"'l

sur des ouverts 0% de ', recouvrant I'. On définit comme plus haut les 9.i difféomor-
i ! - =y, .

phismes de U's x 1-T ,T [ sur 0; et de Ug = Uy x]0,T [ sur 2 nO;.

On considérera aussi des ouverts Unic'U“iClJli tels que les Xi(Uui) recouvrent T .

Soit € > 0. Soient hi (i =1,...v) les réels dont 1'existence est assurée par
le lemme 5.10. Soit enfin T<1/, Inf hs.
i

Si J' est un pavé de c6té < h1'/2 inclus dans U‘i,on note
J=J"x]0,T[, 2= 6(J) et A=x{J'). On déduit du lemme 5.10 que pour tout
Yo de J'ona:

NF (V(2), a)
(5.12) ° . )
Nfo(V(Z), a) fo(l-e)Nf (V(3), byo).
ol b est la forme déduite de a par ei comme en (5.6) et by comme en 5.8. b.y0
est une forme du type (4.1) et la coercitivité de a implique ° by0 vérifie (4.7)
(Théoréme 5.1).
I1 résulte de la proposition 5.11 que :

.13 N (v), by) = d(y._.n)dy d
(5:13) N (9), by, Joa,. dtrgmay én

La fonction d{y,n) &tant donnée par les théorémes 4.9 ou 4.14. Or i1 résulte
directement de (5.9) que :

(5.14)  d(y.n) =c (x(y)» Tdx(v) L. n)

Reportant 1'estimation (5.13) dans (5.12), intégrant par rapport & Yo €t
effectuant le changement de variable (y,n) — (x(y) tdx(_y)-l.n) on obtient compte
tenu de (5.14) :

N vz,
;). 2)

A

fa(l+e) NE(V(J), by )

v

A

f (1+e)JT¥Ac(x,£)dx.dg.

5.15
(5.15) f:(l-e) IT*K(X,E)dx.dg

|v

N (V(2),
fo( (z), a)
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On recouvre alors les U par des pavés J'1 0 de coté h1/2 Exhayant de
{x (J' p) i un sous recouvrement noté{T. }Jé g » de T, on déduit, par la propo-
s1t1on 5.5, de (5.11) et de (5.15) :

Nfo(v,(Q), a) < f0(1+e). ? JT*F c(x,g)dx dg
et finalement : J

(5.16) N; (v(Q), a) < f*(1+ €) J c(x,g)dx dE.
0 -0 ™
De méme, en utilisant des partitions & la place des recouvrements, on obtient t
(5.17) N; (V(), a) > f*(l-s)f % C(x:E) dx d&.
0 -0 T'r

et le théoréme découle immédiatement de (5.16) et (5.17)

11 nous reste a étudier le cas n rp<m

On sait que pour &, assez régulier, relativement compact dans Q on a (2.0
n/2m -n
{(2m) "o dx. f dg }
0 m
a(x,g) <1

11 résulte maintenant du § V.3 et du théoréme 4.14 que si W désigne 1'ouvert

N(A,V(QO), a)yv A

w, = {xeQ / @(x) <el
on a : 1n 1y, An/Zm

N(A’V(we)’ a)) =0 (e )

et on conclut en appliquant la proposition 5.5.
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