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HYPOELLIPTICITE ET PARAMETRIX POUR DES
OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS A CARACTERISTIQUES DOUBLES

par

Alain GRIGIS

0. - INTRODUCTION., ENONCE DU RESULTAT.

Dans [1], L. Boutet de Monvel a construit une algébre d'opérateurs pseudodiffé-
rentiels OPSm’k(X I) qui contient les paramétrix d'opérateurs tels que :

n-1 n-1 2 n-1 2
9 3 2 9 . 9
P,= =2 ( ) + — ou P I (=) + (% x; ) ( ) + i —
1 1 3 2 1 ij 1 axn

( A non entier 1mpa1r).

Ces opérateurs sont a caractéristiques doubles sur une surface ¢ conique I
(pour les analogues de P1 ,» I est involutive, i.e. 1'idéal des fonctions nulles
sur I est stable par crochets de Poisson ; pour les analogues de P2 s, L est sym-

plectique, i.e. 1a restriction @ I de la 2-forme canonique ngj A dxj est non
dégénérée). Nous considérons ici des opérateurs P tels que

n-1 5 2 P 5 2
P3 = I (5——) + (Zx3) ( ) + i) = (Re A<l si ImA=0) (o<p<n-1)
1% 1 d " n -

c'est-a-dire, des operateurs d caractéristiques doubles sur une surface r telle
que la restriction & & de la 2-forme canonique soit de rang constant.

Nous donnons une condition nécessaire et suffisante d'hypoellipticité avec
perte d'une dérivée exprimée a 1'aide d'invariants 1iés a 1'opérateur P sur la
surface I, et si cette condition est vérifiée, nous construisons une paramétrix
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A. GRIGIS

pour P dans la classe sus-citée.

Nous énongons maintenant le résultat précis.

Soit X une variété réelle, C , paracompacte, de dimension n, et soit
f*(X) son fibré cotangent privé de la section nulle. Nous notons la variable de
%X (x5&) = (Xl""’xn ,gl,...,gn). L'action de R’ sur T*X,A o (X,E) > (X,X,8)
munit T*X d'une structure de cone C . On note w = 3 dgj A dxj la 2-forme
canonique.

Nous considérons une surface conique ¢”, r , contenue dans X . Soit v
sa codimension (o<v<2n) . Donc, £ peut étre définie localement par

réelles C~ homogénes
Vi= eee =V, = 0

telles que les différentielles dvj(j=1,...,v) soient linéairement indépendantes.

Nous supposons que % vérifie les conditions suivantes :
(Hl) En tout point de I ,les différentielles dvj (j=1,...,v) et la 1-forme
canonique Zgj dxj sont linéairement indépendantes.

(H2) Le rang de 1a matrice des crochets de Poisson ({Vi’vj}) est constant sur I.
Nous notons 2v' ce rang et nous posons v = 2v' + V" .

Maintenant, nous considérons un opérateur pseudo-différentiel P de degré m
"classique", c'est-a-dire dont le symbole admet localement un développement asymp-
totique

oria P(X:E) = I py_s(x:E)
JeN
ol Pr-j est positivement homogéne de degré m-j.

On suppose que P est elliptique en dehors de I et que son symbole principal
a(P) =Py s'annule a 1'ordre 2 sur I. Au voisinage de £, on peut écrire :

p,. = z A:. V. V.
m l<ij<v ot

a 1'aide de fonctions aij C*” homogénes, vérifiant aij = aji .

On suppose de plus, qu'en tout point p = (x,£) de I, la forme quadratique sur
R’ de matrice (aij) est non dégénérée et que ses valeurs forment un angle convexe
I', d'ouverture strictement inférieure a m, de €. (Si v=2, ceci est équivalent a
dire que 1'indice d'enroulement de la forme quadratique est nul - voir J. Sjostrand
[13]).

On considére en p= (x,£) ez 1la forme quadratique Q et la matrice fondamentale
A définies comme dans Melin [11] par :

p(x+¥s €+ 1) = Q(yan) (vam) + o(|(yam)|?)
et, notant q la forme polaire de Q

Q((y,ﬂ), (.ylsnl)) = w((y:n)s A()",n'))-
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HYPOELLIPTICITE ET PARAMETRIX...

En tout point p de I Tla forme quadratique Q prend ses valeurs dans T et on

peut associer a P Tles invariants suivants :

- le symbole sous-principal ou second invariant :

2
3 Py

L(P) = Ppet = 27 T 3Eaae
2 - . .
m-1 21 agJ BxJ

- 1'angle T défini ci-dessus
- les nombres complexes Aj (j=1,..., v') appartenant @ T-{o} tels que les
valeurs propres non nulles de A (répétées selon leur multiplicité) soient
+ Aj (3=1y..., V")
- 1'angle TI' convexe, inclus dans T :
I' = {Q((7)s () 3 AZ(yen) = o) .

THEOREME 0,1. - Soit P un opérateur pseudo-différentiel vérifiant les hypothéses
ci-dessus. Les propositions sont équivalentes : !
a) P a une paramétrix P'e OPS™Ms=2(X,1)
b) En tout point p de £ , pour tout multi-indice (Agsenns av.)‘

A%
jfl (205 + 1) A5 + Ty(P) ¢ - T

c) Pour toute distribution f

s s+m-1
Pf e H]oc—-—> fe H]oc

(hypoellipticité avec perte d'une dérivée).

Si v'=o0, la variété r est involutive, on retrouve le théoréme ([1], (7.3)) de
L. Boutet de Monvel. Les angles I et T' sont confondus et i1 n'y a pas de valeur
spectrales Aj .

Si v'=o0, lavariété I est symplectique, on retrouve le théoréme [1], (8.6) de
L. Bautet de Monvel (le résultat est dii initialement & J. Sjdstrand ([13],1.6,1.7) ;
voir aussi L. Boutet de Monvel -F. Treves [3]). L'angle I'' est réduit alors & {o}.

Remarque 0.2. - Si Pn est réel, 1'angle T est égal a RY ou R™ et si I n'est pas
symplectique, T'' est égal & I'. La condition b) s'énonce alors : IZ(P) n'appar-

tient pas & la demi-droite V' ! +

=X A - L) R .
% AJ sgn (1 AJ)

On retrouve ainsi certains résultats de E.V. Radkevic [12].

Nous avons adopté le point de vue et les méthodes de L. Boutet de Monvel, nous
rappelons en III.1 les propriétés de OPSm’k(X,Z). Nous utilisons les opérateurs in-
tégraux de Fourier définis par L. Hormander [8] et nous adoptons les notations de
L. Boutet de Monvel [1] pour les opérateurs pseudo-différentiels.

Nous signalons que L. Hormander démontre dans Dﬂ , par d'autres méthodes,
1'équivalence de b) et c) sans faire les hypothéses (Hl) et (Hz) sur la surface I.
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A. GRIGIS

D'autre part, le théoréme 0.1, sans les hypothéses (Hl) et (H2) est démontré dans
L. Boutet de Monvel - A. Grigis - B. Helffer, a paraitre.

Nous avons placé au § I : 1'étude d'algébre linéaire, au § 2 : celle des inva-
riants, et au § 3 : la démonstration du théoréme.

I. ALGEBRE LINEAIRE.

Dans cette partie, nous avons placé 1'étude algébrique qui nous permettra ensui-
te de définir les invariants, et de mettre 1'opérateur étudié sous une forme simple,
adaptée a la démonstration du théoréme.

Nous nous plagons donc dans le cadre suivant :

Soit E un espace vectoriel réel symplectique, de dimension 2n, de forme sym-
plectique w( w est une forme bilinéaire sur E, antisymétrique non dégénérée).

Soit Q une forme quadratique & coefficients complexes sur E, de forme polaire q

On note Ec:=E ® C le complexifié de E, et A 1'endomorphisme de Ec défini

par : q(u,v) = w(u, Av) Vu,v ek,

A est antisymétrique :
w(u, Av) = -w(Au, v) Y u, v eEC .

On considére le sous-espace de E_, Rad Q = Ker A. On note Rad QL son ortho-

gonal pour la forme w et on pose : ‘
dim (Rad Q N Rad Q*) = m
dim (Rad Q) = m+2q
dim (Rad Q) = m+2p

(on a : m+p+q=n puisque dim E=dim Ec =dim (Rad Q) + dim (Rad QL).
Enfin, on pose EA==Ker (A-A)2n de sorte que Ec= ® EA est la décomposition
spectrale de EC relativement a A.

PROPOSITION 1.1. - On suppose que Q(E) est un angle T de C, convexe d'ouver-

ture strictement inférijeure a m .

1) E, est de dimension 2(m+q), et on a A2(E0) = {0}.

2) 1I1 existe p nombres Aj (j=1,...,p) distincts ou confondus, appartenant a

I - {0} tels que les valeurs propres non nulles de A, répétées selon leurs multi-
plicités, soient {¢ 1Kj j=1,..., p}.

3) I1 existe un systéme de coordonnées symplectiques réelles xj.x5(j=1,...,p) s
yk,yi (k=1,...,m+q) (i.e. w =2 dxj Adxj-+z dyk Adyé) telles qu'on ait, avec

=X, +HiXE o
SR I

(1.2) Q= z 352325 * bijzizj + z CiZi Yy t T d

Y ¥
l<ij<p i<p 1<k,2<m ke Tk 72
m
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et un systéme de la méme forme tel que 1'on ait :

(1.3) Q= z a::2:2. + bs.z.z. +
1<i,j<p ij%i%] ijci%

Ci Z:y, + T d .y, ¥, -
1 D ik®ivk 1<k,o<m ke Tk 7%
1 m -

4? L'eTsemble_des valeurs de la forme I koL Y ¥y (Zdlldl Yy yl) est 1'angle
' égal a {q(w,w) we EO}.

Les valeurs propres de la matrice (aij) ((a%j
Cette proposition et notamment le 3) généralisent les &tudes de [1] § 8 et de
[3] (voir aussi [13]).

)) sont les nombres )\j(j=1,...,p).

Démonstration. -

1) Le radical de Q et E

Par définition, le radical de Q, Rad Q, qui est égal au noyau de A,Ker A, est
le sous-espace des w € Ec tels que q(w,w') =0 pour tout w' eE

Soit R 1'ensemble des u e E tels que Q(u) = 0.
D'aprés la forme de T on déduit :

-Si uek, et Q(u) =0, on a Q(u+iv) = 2Aq(u,v) + A
et tout A € R, donc q(u,v) =0 et u eRadQ.

- Si w=utiv e E.savec uek et ve E, on a q(w,w) = Q(u) + Q(v). Donc
q(w,w) = 0 implique Q(u) = Q(v) =0, d'ol ueRad Q et v € Rad Q, et finalement
w € Rad Q ; inversement, ona : q(w,w) =0 si w eRad Q.

Donc Rad Q est le complexifié Rc de R et est égal a 1'ensemble des w e E
tels que q(w,w) = 0.

Comme A est antisymétrique, A(EC) est 1'orthogonal de Ker A = R_: ainsi

A(EC) = RJ' est réel (i.e. égal a son conjugué).

2 Q(v) pour tout v ekE

Si A2 ue R , ona q(Au, Au) = w(Au, A u) = 0 puisque Au e R Rt , donc
AueR. et A2u = 0. On a donc A2 (Ey ) = {0}.

Enfin, comme Ker A = RC c E0 est de dimension m+2q et”A(Eo) =A(EC)I\RC=>RCr_\Rt
est de dimension m, E, est de dimension 2(m+q).

2) Les valeurs propres non nulles.

Comme A est antisymétrique, E)\ est orthogonal a Eu (pour o et Q), sauf si
A+ u= 0, et comme w est non dégénérée, elle met en dualité séparée E)\ et E_

Si A #0 est valeur propre, et w=u+iv#0 vecteur propre correspondant, on a
q(w,w) #0 (sinon w e Rad Q, et A-=0). Donc
q(w,w) =Q(u) +Q(v) = w(w,Aw) = A(w,w) =2iw(u,v), de sorte qu'on a w(u,v) € R- {0},
et re+ir - {0}.

On pose E_ = ] E
e +ir-{0}

E, & Eo . On a dim E+=d1'm E_=p puisque E, et E. sont en dualité par w -donc

3 de sorte que E,_ est isotrope, d'orthogonal
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de méme dimension- , et dim E, = 2(m+q) = 2(n-p) = codim E_® E_

Si A e il - {0} etsi w=u+iv # 0 est vecteur propre correspondant, on a
Tw(w,w) =l>.\ q(w,w) >0 (car q(w,w)el et 1461‘). I1 s'ensuit qu'on a iw(w,w) >0
si w eE+ - {0} Torsque A est semi-simple, et un argument de perturbation montre
que c'est vrai dans tous les cas. De méme, on a iw(w,w) <0 si we E_ - {0}.

3) Coordonnées adaptées.

On a : ww,w)#20 si we E+-{O}, donc E:’ est linéairement disjoint de
Ei =E, 8 Eo. L'espace E, + E: est donc de dimension 2p (la somme est directe) ;
il est réel, donc son orthogonal est réel et est ainsi Te complexifié FC d'un
sous-espace F de E. Rc est réel, orthogonal a E+ donc aussi & E, , donc RCF.

+
On peut alors choisir des coordonnées symplectiques réelles x 3 > J=1ls.005p s
YWYy o k=1,..:m+q §m= deJ:Ade.+ ZdykAdyk) de sorte que :
E+ ) E+ soit défini par Yy = yi =0 (k=1,..., mtq)
F soit défini par xj = xj =0 (j=1,..., p)
E, sgit défini dans E,®E, par z5 =xj-ix5 =0 (j=1,...,p)
(ceci parce que iw(w,w) >0 pour weE, - {0}) et
R soit défini dans F par Y =0 (k=1,...,m)
(ceci parce que R F=R R est isotrope, de dimension m) .
Dans ce systéme de coordonnées, Q s'écrit sous la forme :
Q= p a..2.2. +b..z.z. + T L Zoy, + % dk, y, ¥
1<ij<p ij°i95 ijeicy 1<i<p Sk 2%k 1<k,o<m 27k7 2
= = I<k<m = =

(comme R est défini par zj =E}’=yk =0, j=1,...,p, k=1,...,m, seules figurent ces
fonctions coordonnées dans Q ; en outre, E+ est totalement isotrope pour Q, donc

Q=0 si E} = Yy =0, et Q ne contient pas de terme mixte Zizj ou Ziyk)'

De maniére analogue, nous obtenons 1la Zéme écriture de Q en choisissant des
coordonnées telles que dans E_ & E_ , E_ soit défini par Z3 = X; +1x =0
(J=1,....p).

. 1 . - - J“‘ . .
4) Maintenant, remarquons qu'on a : E+ ® Fc"E+ -E+ ® Eo » S1 bien que E+ ® FC

est stable par A (comme E_ et EO).

La projection W W de EC sur FC parallélement a E+® E+ induit une
bijection de Eo sur FC

Siow e.Eo ,ona Awe RC c FC , et comme A(w-wF) 3 E+ , on a Aw =(AwF)F .
Par suite :

q(wow) = w(W,Aw) = m(WF s (AWg)g) = w(W; s Awp) = q(WF s WE).

Ainsi, 1'angle convexe T'' = Q(F) < T est &gal & 1'ensemble des nombres q(w,w),
we Eo , et aussi a 1'ensemble des nombres q(y,y), y € Fe

Enfin, soit €5 le vecteur de E _ défini par z5 €5 =6ij :on a
21w(€j ,aj.) =§ , de sorte que dans la base € Ta matrice de A est (o,
avec

)

Jaj' Ja'
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oy = 2iw(e,, sAey) = 2iq(e;, se5) = dajg s
et les valeurs propres de (aij)’ répétées selon leurs multiplicités, sont Tes nom-
bres Aj s J=ls...,p- »

De Ta méme maniére, nous montrons que T' est aussi égal a Q(F') od
F'=ENn(E_ @ fffL, et que les valeurs propres de la matrice (a%j) sont aussi les
nombres Aj . Ainsi, Ta proposition est complétement démontrée.

Terminons par deux remarques :

Remarque 1.4. - Si les formes w et Q dépendent toutes deux de maniére C* d'un
paramétre yu, de fagon que pour toute valeur de u les hypothéses de la proposition
1.1. soient vérifiées, avec m, p, q constants, alors les fonctions symétriques
élémentaires des nombres Aj(j=1,...,p) dépendent de maniére C~ de u et on peut
écrire Q sous Ta forme (1.2) (ou (1.3)) tous les termes de 1'expression dépendant
de maniére C de .

Remarque 1.5. - On peut choisir les coordonnées x.xj de fagon que la matrice (a,.

1J)

(ou (a%j)) soit triangulaire pour une valeur fixée du paramétre.

IT. DESCRIPTION DES INVARIANTS.

Dans ce paragraphe, nous définissons les invariants associés en un point de la
surface caractéristique %, & 1'opérateur P étudié. Puis, nous les mettons en évi-
dence en é&crivant P dans un systéme de coordonnées locales bien choisi.

I1.1. Rappels. Le symbole sous-principal.

Soit P un opérateur pseudo-différentiel ; nous savons que son symbole princi-
pal o(P) est invariant par transformation & 1'aide d'un opérateur intégral de
Fourier elliptique :

Soit ¢ une transformation canonique homogéne

o = T* x — T
et F un opérateur intégral de Fourier elliptique associé & & ; on a :
o(FPF L) o & = o(P).

Maintenant, nous supposons que P est un opérateur pseudo-différentiel classi-
que de degré m. On a o(P) = P, - Comme dans [13], nous allons définir le symbole
sous-principal de P en un point critique p de P et montrer qu'il est invariant.

La formule de Taylor montre qu'on peut écrire au voisinage de p

Pn = b ijj Vivj
a 1'aide de fonctions C homogénes, avec qji =qij et les fonctions vy nulles en
p et ayant leurs différentielles linéairement indépendantes.

On choisit des opérateurs pseudo-différentiels classiques Q Vi , ayant pour

ij?
symboles principaux respectifs qij sV s et on peut écrire :
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P=23x Qij Vivj + R
ou R est classique de degré m-1.

PROPOSITION (définition) II.1.1. - Le symbole principal de R est un invariant

associé & P au point p. On 1'appelle symbole sous-principal de P (ou second inva-
riant) et on note IZ(P)p . Dans un systéme de coordonnées locales, le symbole de P
a un développement asymptotique p =Pyt Pyt et IZ(P) a pour expression :

1,(P) Ly o oy
=p_ -— —
2 m-1 21 K agk Bxk

I1 suffit de calculer le symbole principal de R dans le systéme de coordonnées
& 1'aide de la formule usuelle donnant le développement du symbole du composé de

deux opérateurs 1 avi oV,
oR) =Ppp =7 (I 95 ¢ o
1,3,k k k

1  py

o(R) = Py_q - 77 ﬁ 3E, 3%

Donc, o(R) ne dépend ni deu choix des fonctions Vi s ni du choix du systéme
de coordonnées. D'autre part, transformons P par un opérateur intégral de Fourier

elliptique : -1 -1 -1 -1 -1
FPF = = Z(FQijF ) (FV; B 7) (FVjF ) + FRF * .

On sait que le symbole principal est invariant, donc
o(P) °&  =a(FPF™Y)= 20(FQ; ;F1) o(FV,F ™) o(FV;F ) =2(0(05 ) e 67) (o(V) 2 6) (a(V;)o8)
et par suite -1
1p(FPG)g oy = O(FRF ")g 0y = o(R)g = 1,(P),
ce qui achéve la démonstration.

I1.2. Les invariants 1iés au hessien de Pm et 3 la matrice fondamentale.

DEFINITION 2.2.1. - Soit p un point critique de P - On appelle hessien de Pm
en p la forme quadratique QP définie sur Tp *x par :

Qp(u) = Y(Ypm) | 0
ol Y est un champ de vecteurs sur X dafini au voisinage de p et &égal & u en p.

On vérifie aisément que QP est une forme quadratique (on note ap Tla forme
polaire). Si

Pp = 2 935 ViYj
comme en II.1, on a : 2
TP PR dv, d
% == aviav; Vi @5 T G4y Ay Yy
D'autre part, si D¢ est la différentielle de & on a :
. qu;:Q'
Yepp-1 P

On peut donc associer a P un nouvel invariant : le cbne I inclus dans C
formé des valeurs prises par le hessien de pp en p .
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DEFINITION 2.2.2. - Soit P un point critique de P - On appelie matrice fondamen-
tale de P en p (définie & une similitude prés) la matrice de 1'endomorphisme A
de (Tp'T*X) ®C défini par : .

ap(u,v) = w(uApv) Yu, v e (TpT*x) ®C.

P

On a immédiatement :

A _{=DsoA, o (Do
Fpr-1 > fp o (D9)

On suppose que T est un angle convexe d'ouverture strictement inférieure a .
On applique la proposition 1.1 & 1'espace TpT*X et & Ta forme quadratique QP et
on peut donc définir les invariants suivants :

- p nombres complexes Aj el (j=1,...,p) tels que les valeurs propres non
nulles de AP soient + 1xj (i=1,...,p)

(ol p =+ (dim Ker A‘;,' - dim Ker Apf\Ker‘ AJP'))

-1

- 1'angle convexe T'CT égal & {qP(W,w), W e Eo} (o0 E, = Ker Agn).

I1.3. Propriétés des invariants.

PROPOSITION 2.3.1. - Soit P vérifiant les hypothéses précédentes. Les invariants
associés a P* sont Tes conjugués de ceux associés & P.

On sait que o(P¥) = o(P) et L,(P*) = T,(P), on en deduit Qx = Q, et

AP* = AP et par suite la proposition.

PROPOSITION 2.3.2. - Soit P vérifiant les hypothéses précédentes. Soit P' un
opérateur pseudo-différentiel classique tel que p soit zéro de pﬁ_l et zéro
d'ordre 3 au moins de pa. Alors P+P' a les mémes invariants que P au point p.

C'est immédiat.

I1.4. Coordonnées adaptées.

On suppose maintenant que P vérifie les hypothéses énoncées au paragraphe 0.

L'opérateur P est donc & caractéristiques doubles sur une variété réguliére conique

L de codimension v, telle que la restriction @ r de la forme symplectique canoni-
que w soit de rang constant 2(n-v+v').

PROPOSITION 2.4.1. - On peut écrire localement au voisinage de ¥, P sous la
forme :

A% ¥
(2.4.2) P= I A,.Z.0%+B,. I+ % C. %Y, + 3 DY, Y, +R
Loyt WO TR T o TTKTTROT g g ek TRR
-~ l<k<v"
3 1'aide d'opérateurs pseudo-différentie]s classiques, Aij , Bij s Cik s Dkx » R de

degré m-1, Zj » Y, de degré + , ayant pour symboles principaux respectifs
aij""’ zj = Xj + xj Y (Xj ,xj > i réels), de fagon que :
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1) Z soit définie localement par les équations :

Z Wt = _ l<j=v!
Xj = %5 = ¥ =0 1<k<v"

2) Les relations suivantes entre les crochets de Poisson des fonctions zj > Y
soient satisfaites sur I

?].T {_Z—J ’Zjl} = (SJJl = {ZJ ’ZJ'I} = {ZJ s.yk} = {.Yk ”y,Q,} = 0.

De plus, on a en tout point p de I

3) Les valeurs propres de la matrice (aij) sont les invariants Aj associés
a P.

4) L'ensemble des valeurs de la forme quadratique
1'invariant T'.

dyg dyg dyg est

z
1<k,L<v"

5) Le symbole pr1nc1pa1 de R est un invariant associé & P, égal &
z(P) + Z

13'

Démonstration. - D' abord on constate que Rad QP T % donc on a
V' (d1m Ker A - dim Ker Ap N Ker AP )
et par conséquent, il y a v' nombres AJ assoc1es & P en tout point de I .
On considére maintenant la variété C° conique I dans un ouvert U que 1'on
restreindra autant que nécessaire. On peut trouver des fonctions réelles ¢* homo-
génes de degré %— , ayant leurs différentielles linéairement indépendantes dans U

Viseer sV,
telles que I soit définie par :
Vis =V, = 0.
On peut écrire :
p. = z Q.. V. V
T 1cigjev WO

les fonctions 93 étant C* homogénes de degré m-1.

Considérons 1'espace R2n muni de la forme symplectique de matrice ({v ,v.})'1
et de 1a forme quadratique de matrice (q1J) (on pose 3= 0 si 1 ou j >\0 Ces
deux formes dépendent de maniére ¢® du paramétre y appartenant & U. Quitte & res-
treindre U on peut utiliser la remarque 1.4, si bien que 1'on obtient des fonctions
Zj = X; +1x (1<j<v') et Yy (1<k<v") combinaisons Tinéaires a coefficients c
homogénes de Viseees V, telles que :

p = z a::2:2; + b,.z.7. + I C.rZ:Y, + z d .y, ¥y
m 1<i,j<v' ijoic] i35 1<i<y' ik™i7k 1 <k,q<0" ke 'k 72
1<k<v" -
v
Si w, = I , On a sur I
k j=1 %5 Vi
dwe = B oy dv;
w =
k =1 kJ
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*
?t w‘(dwk ,dwl) = {wk ,wl} = ! z My O {Vi ,vj} et on en déduit 1, 2, 3,4
immédiatement.

D'autre part, comme en II.1. on calcule r=o(R) dans des coordonnées loca-
les, on obtient :

1,(P)
1y(P)

)

o(R) = I,(P) + tr(aij

~M<

L(P) + £ A

j=1 J
c'est donc un invariant. La proposition est démontrée.

A. Melin a considéré I,(P) dans [11].

PROPOSITION 2.4.3. - Soit P vérifiant les hypothéses de la proposition 2.4.1.
On peut écrire :

* 1
4. P= A:.2.2°+B,.Z.7.
(2.4.4) ) <i{j oyt 13717 BisZiZi ¥

Ciei¥k . I o Dyg Y ¥y R

avec les propriétés analogues & celles énoncées dans 2.4.1.

C'est clair.

PROPOSITION 2.4.5. - Soit p un point de Z. On peut &crire P dans un voisinage

de p, sous la forme 2.4.2 (2.4.4) avec en plus la matrice (aij) ((a%j)) triangu-
laire au point p.

Cela résulte de la remarque (1.5).

I11. DEMONSTRATION DU THEOREME.

III.1. L'algebre OPS™K(X,I). Preuve de a) — c).

Nous allons introduire 1'algébre OPSm’k(X,Z) qui a été définie et étudiée

dans [1]. Nous renvoyons a cet article pour les démonstrations des propriétés énon-
cées ici.

Nous introduisons d'abord un espace de symboles. On considére un cone c” (au
sens de [4] (2.1.1)) U et un sous-cdne I de U. On définit une fonction r (> 0)
¢” homogéne de degré un sur U et on pose U=U'xR (U' est appelée base de U).
On note fﬁig si dans tout cone inclus dans U & base compacte dans U', pour tout
e>0, ona f<cg pour r >e (constante positive). On définit une fonction dZ
dont le carré est la somme d'une fonction > 0 homogéne de degré -1 et d'une fonc-

tion >0 hors de I et nulle & 1'ordre 2 exactement sur I, homogéne de degré O.

DEFINITION ([1] (1.9)). On note s™X(u,z) (ou s™K)  1'espace de Fréchet de
toutes les fonctions € sur U telles que, quels que soient les champs de vecteurs
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Xi...X

1 0’ Yy "'Yq a coefficients C” , homogenes de degré 0, avec les Xj tan-
gents a £, on ait :
m k-q
|X1...Xp,Y1...Yq a],gr dZ .
L'application (a,b)r—> ab est continue de Sm’kx M s k dans S™ » Ktk

etona S™Ke ™K i et seulement si m<m' et m-zk<m'-%k'.

Localement, on peut supposer U= IR;()x IR;‘\’X ]R:, , L étant définie par x=0 ;
mk vérifie pour tout entier p et tous multi-indices a,B
G G G° el 5P,

Dans le cas od U est le cone T°X (r= [£]), nous notons sm’k(x,z) (ou Sm’k)
1'espace ainsi défini, et on lui associe un espace d'opérateurs pseudo-différentiels
ops™K(x,5)  (0PS™K) de 1a maniere usuelle.

Notons le calcul symbolique pour ces opérateurs ; si A € OPSm’k, B € OPS

sont proprement supportés, on a A* e.OPSm’k et AoB e ops™™m » ktk .

a S

ml’kl

DEFINITION 3.1.1. - On dit qu'un opérateur pseudo-différentiel classique P de

degré m, s'annule a T'ordre k (entier) sur £ si P . s'annule 3 1'ordre k-2j

m-J
sur % pour j<% k.

PROPOSITION (lemme (1.4)93_[1]). - Les opérateurs pseudo-différentiels classiques
de degré m, s'annulent a 1'ordre k (> 0) sur I, appartiennent a OPSm’k(X,Z)

Notons le bon comportement sous une transformation par un opérateur intégral
de Fourier elliptique.

PROPOSITION ((3.12) de [1]). - (Avec les notations de II.1)

A e ops™K(x,z) — FAFTY € ops™K(v,0(2)).

11 y a des espaces de Sobolev qui s'associent naturellement & ces opérateurs
([1] § 4). Notons seulement qu'on a pour les espaces de Sobolev usuels

PROPOSITION 3.1.2. - Si A proprement supporté appartient a OPSm’k avec k<0, A
. ~ 3 s=-m++ k
est continu pour tout s réel de HComp dans H1oc

Nous introduisons maintenant les espaces suivants ( DJ § 5)
op%™(x,z) = O ops™ I8 (x 1)
jeN
dont les symboles sont dans ' )
eMx,z) = O s"I8 iy ny.
jeN
Ces opérateurs sont régularisant en dehors de I . Notons le calcul :
si Ae OPiém(X,Z), B € ops™ k (X,z) sont'?roprement supportés, on a
A ¢ 0p3e™(X,z) et AoB, BoA € 0PXR™M TK (x,1).
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Donnons deux résultats d'approximations successives sur les symboles.

PROPOSITION ([1] (1.11)

i) Soit a e sM-Jsk (j=0,1,...). Il existe acs™K ey que pour tout N,

a- I aje Sm'N’k. Deux de ces symboles différent par un symbole de degré -«
J<N
(au_sens de [8])

ii) Soit 3 e §M=dp 5k=J (j=0,...). 11 existe aes™K  te que pour tout N ,

m-Nz ,k-N m-
a- I ) % . Deux de ces symboles différent par un symbole de 3@ K@.
J <N
On en déduit facilement la proposition, trés importante pour la suite :

PROPOSITION ([1] (6.1)). L'opérateur PeOPSm’k a une paramétrix a droite

QeOPS'm"k si et seulement si

1
i) 20 € 0ps™7%, PQ, = I (mod ops'? 1y N
ii) YA e OP’J@O 1B e OP% m+k/2 = A (mod OPY¥ 2 ).

Nous utiliserons cette proposition avec k=2 pour démontrer b) =—> a).
Faisons tout de suite la

m,k

Remarque 3.1.3. - Soit PeOPS™K preops™K*l b yarifie ii) «> P'+P verifie

ii).

Preuve de a) =>c). - La paramétrix (bilatére) de P est continue de HComp dans
H?oc pour tout s. On en déduit c).

I1I.2. Choix de coordonnées canoniques adaptées.

Nous savons maintenant que notre probléme se transpose bien si on transforme P
a 1'aide d'un opérateur intégral de Fourier elliptique. Nous sommes donc amenés &
énoncer la

PROPOSITION 3.2.1. - On suppose que P vérifie les hypothéses du § 0. Posons :

n_ n-v'
RX— Rt X Ry
et notons 1'espace dual :

R" - ]Rv ]Rn-v' - ]R\’l X ]R\) x RV v'=y"
E n T II .
11 existe une transformation canon1que homogene o: T'X —> T*R" transformant

localement & en la surface I' d'équation

t=1=n"=0

et un opérateur intégral de Fourier elliptique F associé & ¢ tel que FPF_1
s'écrive sous la forme :
-1 *
(3.2.2) FPF "= % A,.2.27%+8,. %%+ 3 Xy, + T Y +R
1<ij<v' LI B s T Bt B 1<i<v 1k1 k 1<k <y" kl k
- 15k5 - -

(modulo OPS™3(R", 1))
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i

1
-1 .9 .
= 2 - —_—
avec Z (IDy|) (-1 g+ 1 t; lDyI)

Lo
Yk“(IDy') ('1§‘ﬁ)-

Remarque 3.2.3. - On a aussi la méme proposition avec Z et 7* échangés dans 1'ex-
pression (3.2.2).
Nous donnons d'abord quelques propriétés de la surface L.

LEMME 3.2.4. - Soit I une sous-variété de T*X, telle que la restriction & % de

la 2-forme canonique w soit de rang constant. Le champ de plans tangents & I,
Tz n Tzl“’, est intégrable.

Preuve. - Considérons la variété I munie de la forme w induite, qui est fermée.
Les plans TI n TZLU} sont de dimension constante. On a :

XeTEnTI Y «= w(X,¥) =0 V¥ YeTs > iyu= 0.
(On note sur la variété I, ix le produit intérieur par le champ X, éZX la déri-
vée de Lie, d la différentiation extérieure des formes différentielles ; rappelons

la formule ng = diy + iyd)-

On déduit de la formule :
dw(X,Y,Z) =+ [$Xw(Y,Z) +Eyw(Z,X) +ét’>zw(x,v)-w([x,v] »2)-w([Z,X] ,Y)-w([Y,Z] »X)]
et du fait que w est fermée, 1'implication
X,Y € Tz ATz Y —> [X,¥] e Tz nT2%,
Donc, le théoréme de Frobénius donne le résultat.

LEMME 3.2.5. - Soit p un point d'un ouvert U de T*X. On_considére une surface
conique réguliére © contenant p et définie dans U par

Xy = xj =Y =0 (J=1,...5 v')  (k=1,..., V).
Les fonctions Xj ,xj Yy sont supposées réelles ¢, homogénes de degré Ll , et

2
les différentielles dxj ,dxj ,dyk et la 1l-forme canonique linéairement indépendan-
tes. On suppose de plus que sur I sont vérifiées les relations :
{Xj :le} = {XJ 3le} - 6.].]' = {XJ ’le~} = {XJ ’yk} = {X\jl "yk} = {yk ,)’2} = 0.
Alors, on peut trouver des fonctions Y combinaisons linéaires a coefficients

€ homogénes de degré O des y, telles que & soit définie par
xj = xj =Yy = 0 Cd=leeloy v, k=l,.0., VM

les fonctions x. , X! ,} vérifiant les mémes relations que plus haut mais en plus
— 777k

{}k ,5'2} nul & 1'ordre 2 sur T 1<k,2<v".

Preuve. - Les champs hamiltoniens Hyk et le champ de Liouville (radial) r%% sont
linéairement indépendants. D'autre part, soit u une fonction nulle sur I ; on a
{yk sul (k=1,...,v") nul sur T . fn en déduit que les champs Hy forment en tout
point de InNU une base de TINTEZ ® D'aprés le lemme (3.2.4), ils vérifient le

critére d'intégrabilité de Frobénius. Considérons une sous-variété V de I telle
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qu'en tout point de V on ait :

T2 =TV 8 TIATE %8 (r <% ).
Sur la sous-variété de £, V' engendrée par les courbes intégrales partant de V
des champs de Tzr)TZl‘” il existe un systéme de champs, Xl""’ Xv“ » qui commu-
tent et qui forment en tout point de V' une base de T: N T ¥ avec :

X

les coefficients

g = T o Hyg -
%ok étant C .

On prolonge les fonctions ok & U en des fonctions &2k ,C7 homogénes de
degré 0. On pose :

BRI TR N

On a : dyl =3 Uk dyk sur V' donc les dy2 engendrent le méme espace que les
dyk en tout point de V' et, par homogénéité, en tout point de £. D'autre part,
{yl ,yz.} =L og iy {yk ,yk.} =0 sur V' et donc sur I et comme

H{yz ’yk'}= [Xl ,XQ.] =0 sur V', on a d{yl ,yQ.} =0 sur V' et donc sur I .

Le Temme est démontré.

Ce Temme (3.2.5) montre que 1'on peut appliquer @ P 1a proposition (2.4.1) en
imposant {yk ,yg} 1<k, £<v" nul & 1'ordre 2 sur I. La proposition (3.2.1) décou-
le alors immédiatement des deux lemmes suivants :

LEMME 3.2.6. - Soit p un point de £, U un voisinage de p dans X. On consi-
dére des opérateurs pseudo-différentiels classiques réels de degré %—,
Xj ,Xj ’Yk (3=1,..., v') (k=1,..., v") définis dans U, nuls & 1'ordre un sur I.

On suppose que les champs hamiltoniens Hd(Xj) s Ho(Xj) s Ho(Yk) et le champ radial

r g% sont linéairement indépendants, et d'autre part que les opérateurs
9 it 3 .' s I'I ’ " t] 11 i s al b 1 9Y L] I' ,Y
[xJ ,xJ] [xJ X 1 [xJ xJ] 18551 [xJ W [xJ K

s'annulent a 1'ordre un sur I et [Yk ,YQ] a 1'ordre deux.

Alors, il existe des opérateurs pseudo-différentiels classiques réels définis
dans un voisinage U'cU de p Xj ,le ’Yk tels que Xj -Xj ,Xj 'Xj ’Yk -Yk
s'annulent 3 1'ordre deux sur & et dans U'

(3.2.7) [xJ. ,xJ..] w[xJ'. ,Xj.] w[xJ'. ,xj.] +i65 1 [xj Y] m[xj. MR ALY

{On_écrit P~Q si P-Q est régularisant).

Preuve. - Ce lemme est semblable au Temme (10.10) de [1]. Nous procédons de la méme
maniére et nous utilisons donc une récurrence.

On pose il =X1 . Supposo?s que nous ayons construit Xj ,ij‘ (J<p, 3'<q),
et que [ij ,Xb] (3<p) et [Xj. ,Xﬁ] + iaj.pI (i' <q) soient de degré -N et
s'annulent & 1'ordre 1-2N sur I. Alors, il existe R classique de degré -N+ &,

s'annuiant & 1'ordre 2-2N sur & , tel que [ij ,Xp+lq et [Xj. ,Xp-rﬁ] + 16j'p I
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soit de degré -N-1. Pour cela, on construit le symbole r de R tel que :
{o(ij), r} = -i o([ij ,Xp])
{o(X}), r} = -i o([X}s > X] + 185,1).

C'est possible car d'une part les champs hamiltoniens des o(ij), o(ij.) commu-
tent et engendrent un espace linéairement disjoint de T: en tout point de I ;
d'autre part, les seconds membres d'annulent & 1'ordre 1-2N sur I et satisfont
les relations d'intégrabilité (cela découle de 1'identité de Jacobi).

Ainsi, par approximations successives, nous obtenons X_. De méme, nous pouvons
construire ié et par récurrence comme dans le Temme (10.10) de [I] nous obtenons
les opérateurs X. ,X., J=l,..., v' et Y

NN 12 N
Nous pouvons obtenir de la méme fagon Y2 > e ’Yv" car dans le systéme dif-

0]

férentiel 3 résoudre, les champs hamiltoniens des o(?k) peuvent étre tangents & %
mais les seconds membres correspondants sont nuls & 1'ordre 2-2N sur I.
Le lemme est ainsi démontré.

LEMME 3.2.8. - Soit comme dans le lemme 3.2.6 des opérateurs ij ,ié ’?k
(j=1,..., v') (k=1,..., v") vérifiant les relations (3.2.7) et tels que les champs

~ - -_a_ . s . . - . -
Hc(Xj) Ho(Xj) Ho(Yk) et r 3y soient Tinéairement indépendants. I1 existe un opé-
rateur jntégral de Fourier elliptique transformant

5 o%. 44X 0 IV E(g 244 ¥ S F(oi B
Zj=Ryeily e (10, 73T i g0 et Toen (10,17 (1 5.

Nous laissons la preuve au lecteur. I1 suffit de suivre la démonstration du
lemme (10.18) de [1].

ITII.3. Opérateurs de Hermite.

Nous allons définir les opérateurs de Hermite qui sont &tudiés dans |1| § 5.

Désormais, nous utilisons les notations suivantes. Nous supposons a priori que
v' et V" ne sont pas nuls, nous ferons Tles rectifications convenables si 1'un ou
1'autre est nul.

Notations 3.3.1. - On pose :

_ mh_ V' n-v' - mh-v'
X = RX— Rt X Ry Y Ry
¥y _ N n_ N V' n-v'
T°X = Rx X RE- RX X RT X Rn
™ =RV x R"™ = R"V'x RV x R}V
y n y n n

U est le sous-céne de T*X d'équation 1= 0, est le sous-cone de X d'équation

t=1t=n'"=0
qui peut étre aussi considéré comme sous-cOne de ™ d'équation n'=0.
D'autre part, on note les opérateurs :

1
_ -3 s 9 _—
2= (10, [7F (1 5 + 1 85 [0, 1)
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- -+ (_; 8
Y = (lDyl) (-i 5;;)

(on note de la méme fagon Yk opérateur pseudo-différentiel sur X ou sur Y).

DEFINITION 3.3.2. - On appelle opérateur de Hermite de degré m, un opérateur
H=H'+R : Cz(Y) —> Cw(X) ol R est un opérateur & noyau ¢ et H' a une repré-
sentation intégrale )

o 0 = @™ [ eV iyt F) an

My )
avec hel * (U, T*X).

- S s _
Notons que H est continu de Hcomp(Y) dans H]oc(x) pour tout s réel.

D'%utre p§rt, soit Q un opérateur pseudo-différentiel de degré m, sur Y,
A e 0pPS 2’ (X,T*Y), et H et H' des opérateurs de Hermite de degrés respectifs m
et m', tous proprement supportés. Alors, HeQ et A-H sont des opérateurs de
Hermite de degré respectifs m+my et m+m,, -5k, H o H' est un opér?teur pseudo-
différentiel sur Y de degré m+m' et H o H'* appartient a 0P ™M (X,T*Y).

LEMME 3.3.3. - Soit H un opérateur de Hermite de degré 0 et A un opérateur

pseudo-différentiel classique de degré m sur X (tous deux proprement supportés).
I1 existe un opérateur pseudo-différentiel classique B de degré m sur Y tel que
AH - HB soit un opérateur de Hermite de degré m -%-et qu'on ait o(B) = O(A)IT*Y .

Démonstration. - On remarque qu'on peut écrire A =A0+A1 ,A0 et A1 étant des opé-
rateurs pseudo-différentiels classiques tels que le symbole de Ao soit indépendant
de t et 1 et A1 appartienne & OPSm’l(X,T*Y). On choisit B comme un opérateur
pseudo-différentiel sur Y ayant pour symbole le symbole de Ao' On a donc :

o(B) = U(A)|T*Y et d'autre part AlH et AOH—HB sont des opérateurs de Hermite
de degré m-4, d'ol le résultat.

Nous utiliserons particuliérement les opérateurs de Hermite suivants.

DEFINITION 3.3.4. - On note Ha(a € NVI) 1'opérateur de Hermite de degré O

défini ainsi : 1k -l g K u2
hk(u) =7 % (27°k!) 2(53--u) exp (- 7?) k € N
est la k-iéme fonction de Hermite. On pose :
v 1 1
ha(t,n) = ]nl [ hal(t1|n|2 ) ... hu\)l(t\),|n|2 )
W f(x) = (2m)> " f eV h (t,n) F(n) dn .

Les opérateurs Hu sont des isométries de L2(Y) sur L2

relations :

(X) eton a les
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* =
Ha . HB 6&6 Id N
Z. H = . 2§ .
(3.3.5) 5 Hy (2 (“J:'l)) i Hu+ <j>
* B L
ZjHa‘(2“ﬁ21 %—<j>
Yk Hu = Ha Yk
(<J> est 1le multi-indice (0,... 1 ... 0) avec 1 a la Jeme place).

Rappelons que Tes fonctions de Hermite forment une base de 1'espace de Schwartz
¥ des fonctions a décroissance rapide et que
a=1Ia hke.y
si et seulement si la suite (ak) appartient & 1'espace de Schwartz 4 .
Les opérateurs de Hermite vont nous permettre de décomposer les opérateurs de

0P %6 ™(X,2).

DEFINITION 3.3.5. - La suite (Aa)u e NP d'opérateurs de opmem( L) est dite
3 décroissance rapide si pour toute semi-norme N définissant la topologie de }&m

la suite N(o(A,)) appartient a ad.

PROPOSITION. -

i) Soit V! X Nv' une suite a décroissance rapide d'opérateurs de

(Rog) (a,B) € N
OPﬁém(Y ). 11 existe une suite B_, avec Basr”AaB telle que 1'opérateur

o
% m
ZHaBBHB€OP3¢@(XZ)

ii) Soit A eOP ﬁ@m(x,z) ; i1 existe une suite & décroissance rapide d'opérateurs
de OPJE"(Y,Z

* . o
A(xB avec AaB'VHa A HB telle que A-Z Ha AaB B ait un noyau C.

Preuve. -

i) On choisit BaB'bAaB tel que les opérateurs Bas soient uniformément proprement

supportés.

Le symbole de H B est

a8 g
Pa(xsE) = (20" J &' h (tanet) b g(y-z,n) dz dg)iTI® n (r,nin?) eI

On voit que H B B Hg € 0P zem(x,z) et qu'on peut donner un sens & la somme
m
ZH By H eom@ xz)

i1) On calcule le symbole de H: AH

Je1<fv ﬂrn>+t-1h(t

Ayp(¥sn) = n) ivl8l h ( T,nlnl_z) a(t,y',t,n)dy'dt dndr.

o
On en déduit que (HZ A HB)
de OP q\Zm(X,Z). On choisit les opérateurs A ~H* A H_ uniformément proprement

est une suite a décroissance rapide d'opérateurs

x OB o 8. *
supportés et on peut considérer I Ha AaB HB . De 1'égalite I =2 Ha Ha , on dé-
duit que A - T H A HS & un noyau C* .
a af B
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Remarque. - Si v" =0 on a la méme proposition en remplagant OP j@m(Y,Z) par
OPSm(Y) (les opérateurs de type 1,0 sur Y, voir Dﬂ).

I11.4. Nécessité des conditions c) = b).

Nous utilisons les notations (3.3.1).
Cas v' =0.
La surface % c T*Xx=T*Y est alors involutive. Ce cas a &té &tudié dans 11s7.
On se raméne a 1'étude d'un opérateur quasi-homogéne ; ceux-ci ont été étudiés dans
[10]. Donnons quelques définitions
On dit qu'une fonction a(y,n',n") est (1,2) quasi-homogéne de poids m si
pour‘tout x>0
a(y, An', 2%y =l a(y, n'> n").
Un ouvert est dit (1,2) quasi-conique s'il est stable sous les dilatations
Alysn' s ") —> (¥, An's A% "),
On dit qu'un opérateur pseudo-différentiel Q est quasi-homogéne de degré m ,
si son symbole total admet un développement asymptotique
q(y,n) = ; gn‘ - 5(¥n)
les fonctions qm_j étant (1,2) quasi-homogénes de poids m-j (pour une défini-
tion d'opérateurs quasi-homogénes plus généraux voir [10]).
On note o' (Q) =q, le symbole principal quasi-homogéne de Q et si o'(Q) est
non nul, Q est dit quasi-homogéne elliptique.

Remarque 3.4.1. - Un opérateur (1,2)-quasi-homogéne de degré m appartient &
femargue J.%. 2
opsT™ 12y 5y,

LEMME 3.4.2. - Soit A un opérateur pseudo-différentiel classique de degré m sur

Y. On peut écrire :
A= AO + A1
avec A0(1,2) quasi-homogéne de degré 2m

A, e ops™L(y,s).

Preuve. - On décompose le symbole principal an de A de la maniére suivante :
a,(ys n'sn") =a (y, n") +n' a;(y, n', n")

A0 est déterminé par son symbole 3, et on vérifie que A1= A-Aoe OPSm’l(Y,Z) en

notant 0Ps™ 120 ¢ ops™1,

Grace d ce lemme, nous pouvons supposer que P est un opérateur (1,2) quasi-
homogéne de degré 2m-2 dans un voisinage de p. Son symbole principal quasi-
homogéne est, avec les notations de (2.4.1) :

) = o) ¢ B g0 [

Remarque 3.4.3. - Quel que soit le voisinage conique U de p= (y,,0, ng)s quel que
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soit née;Rv“ il existe un voisinage (1,2) quasi-conique V de (y
que pour C assez grand :
Vn{{n] > ClcUn{|n| >C} .
La condition b) exprime que P est quasi-homogéne elliptique dans un voisinage
conique de p.

0° Mo ,no) tel

La proposition (7.5) de [1] montre que si la condition b) n'est pas vérifiée,

il existe une distribution u dont le front d'onde est concentré sur 1'axe passant
€ m-1

par p telle que Pu e Hloc loc
En fait, L. Hormander [Q] démontre qu'on a alors une perte d'au moins 9/8

dérivées.

pour un e > 0 mais ug&H ce qui contredit c).

Cas v' # 0.
PROPOSITION 3.4.4. - Pour tout multi-indice a e N\} on peut écrire
PHa =3 HB QaB (mod Hermite m - 3/2)
les opérateurs sur Y , QaB étant (1,2) quasi-homogénes de degré 2m-2 avec
- Q=0 si I8l # lal, la] - 1, [a] -2
- la matrice OI(QQB) (on ordonne les a(B) par longueur croissante et a lon-
gueur égale par ordre lexicographique) est triangulaire inférieure au point o

] - V! " " " " -1 '
- 0'(Q ) =2 % a5 Az(¥,0.n") +r(y,0,n") + I dig (¥50,n") n"[ = myp ny

oo J 1<k, 2<v"
(avec les notations de (2.4.1)). -
Preuve. - Elle découle immédiatement des propositions 2.4.1, 2.4.5 et 3.2.1, des

relations 3.3.5 et des lemmes 3.3.3. et 3.4.2.

Remarque 3.4.5. - Si Vv"=0 on a la méme proposition, les opérateurs Qae étant
alors classiques de degré m-1 avec

O(QOLOL) =2 § aj )\j()’af’l) + r(y,n).

Supposons que la condition b) ne soit pas vérifiée en p = (y0 ,0, n;)- Cela
signifie qu'il existe un multi-indice % tel que o'(Q
(Yo s Mg » Mp)-

) s'annule en un point
%%

On suppose que R est le premier de ces multi-indices pour 1'ordre défini
plus haut (3.4.4) et on considére le systéme d'opérateurs pseudo-différentiels
(noter 1'ordre B, a). Au point p la matrice QBa est donc

Q= (QBOL)|OLI 18] il%l
,3(

triangulaire supérieure modulo ops™ Y,Zp) (Zp est 1'axe passant par p). On

peut trouver une distribution (& valeurs vectorielles) U= appartenant

(U)o < o

1
a HO(Y) mais n'appartenant pas a HE(Y) pour tout €>0 et telle que QU eH m+1+8.

En effet, on prend Uy = 0 pour a >a 5 on construit uOL0 comme dans le lemme
(7.5) de [1] et ensuite, on obtient u, Pour a<a  par récurrence utilisant Te
fait que Qaa est quasi-homogéne elliptique pour o<og .

202



HYPOELLIPTICITE ET PARAMETRIX...

On pose alors u =| |Z} | Haua , et on adonc u eHO(X). Les opérateurs de
al<ia
Z1%y 3

Hermite de degré m-3 envoyant HO(Y) dans H_m+2(X), nous pouvons les oublier.
On a
Pu = z H Q_ u= 2 H % Q , u = T H, (Qu)

laf<fa, | I8l<lal P8 gl<la | ® Jal<la | B fel<la | B P

~m 1+

Donc, Pu e H dans un voisinage ouvert conique de p, alors que u n'ap-

partient pas a H® pour tout >0 (car Uy = H:lj et (ua) & HE) dans n'importe
quel voisinage ouvert conique de p .

Nous avons montré c) ==—> b).

Dans le cas V" =0, on considére un systéme Q d'opérateurs pseudo-différentiels
classiques de degré m-1 et on obtient alors une perte d'au moins -% dérivées

(voir [1], & 8).

ITI.5. Suffisance des conditions b) =—> a).

On remarque d'aprés la proposition (2.3.1) que P vérifie la condition b) si
et seulement si P* Ta vérifie. I1 nous suffit donc de montrer que P a une paramé-
trix a droite.

Nous utilisons la proposition (6.1) de [1] que nous avons rappelée en III.1.
Montrons d'abord que P vérifie la condition i) de [1] (6.1).

-m,2

LEMME 3.5.1. - Il existe Q €O0PS (X,z) tel que

L
PQ=1 mod OPS 2> ~.

Preuve. - I1 suffit de construire un symbole gq es'm’z(x,z) tel que

-1 -
p.g=1mod S 2° 1

. On utilise des partitions de 1'unité. En dehors de £, il n'ya

pas de probléme, on peut poser ¢ =(pm)_1. Soit p un point de ¥ ; i1 existe un

voisinage conique U de p tel que pour (x,£) dans U, pm(x,g) reste dans un cone

I de C (d'aprés 1'hypothése sur le hessien de pm). Soit 0er- {0} et b un sym

bole réel elliptique positif de degré m-1. D'aprés la remarque (1.5) de [1], on a
9= (p, +b8)" es™E,

m-1,0

D'autre part, p' =p - Pn - bgeS et donc

1
-l pg-1 es b2 g7l
1

Comme pq est égal au symbole de Po (Q modulo Sﬂz’_l, le lemme est démontré.

p'(p,, + b9)

Dans le cas v' =0, on se raméne comme en III.4 & un opérateur quasi-homogéne
que Ta condition b) affirme elliptique dans un voisinage conique de p. On pose
q =(0'(P))_1 et on obtient .
PQ=1 mod oS 20

La propositon [1] (1.11) i) donne alors une paramétrix & droite pour P.
On a donc montre b) = a) dans ce cas.
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On suppose maintenant v'#0 et d'aprés la remarque 3.1.3, on pourra négliger
les opérateurs de Hermite de degré m -%— pour montrer que P vérifie la condition
ii) de [1] (6.1).

PROPOSITION 3.5.2. - Pour tout multi-indice aeN" on peut écrire
Wa=ZHqu(mM}hmﬁm m-ﬂ

les opérateurs QaB étant (1,2) guasi-homogénes de degré 2m-2 sur Y, avec
" Qe =0 silel #lals fal + 1, faf + 2
- la matrice o'anB) triangulaire supérieure au point »p

S 0 (Qg) =2 B ay 20y, 0 0) #rly, 0, ) ¢

-1
+ z d (¥, 0, n") |n"| " n mp .
1<K,g<v" ke ke
Cette proposition s'obtient comme la proposition 3.4.4.
La condition b) exprime que les opérateurs Qua sont quasi-homogénes ellipti-

ques, dans un voisinage conique de p et donc que les systéemes Qp =(Q6a)|u|,|8|_ip

sont inversibles dans un voisinage conique de p. En remarquant que c‘(Qua) tend
vers 1'infini quand |a| tend vers 1'infini, et que la matrice est "presque trian-
gulaire", on peut voir que ce voisinage peut étre pris indépendant de p .
On veut résoudre 1'équation
PB = A (mod %6~ '12‘).
Utilisant la proposition (3.3.7), on obtient pour les décompositions de A et
de B

* *
» PH B _H'= % H A_ H
ay ¢ Y gy BUBY Y
T H,Q.B Hs= 3z H A_H.
aaBaY B "aB ay v BaY 8 BY Y

I1 suffit donc de résoudre le systéme
b Q,.B =A
lal<|8] aB Tay By

ce qui est équivalent a inverser Qp » pour tout p, dans un voisinage conique de p
indépendant de p.

Comme o'(Qaa) tend vers 1'infini quand |a| tend vers 1%infini la solution
(Bay) obtenue est & décroissance rapide.

On a montré b) — a).
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