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OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS A VALEURS VECTORIELLES.
APPLICATION A L'ETUDE DE L'HYPOELLIPTICITE DE CERTAINS OPERATEURS.

par

P. BOLLEY, J . CAMUS et B. HELFFER

INTRODUCTION.

On se propose de dégager sur deux exemples une méthode de démonstration

de 1'hypoellipticité partielle d'opérateurs du type de Fuchs- Une étude plus

générale est faite dans [ 4 ] .

2Soient les opérateurs L et L^ définis sur [R = [R xfR al { ( t , x ) ,
1 ^- L X

t € fR, x 6 CR} par :

2 2 2
L - 0. + t 0 + À 01 1 x x

L- = (D2 + D2) t + À D + p D,2 t x x t

A ^ A ç\

où À , P 6 Œ, 0. = -— et D = - -^-t i 31 x i 3x .

On se propose d'étudier 1'hypoelliplicité partielle de ces opérateurs
00

c'est-à-dire, la propriété suivante : si u ^ C ( fR ; (^) ' ( (R ) ) et si
L X

Lu 6 C C f R x f R ), alors u £ C (fR x f R ) Cavec L = L ou L ). La régularité en
L X L X i /-

x est obtenue par la construction d'une parametrix partielle en x.

Pour L , la variété 1=0 n 'est pas caractéristique, donc l'hypoellip-

ticité partielle implique 1'hypoellipticité ( l 'étude de 1'hypoellipticité de L.

a déjà été faite dans [7]). Par contre, pour L^ , la variété 1=0 est caractéris-

tique et l'opérateur L n 'est pas hypoelliptique [9].
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II. OPERATEURS PSEUDO-OIFFERENTIELS A VALEURS VECTORIELLES.

Cette notion d'opérateurs pseudo-di-Fférentiels à valeurs vectorielles

a été utilisée dans [ô] , [lu], [n],

Soient deux espaces de Hilbert complexes F et F et ^ (F , F ) l 'es-

pace des opérateurs linéaires continus de F. dans F .

Etant donné un ouvert Î2 deFR , on définit l 'espace des symboles

S (^ x fR ; F , p } comme l'espace des fonctions p ( x , Ç ) indéfiniment dérivables

sur ^ x fR à valeurs dans <^(F , F ) telles que pour tout compact K dans Çî, pour

tout couple (a,g) defN x IN , il existe une constante C > 0 telle que pour tout
Kaf? ' •

x ci K et pour tout Ç CCR , on ait :

«"K^'ll^ri.y1^"^"'"'101

On définit alors L [Q, ; F ,F^) comme l 'espace des opérateurs pseudo-

différentiels dont le symbole est dans S [î2 x |R ; F ,F ) ; l'opérateur P de

symbole p [ x , Ç ) est défini pour u é C (^ ; F ) par :

r i < x, Ç >
Pu(x) == e p C x , Ç ) û (Ç )

^n

Et on a : Pu € C°°(^ ; F ) .

On montre qu'un opérateur de L^^ ; F. , F ) opère continuement de

H^ [^ ; F^ ) dans H^ (^ ; F^] pour tout s CIR.

Oans [s] , on démontre le théorème suivant :

Théorème 2 . 1 .

Soif p ( x , Ç ) € S (^ x fR ; F. , P - } . S'il existe a € |R, A > o, ô et p a^e^

o _ ^ 6 < p _ ^ 1 teîs ç^ê poz^r tou^ compact K dans ^ p^ur tout couple (a,É) ' dé

TN x (N 3 zZ. existe une constante C > o 0^ zme constante C > o telles que pour

tout X € K ^ po^y -toz^ YeF. ; p<9up toz^t ÇêfR1"1 a-yêû |ç | > A ^ on az^ :
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||D^p(x,Ç)v||^ ^C^ IÇI-PN^IPI | |p(x .Ç) v||^

l|v|| ^ C Ic i 8 | | p ( x , Ç ) v | |
' 1 K ' 2

alors l opérateur P de symbole p ( x , Ç ) possédé ^ propriété d^hypoellipticité

suivante : pour tout ouvert CD de ^ poup toute distribution u C3) ' [^ ,F ) telle

que Pu Ê C (co.F L alors u €. C (ou.F ).

Ce théorème constitue une généralisation d ' u n théorème d*Hôrmander.

Dans [ 1 0 " ] , on a utilisé sur F et F des normes qui dépendent de Ç . Il

se trouve en effet que, dans la pratique, comme nous le verrons après sur des

exemples, les normes dépendant de Ç s'introduisent très naturellement sur les

espaces de Hilbert considérés. On note F . l'espace F . muni de la norme dépendant

de Ç pour i = 1 , 2 .

On définit alors de manière naturelle les symboles p [ x , Ç ) dans

S (^ x fR ; F , F ) . On peut montrer que les résultats précédents restent vrais

si on fait sur les normes || | | ,- , outre des hypothèses raisonnables, l'hypothèse
F^

suivante :

. il existe des constantes C et C , > o , des nombres réels N et I\L telso i o i
que pour tout v Ç F . et pour tout Ç ê fR , on ait :

N N
C t 1 + | ç | ) | | v | | _ _ | | v | | < C ( 1 + | Ç | ) | | v | | pour i = 1 , 2 .

F F " F1 1 i
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III. APPLICATIONS.

III.1. Etude de l'opérateur L . s O2 + t2 O2 + À 0 . <__________________1 t_____x_____x

Une classe plus générale contenant cet opérateur a été étudiée dans

[8J, puis dans un cadre plus géométrique dans [5] , [6] , [10].

On va montrer que L peut être considéré comme un opérateur pseudo-

différentiel dont le symbole est l'opérateur différentiel ordinaire :

L ^ ( Ç ) = D^ + t2 |ç|2 + À Ç.

On considère tout d'abord cet opérateur pour |ç | = 1 , i.e.

2 2
L . (œ) = D - » s + À CD avec œ = ± 1

C 'est un opérateur linéaire continu de l'espace
•î i/ Q -

F. = {v Ê-^'CIR) ; sJ D v ( s ) €. L ( fR) , j + k <2 } (muni de sa norme
• 5 ^~"

hilbertienne naturelle) dans F- = L^I'R:) .

On montre dans [8] que :

1 ) Ker L^CO) ) 0 L2^) - Ker L ^ C O ) ) U ^((R)

2) L ^ C œ ) est un opérateur à indice de F. dans F , d'indice nul.

3) Si À ^ 2p+1 pour p e 2, alors Ker L^ [(jù) 0 ^S((R) = {0} .

On en déduit alors que, sauf pour les valeurs de À exclues ci-dessus,

il existe des constantes C et C' > o telles que pour tout v € F , on ait :

MF 1 C H L ^ C O ) ) v||^ lC'||v||^ .

Oe plus, L ( œ ) est un isomorphisme de F. sur F .

Pour Ç €ÎP et u(t) C F^ , on fait le changement de fonction v ( s ) = u ( t )

i i^avec le changement de variable s = t | ç | . L'inégalité précédente montre que pour

tout u € F et Ç € fR avec [ Ç | > 1 , on a :
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||u|| ^ C ||L ( Ç ) u|| ^ C ' ||u||
F' F' F'

1 ' 2 • 1

INI2 = I n.lçl2)2^ ll^ ^ u||2
F^ J+K^2 L [/(FR)

II II2 = II I2

F^ L 2 ( fR)

On peut alors vérifier que L ê L°(|^; F^ , F^) et que les hypothèses

du théorème 2.1 sont vérifiées (avec p = 1 , 6 = o, A = 1 , a=o) ,

Dans ce cas, on peut être plus explicite en construisant une paramétrix

partielle (en x ) . L . ( Ç ) étant un isomorphisme de F'' sur F^ pour | ç [ > 1 , il existe

un inverse R ( Ç ) tel que pour |ç | _>_ 1

R ( Ç ] o L ( Ç ) = 1 et L (g) o R ( Ç ) = 1
F" F"

1 • 2

A l'aide de ces relations, on montre que R ( Ç ) (convenablement prolongé

pour |ç| < 1 ) appartient à S°(lRxfR ; F ^ , F^ ) et qu'il existe donc un opérateur

pseudo-différentiel R de symbole R ( Ç ) tel que

R.o L^ = 1 + S -

où S 6 L~00 (fR ; F^ , FJ) = L~00 (fR ; F^ , F^) .

La paramétrix partielle R ainsi construite permet donc de déduire

1'hypoellipticité partielle de L .

Notons que l'on a construit seulement une paramétrix partielle ; la

construction d'une vraie paramétrix est faite dans [5], DO]-

2 2III.2. Etude de l'opérateur L_, = ( D + D ) t + À D + p D
^- U X X L»

Une classe plus générale contenant cet opérateur a été étudié dans [ 2 ] ,

et F3] -'• J On va montrer que L^ peut être considéré comme un opérateur pseudo-

différentiel dont le symbole est 1'opérateur différentiel ordinaire :

L ^ ( Ç ) = (D 2 + Ç 2 ] ! + ÀÇ + pD .
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On considère tout d'abord cet opérateur pour [ ç [ = 1 , i.e. :

L [œ) = (D + 1 ) s + p D + À CD avec œ = ± 1 .
^ S o

C'est un opérateur linéaire et continu de

F^ = { v é ^ ' ( î R ) , D^s^vts)) ^ L^fR) ; h=o,1 , O^^p + 2 - Jl}

[muni de sa norme hilbertienne naturelle) dans F^ = {v^^'CfR) ; D^ v ( s ) ê. L2!:!?)
'̂ s

o <__H ̂ p} (muni de sa norme hilbertienne naturelle) pour tout p é,(TM.

On montre dans [l] qu'il existe un entier p EflN tel que pour tout

p€d\{ avec p ^_p^ , L (œ) soit un isomorphisme de F13 sur un sous espace -Fermé

de codimension 1 de F -

On en déduit alors qu'il existe des constantes C et C' > o telles
P P

que pour tout v 6 F^ , on ait :

IHIp^p 114^ v" p^p N1 p
1 ^2 F1

Pour Ç 6 ( R et u(t) € F^ , on fait le changement de fonction v (s ) = u ( t )

avec le changement de variable s= t | ç | . L'inégalité précédente montre que pour

P i itout u £ F. et Ç € |R , avec | Ç [ >_ 1 , on a :

||u|| < C IL- (Ç) u|| - < C ' ||vl|n il n ^ p M 2 " " pÇ - p II 1 1 pç
1 2 ' 1

avec
1 p+2-h ?

IHI2. = E z d-lçl2)2^-^ iD^t1^ u]l| -
F^ h=o a=o t L"(fR]

||u||2 = ^ d.lçl^P-^ HD^ u||2
F^ &=o L L"( fR)

On peut alors vérifier que L^ Ê L°(fR ; F^ , F^) pour tout entier

pêfN avec P^P^ et que les hypothèses du théorème 2.1 sont vérifiées (avec p = 1 ,

ô = o , A = 1 , a = o ) .

Dans ce cas, on peut préciser le résultat en construisant une paramétrix
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partielle (en x ) . Alors que dans III.1, le symbole L ^ ( Ç ] est un isomorphisme de

F^ sur F^ , dans ce cas, le symbole L ^ ( Ç ) n 'est pas un isomorphisme de F^ sur

F^ . On peut utiliser deux artifices pour se ramener au cas d 'un isomorphisme.

1 1 1 . 2 . 1 ; pour tout Ç , on définit L^(Ç) par :

CL^Ç) u,v)^ = (u, L^Ç) v) ^

1 F2

pour tout u € F13 et v ê F13 ,

Alors, pour l ç | ^ 1 , L^(Ç) o L^ (Ç ) est un isomorphisme de F^ sur F^

Par suite, il existe un inverse Q ( Ç ) tel que pour |ç | ^_ 1 , on ait :

O C Ç ) o (L^(Ç] o L^Ç)) = 1 pç = CL^(Ç) o L ^ ( Ç ) ) o 0 ( Ç ) .

1

A l'aide de ces relations, on montre que Q ( Ç ) (convenablement prolongé

pour | ç [ < 1 ) appartient à S ° ( f R x f R ; F^ , F^ ). Comme L^(Ç) appartient à

S ° ( r R x ^ ,• F^,F^), il suit que R ( Ç ) = Q ( Ç ) o L^(Ç) appartient à

S ° ( r R x f R ; F^ , F^).

Ainsi, pour tout entier P .̂P . on peut construire un opérateur pseudo-

différentiel R de symbole R [ Ç ) tel que :

R o L - 1 + S

où S é L~00 (IR; F^ , F^ ) .

La paramétrix partielle R ainsi construite (qui dépend probablement de

p) permet de déduire 1'hypoellipticité de L .

1 1 1 . 2 . 2 : pour tout entier p > p , il existe u ( t ) é F13 tel que l'opérateur P
~ o CD 2 (A)

défini par :

P (u ,c) = L^(o)] u + c u
œ 2 a)

soit un isomorphisme de F x (T sur F^ .
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On déduit qu'il existe des constantes C et C * >o telles que pour tout

(v,c) 6 F^ x C , on ait :

IH1 p + l^.i^ll^^'^ll.pi^^Ml.p- 1 - 1 , ^
1 '2 ' 1

Pour Ç €fR et u( t ] ê F13 on fait le changement de fonction v ( s ) =u ( t )

avec le changement de variable s = t | ç | . L'inégalité précédente montre que pour

tout u ê F ^ , c € OC e t Ç ê f R avec ojÇ _>_ 1 , on a :

ll""^ - l°l^^p II"»1" '"•°'ll^ Î IHÎ  -Icl^ '

où
B II et j[ IJ sont définis comme en 1 1 1 , 2 . 1 .^ rf
1 ° 1 ^ - ( 1 * | E | 2 ) Ici.

P (Ç) [u,c) = L^(Ç] u + c |ç | u ( t | ç | ) .

Pour o ) Ç > 1 , P [Ç 'J est un isomorphisme de F^" x Œ^ sur F^ . Par suite,
— (A) i 2

il existe un inverse Q (Ç) tel que pour Ç ê FR avec (jûÇ > 1 , on ait :
a) —

0 [Ç) o P [Ç ) = I et P ( Ç ) o Q (Ç ) = 1 . .œ co " pÇ Ç a) - "(1) s _pÇ
1 x " • 2

En prolongeant convenablement Q (Ç ) pour o <œÇ < 1 , on en déduit par

projection sur F1. l'existence d'un opérateur R ( Ç ) appartenant à

S^fRxfR ; F^ , F^) tel que pour |ç | ^ 1 :

R [ Ç ] o 4(Ç) = 1^.

1

On termine comme en III.2.1.
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