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T H E O R E M E D ' I N D I C E ET R E G U L A R I T E POUR UNE

C L A S S E D ' O P E R A T E U R S E L L I P T I Q U E S ET D E G E N E R E S

par

Dominique PREVOSTO et Jacques ROLLAND

Résumé. On se propose d'étudier des problèmes aux limites, dans un ouvert ^ régu-
lier de 1R , associés à des opérateurs L elliptiques dans ^2, dégénérés sur le bord
r de ^î, de la forme :

m-r ^ . / , N
Lu(x) = E P^x^) { (^(x)^^) u (x ) } ,

où q est un réel > l , m et r sont deux entiers tels que 0 < r ^ m et q(m-r)^ tN,
P (x ;D^) est un opérateur différentiel d'ordre au plus m-h, P^x ; D ) est un
opérateur d'ordre m elliptique dans iï et (P une fonction régulière équivalente à
la distance au bord r.

Pour tout entier p >_ 0, L est un opérateur linéaire continu de l 'espace
de Sobolev avec poids :

Cm-r^ = {ue Hr+p^) •' ^'^ ue ̂ W
muni de la norme canonique, dans l'espace de Sobolev usuel H^).

On fait une hypothèse "d'ellipticité générale" sur l'opérateur L, qui
y^

implique que P (x ; D^) est elliptique sur r. On introduit alors p opérateurs
frontière Bj(x ; D^) tel que YB = (YBj ;j=l,...,p) soit un opérateur linéaire
continu de ,,m+p / v . u i.r+D-m.-i, x

^a m-r^ dans n H J 2(r) .
• * j=l

On montre que sous certaines hypothèses, le couple (L ; YB) est un opéra-
teur à indice de ,,m+p , , , ,,p, , v ,,r+D-m -"è"

wq,m-r(") dans H (") x ." H ^ ( r) '
l'indice étant indépendant de pe W.

Le théorème est montré pour p = 0 dans [l̂  . A partir de l'estimation a
priori L , on obtient, par la méthode des quotients différentiels, la régularité
tangentielle ; on est alors ramené, pour la régularité normale, à étudier la
régularité d'un opérateur différentiel ordinaire sur un segment [0,T[.
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I. I N T R O D U C T I O N ET E N O N C E DES R E S U L T A T S .

Soit ^ un ouvert borné deIR", de frontière r, tel que ~^ soit une

variété a bord de classe C°°. On se donne une fonction ye C^tR" ; 1R) telle que :

^ = {xe tR" ; y ( x ) > 0} ;

^ r = { x e tR" ; y ( x ) = 0 } ;

<^ r, grad (f (x) / 0.[V x^ r, grad y (x) / 0.

Soit L E L(x ;D ) l'opérateur défini sur î2 par :
m-r

Lu(x) = L ( x ; D x ) u(x) = z P^^XîDJ {(f (x)^"1"1"11) u(x)), où
h=o A ï

( i ) q est un réel > 1, m et r sont deux entiers tels que o < r <_ m et

q(m-r)e IN ;

( ii ) pour tout h=o,...,m-r, P^^x ; DJ est un opérateur aux dérivées/\
partielles à coefficients indéfiniment différentiables sur ,̂ d'ordre

inférieur ou égal à m-h :

P^x;^) = Z p^(x) D" ;
x |a|^m-h a x •

Si q(m-r-h) ^1N, P"1"1^ ; D ) est, par définition, l'opérateur nul.
/\

(iii) P (x ;D ) est un opérateur d'ordre m, elliptique dans ïï, c'est-à-dire/\
que, pour tout x e ^ et tout ce ^^{o}, on a :

^0 • S» . , „ P^oi ̂  °-
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Pour tout h=o,...,m-r, on note P^(x ; D^) la partie principale d'ordre
k

m-h de P"1"1'̂  ;D,).x

On introduit alors la condition "d'ellipticité générale" suivante :
(C) Pour tout x^ç r, tout xe^ et tout çe= IR^ {o} , on a :

m-rm-r ,
SA)-^) = E C (v^) ̂ ^-^o.

h=o •^V'^) - ^ ' n ,h=o

Cette condition implique que l'opérateur P^x ; D ) est elliptique sur r,

c'est-à-dire que, pour tout x^e r et tout ce fR"\ {o}, on a :

P ; ; ( X Q ; Ç ) ^ O .

Pour tout x^<= r, et pour tout couple de vecteurs ( ç , ç ' ) de (R" linéaire-

ment indépendants, soit u le nombre de racines T de l'équation :

P^ (^ ' ^ + T^) = o

telles que Im T > 0. On suppose que y ne dépend pas de x é=r, et de (ç ,ç ' ) pour n=2,

On définit alors u opérateurs frontière, a coefficients C°°(^) :

B (x,D ) = z b (x) D° , j=l,...,p ,
" |a|^m. •:la x

J

où, pour j=l,...,p, m, est un entier inférieur ou égal à r-1.
J

On note ïB = (YB. ;j=l,...,p), où y est l'opérateur restriction à r.

On suppose que le problème (P^ YB) est régulier, c'est-à-dire que la

condition suivante est vérifiée, (voir [8]) :

( C ' ) Pour toutx^r et pour tout vecteur ç cotangent en x^à r, le problème aux

limites : r
)P^(V S+ grad y ( x ) D^) v(t) = 0

1 '
B^(^; ç+ grad (̂  (x) D^) v ̂  = 0

n'admet que la solution v=0 dans ^(B^)0^, où B°(x ; D^) désigne la partie prin-

cipale d'ordre m. de B. (x ; D ).J j - x7

W y(IR+) désigne l 'espace des restrictions a IR^ des fonctions C°° sur IR à
décroissance rapide en t=°°.
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Définition 1 . 1 . Soient se tN et S.& Z. On note W^ (Sî) l'espace des distributions
q»5

ft _ ç rtç o
ue H (î2) telles que ( o ' ue H (t2). On munit cet espace de la norme du graphe.

Le principal résultat de cet article est le suivant :

Théorème 1 . 1 . Sous les hypothèses ( C ) et ( C < ) ^ pour tout pe IN, l'opérateur (L,YB)

est linéaire continu et à indice de w m + p ( " ) dans H^îî) x II H1"'1'13""1^^?), et son

indice est indépendant de p.

Corollaire 1 . 1 . Sous les hypothèses ( C ) et ( C ' ) , si ue W"1 (n) et si
_ p q,m-r

(L,YB) ueC°°(tî) x n C°°(r), alors ueC°°(î2).
J=l

Remarque 1 . 1 . Si P r(x ; D^) est proprement elliptique, on peut prendre comme opéra-

teurs frontière le système des conditions de Dirichlet

f B . = Y. , j=0, . . . ,y- l ,
J J

gJ
ou Y . = —.- , avec v normale à r orientée vers l'intérieur de tî.

" a^

Reiriarque 1.2. Le cas où q^l a été traité dans [2] ; et dans ce cas, la condition

"d'e'llipticité générale" (C) introduite ici doit être remplacée par la notion

d'équation indicielle. Citons aussi [1] pour un cas particulier.

1I . P R E L I M I N A I R E S .

1 1 . 1 . Quelques espaces de distributions.

II.1.1. Espaces de Sobolev avec poids W (I).———————————————————— q»s

Soient q un nombre réel ^_ 1 et s un entier >_ o tel que qse [N, &e Z

et 1 un intervalle de IR. On définit les espaces de Sobolev avec poids suivants

W^(I) = {ueH^I) ; t^ ueH^I)}.

Ce sont des espaces de Hilbert si on les munit de 1 a norme du graphe.
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Remarque 2 .1 . On a l'injection continue suivante :

^sCXî^osO^sC) •

où M ^ ( I ) est l'espace introduit dans [3]. Pour les propriétés des espaces H ^ I ) ,
K

voir [3].

Proposition 2 . 1 . Pour tout entier k tel que o^k^s et qk<£ [N, l'application :
u '——> ^ u est linéaire et continue de ^(IR) (resp. W^ g(lR^)) dans ^"^(IR)

(resp. ^"^(11^)) .

Démonstration : Soit u appartenant à W^(1R) . Désignons par u la transformée de

Fourier, surIR, de u. On a :

(l+H)^5 u (T)e L^IR) et ( l+M^ D^ u(ï)e L^IR) .

Nous voulons démontrer que si k=o,...,s, avec qke IN, alors :

( l+lxD^-^D^uMêL^IR).

Il suffit de démontrer cette propriété sur 1R . Soit T > o. Sur (o,T),

on a : u(r)e L^oJ) et D^ u(T)e L^oJ) ; donc U(T)<£ M'ï^oJ) ; par conséquent

D^ u(ï)e Hq(s-k)(o,T)c; L^oJ). D'où :

(I.ITD^D^U^L^OJ).

Sur (T,+oo), on a :

T^8 Û(T)€ L^T^+œ) et T^ D^ u(T)e L^T^+oo).

On en déduit que, pour tout entier j=o,...,qs, on a :
^«^jl

q D^ u(T)e L2(T,+~).

En particulier, pour k=o,...,s avec qke tN, on a :

^-^D^u^î^L^T^).

En regroupant les résultats sur (oJ) et sur (T,+°o), on obtient que

(1+ |^ | )^-s+k pqk ̂  appartient à L2^) , avec :

IKl+M)^ D^ U(T)|| < C JlKl+M)^ u(z)|| , + 1 1 ( 1 + 1 x 1 ) ^ U(T)H , 1,
1- (1R+) [ L'(IR^) T L^lR^j

où C est une constante indépendante de u.
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On procède de manière analogue sur IR, La proposition 2 . 1 est donc
démontrée pour u appartenant à l'espace W^ ( I R ) .q , s

Le résultat, pour u appartenant a l 'espace ^ .(IR,), résulte du lemme
H »S +

suivant :

Lemme 2.1. Il existe un opérateur de prolongement P linéaire continu de W ( IR )q »s +
dans ^ ^(IR).

Démonstration : Pour u appartenant à W^ ^(IR+L on pose :

f u(t) , si t > o
Pu(t) = ) -

r
^ a. U(-jt) , Si t < 0,

J-l J

avec : r = max (qs-n, qs, il-s-1+qs)

et où : r .
z a. (-j) = 1, pour k=min (Ji-qs,-qs),..., max (Ji-s-1,-1).

J=l J

On peut trouver des a. satisfaisant ces conditions puisqu'il s'agitj
d'un système carré de Vandermonde.

1er cas : a ^ o et n-s >o ; dans ce cas, r=a - s-l+qs et k varie entre -qs et

Jl-s-1. On a donc :
r kE ^("J) = l P0^ k=o».. . ,jl-s-l ; ce qui montre que P est linéaire

J=l J

continu de ^(IR^) dans H j l"s(lR).

De plus, on écrit : t^ Pu = Q^u),

fv( t ) , si t > oou

^ W - j r ,, -

| s —3— v( t) , si t < o.
U=l (-J)^

Comme z a, (-j) = 1 pour k=-qs»... ,jl-qs-l, on a :• i .i
J=l J

r "i k"y J { - i \ ^z ———ïï^ ("^) = 1 P0"1' k l = 0,. . . ,£-1 ;
J=l (-J)^
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ceci montre que Q est linéaire continu de H^IR ) dans H^(IR) . On a donc démontré

que P est linéaire continu de ^ . ( 1 R . ) dans W^ (IR) .q ?s + q »s

2ême cas : ^ < o e t n - s < o ; dans ce cas, r=qs -£ et k varie entre Jl-qs et -1 .

Pour montrer que P est linéaire et continu de H ^IR.) dans H ^( ÎR),

on montre que P est linéaire continu de H^^IR) dans H^^IR ) . On a :

< t p^ u > s-^ n-s = < ^ Pu >
H5 ( IR^)x H" '((R^) H0 " ( IR)x H" "(IR)

D'où, par intégrations par parties :
r a •

t?^ (t) = 0(t) + E -1 0 (- :fc), pour t > o.
j=l J J

r kOn a : E a,(-J) = 1 pour k = ^-s,...,-l ;
J=l J

donc : r ^i 1 k 'E "~J- (- -) = -1 pour k ' = o , . . . ,s-Ji-l.
j=l J J

Ceci montre que les S-À premières traces de P^> sont nulles. D'où la

continuité de t? de H^^IR) dans HS"Â(IR^).

Pour l'opérateur Q défini comme dans le 1er cas, on procède encore par

dualité. On a :
kE a - î ( - J ) = 1 Pour k=Jl-qs,... ,-qs-l ;

J=l J

donc
y*

ï ^.(-j)"^ i (- y = -1 pour k ' =o , . . . , - J l - l .
i=l " J J

On en déduit la continuité de ^ de -H'^IR) dans H^IR,.) ; d'où la

continuité de Q de H^tR^) dans H^IR) .

3ëme cas : a >_o et a-s <_o ; dans ce cas r=qs et k varie entre -qs et -1.

La continuité de P de H^'^IR^) dans H^'^IR) se fait comme dans le

2ême cas, par dualité.
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La continuité de Q de H^IR ) dans H^IR) se fait comme dans le 1er cas.

Le lemme 2.1 est donc complètement démontré.

Par conséquent, la proposition 2.1 est démontrée pour u appartenant à

<s^)-
Dans les lemmes qui suivent, m désigne un entier > o tel que qm appar-

tienne à ÎN et p est un entier de Z.

Lemme 2 .2 . Soit u appartenant à W"1 ^(o»!). Alors^ pour tout j=o , . . . ,m tel que :—————— q » m
qjê IN, on a : t^ Uê H^oJ).

Démonstration : Ceci résulte directement de la proposition 2 .1 .

Lemme 2.3. Pour tout entier j=o,...,m tel que qjé: IN et pour tout entier k=o,... , j»

l'opérateur : . . . .
ui——i- t^ ' D^"' u

est linéaire et continu de W ' ( o , T ) dans H ' ( o , T ) . De plus^ si k > 1^ cet opérateurq î 1 1 1

est compact de W ' ( o , T ) dans H ' (o ,T ) .q !»m

Démonstration : Soit u appartenant à W^^oJ). Puisque u appartient à h|P(o,T),————————— q»m
on a : t^"3 ueHP(o,T), avec :

jj^qj-J yjj ^ Q [[(j|| , où C ne dépend pas de u.
HP(o,T) HP(o,T)

On en déduit que :

llt^'-3 u|| ^C||u||
HP(o,T) W^(oJ)

ai-k J"^La continuité de l'opérateur u î—^ t" D. u est donc montrée pour k=j.

Supposons que la continuité de cet opérateur ait été démontrée pour k=h,...,j

avec h ^ 0, et démontrons-la pour k=h-l, si h-1^0.

On a : u€ HP(oJ) et, d'après le lemme 2.2, t^ u^ H^oJ).
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Donc, ue wP'^(o,T). D'après ta remarque 2 .1 , on en déduit que ue W'^oJ).

Par conséquent, (voir [3]) :

tqj-(h-l) ̂  HP^'-^-^O.T).

Df^-1) {t^-^-^u}^ HP(o,T).
Or :

D^-("-l){tqj-(h-l)^^qj-(h-l) pj-(h-l) ̂ -^ , ^-(h-l)-jlD-'-(h-l)-&u
&=1 £ t '

L'hypothèse de récurrence montre que pour tout &=!,...,j-(h-l), on a :

tqJ-(h-l)-^-(h-l)-^HP(o,T).

Par conséquent : t^"^"^ D^'^'^u appartient a HP(o,T), avec :

Htqj-(h-l) DJ-(h-l),|, , c |lu|| _ .
HP(o.T)- ""^>,T)

Ceci achève 1a démonstration de la continuité.

On montre maintenant la compacité de l'opérateur : ui__•> t^3"^ D^'^u

pour j=l,...,m et k=l,...,j, avec qj<= IN.

Soit (u^ ;nelN) une suite bornée dans ^^(o.T). On peut en extraire

une sous-suite, notée encore (u^ ; ne IN), qui converge faiblement vers u dans

^^(o.T). Par différence, on peut supposer que u=o.

Montrons que la suite (t^^ D^ u^ ; ne IN) converge fortement vers 0

dans HP(o,T) quand n -> + °° .

On a : u^e ^^(oJ). D'après la première partie de la démonstration, on en

déduit que : t^^ D-^ u^ appartient à HFto.T).

Par conséquent, t^"^1 D^'l< u^ appartient a H^o.T).

Or, puisque k^l, D^ {t^-^1 ̂  u^} = -i(qj-k+l) t '̂̂  ̂  u^t^'-^'^D^^-^u

appartient à H^oJ).

Par conséquent : t^"^1 D3^ u e H^o.T), avec :ï> n

^tw + ^ "Jl D+I ^ c ^J m+n » où c est une constanter n HP'^o.T) n ^^(o.T)
indépendante de ne (N.
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Or : D-̂  u^e hP'^oJ), puisque u^€= H^oJ).

Donc : D^ %€ W^^^oJ), car HP-^o.T) <^ HP-^oJ).

On en déduit (voir : proposition 1 .2 de [4]) que t^ Q3' u e hP(o,T) et que,L ri

pour tout n > o, il existe une constante C > o indépendante de ne IN telle que :

"^ ̂ ""•^.rr"'^1 °r"n« ,̂̂  cjior "ji^^^,
^ """"0^) + cn "DJt'k """H"-^^) •

Posons : M == sup ||u II , .nev "ÇSt0.^
Soit e > 0. On prend n = o-7u . Ensuite, comme l'injection ^^P"J+k(o,T)çHP~q']+k(o,T)

est compacte, il existe ne IN tel que, pour tout n >_ n , on ait :

"^"""HP-^o.T)^-

Donc» pour tout n >_ n , on a :

llt^^D^uJ , < c .
t n H P ( o J ) ~

Ceci prouve que la suite (t^3" D3" u ; n^ [N) converge fortement vers 0 dansu n
HP(o,T) quand n -^ + oo.

Le lemme 2.3 est donc complètement démontré.

Lemme 2.4. Pour tout p € 2, l 1 opérateur D. est Iznêaire continu et à indice de

H^oJ) s^ HP(oJ), d^ndzce 1, et de W^^oJ) sur W^oJ^ d^ndice 1.q »m q ,m

Dénions trati on : La première partie du lemme est triviale.

Soit ue '("'^(o.T). On a : ue HP'1'1^,'!') ; donc D, ue HP(o,T), avec :

ll^i-11!! n < C ||u|| _.- , i , ou C est une constante indépendante
L HP(o,T) ^S (û^)

de u. '
D'après la remarque 2.1, on sait que ue W r (o,T). Par conséquent,

(voir [3]), t^"1 ue H^toJ), avec :
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"^"'^.^"'""^(o.n^l'-'^^n-
Puisque t^ ue H'^P'^oJ), on a : D^ {t^ u}e ^(oJ), avec :

''^"V^^'Oo.n-
Or : D. {t^ u} = -iqm t^'1 u+t^ D. u. On en déduit que t^ D.u appartient

à H"1+p(o,T), avec :

"^VPto.T)1'1"1^1^-

On a donc montré que D.ue W ' (o ,T ) , avec :
t Ç| î"1

|[D.u|| . _^ C ||u|| , , où C est une constante indépendante

•O'1) C (OJ)
de u.

Montrons maintenant que D. est surjectif de W^^ (o,T) sur ^^(OîT)."c q yw q »'TI

Soit donc ue Wm+p(o,T). Comme ue HP(o,T), il existe ve H^^oJ) tel que D . v = u ,

On a : t^ veHP+ l(o,T).

Or : D"̂  {t^v} = c,. t^-"1-1 v + ? c, t^ D"141^ vt m+l ^ k t

- c t01"1""'"1 v + ? c t^^ D"1^ u~ "m+l '' L- k T "t
K~"0

Comme u€ W^^OïT), le femme 2.3 permet de dire que, pour k=o,...,m,q »m
^qm-k pm-k ^^ HP(oJ). De plus. puisque ve HP(oJ). on a t^"1"1 ve HP(oJ),

(car qm-m-l^IN). Donc : D^1 {t^v}^ HP(oJ).

Et comme t^ ve HP(oJ), on en déduit que t^ ve H^^^oJ). Par conséquent :

ve W"14'̂  (o,T). La surjectivité de l'opérateur D. est donc démontrée.q ^m L
Enfin, il est clair que le noyau de l'opérateur D. dans M"1 P (o,T) estL q ,m

de dimension 1.

Le lemme 2.4 est donc complètement démontré.
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Lemme 2.5. Soit p€s IL et soit b(t)£ C ((R) telle que b(o) =0. Alors^ pour tout

j=o,...,m-l tel que qjfIN, l'opérateur b(t) t- D" est un opérateur compact de

^(oj) dans H^oJ).q ,m

Démonstration : pour p=o, le résultat est trivial.

Pour p ^ o, la démonstration se fait par récurrence. Supposons donc que

le lemme soit démontré pour p ^ o et montrons-le à l'ordre p+1.

Soit j un entier compris 0 et m-1, tel que qj€(N. Pour montrer que

l'opérateur b(t) t^ D3 est compact de ^^(oJ) dans HP^oJ) il suffit de
l q ,Ml

montrer que b(t) t^ D^ est compact de ^^^oJ) dans H^o.T) et que

0.. {b(t) t^ D3} est compact de Wm+p+l(o,T) dans HP(o,T).u L q 9 m

Or, d'après le lemme 2.3, t^ D0 est continu de W"1+p+l(o,T) dans HP+l(o,T).L q ̂ m
Comme l'injection ̂  (o,T)<^ HP(oJ) est compacte, on en déduit que l'opérateur

b(t) t^ D3 est compact de W^P'^oJ) dans HP(oJ).L q y m

De plus : D^ {b(t) t^ D^} = - i [b'(t)+qj ^^{t11'3 D^} + b(t) t^ D^ {D,.} .

Comme b(t) € C°°(1R) et que b(o) =o, on déduit que [b'(t)+qj ^^]eC°°(lR) ;

par conséquent : j b ' ( t )+q j ^-^{t^ D3 . } est compact de l'Ç'î"1"1^,-!-) dans HP(o,T).~ L L q ̂ m

Enfin, comme D. est continu de W"14"?4' (o,T) dans Wm+P(oJ) et que, par hypothèseL q ,m q ,m

de récurrence, b(t) t^ D^ est compact de W^^o.T) dans HP(o,T), on déduit que

b(t) t^ D^ {D^.} est compact de W^^o,!) dans HP(o,T). Par conséquent,

D. {b(t) t^ D-3} est compact de W"1'1"1-'4'1^,'!') dans HP(o,T). On a donc montré quev L q, m

b(t) t^ Q3 est un opérateur compact de W^P"1"1^,'!') dans H^^o.T). Le lemme estL q ,m

donc démontré pour p ^ o.

Pour p ^ o, on procède encore par récurrence. Supposons que le lemme

soit démontré pour p ^ o et montrons-le à l'ordre p-1.
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Soit j un entier compris entre 0 et m-1. Comme toute partie bornée de

^q.S (OJ) est T1111^ Pai" l'opérateur D^ d'une partie bornée de W'^oJ),

il suffit de démontrer que l'opérateur b(t) t̂ ' D^ {D^.} est compact de

0°'̂  dans ^(o'T). Or, on a :

b(t) t^ D^ {D^.} = D^ {b(t)tqj D^} + i [b ' ( t )+qj ^1] t̂ ' D^ .

L'opérateur [b'(t) + qj b^-] t̂ ' D^ est continu de ^(o.T) dans

HP(o,T) ; comme l'injection HP(o,T) c» hP'^oJ) est compacte, cet opérateur est

compact de W^(o,T) dans H^^o.T). De plus, par hypothèse de récurrence,

b(t) t^ D-[ est un opérateur compact de 1^(0,1) dans HP(o,T) ; donc

D^ {b(t) t^ D^} est un opérateur compact de ^(oJ) dans hP'^o.T).

Par conséquent, b(t) t^ D3 {D } est un opérateur compact de W^PÎO.T) dansl L q.m' '
H (o,T). Ceci achève la démonstration du lemme pour p < o.

Le lemme est donc complètement démontré.

1 1 . 1 . 2 . Espaces de Sobolev avec poids 1^ (IR") et l/ (IR").

Soient q un nombre réel ^ 1 et s un entier >_ 0 tel que qse IN, a e. î et

1 un intervalle de [R. On définit les espaces de Sobolev avec poids suivants :

W^dR") = {u^H^dR") ; t^ ueH^IR" ) }

Wq^(lR;) = {UéH^^IR;) ; t^ ue^lR;)}
et
Wq\s( I ;L 2 ( (R n - l ) )= {ueH £ - s ( I ;L 2 (R n - l ) ) ; t^ u^ H^ 1 ; L^ R"-1)) }.

Ce sont des espaces de Hilbert si on les munit de la norme du graphe.

Remarque 2.2. On a l'injection continue suivante :

^(''"'«ï^qsC'") '<,(•<").
o p

où W^(IR ) est l 'espace introduit dans [2]. De même sur V^. Pour les propriétés

de ces espaces, voir [2].
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Proposition 2.2. Soient ne 1 et se IN tel que qse IN. Alors^ pour tout entier k
QkteZ- que o ^ k ^ s et qke IN» l'application : ul—^ t ' u est linéaire et continue

de ^ .(IR") (resp. ^ (E^) ) dans ^"^(IR") (resp. ^"^(IR;);.c| 9 s q, s T +

Démonstration :
0 n

1er cas : Jl-s^o. Soit ue W (1R ). On a, puisque a et a-s sont des entiers > o :———— q^s —
UÊ H^'^IR; L^IR11"1)) et t^ u €= H^(IR; L^IR""1)) .

Par transformation de Fourier surIR, on obtient, de la même façon que

pour la proposition 2 .1 , que t^ ucsH^'^IR ; L^IR""1)), pour k=o,...,s tel que

qketN.
Comme jl-s+k>LO, on a : t^ ue L (IR ) . Pour montrer que t^ u appartient

à ^"^(IR"), i1 suffit donc de montrer que D^5^ {t^u} appartient à L2(lRn) et

que, pour i=l,...,n-l, D^s+k U^u} appartient à L2(lRn) .
1

Nous avons montré que t^ uê H^S+k(IR; L2(IRn" l)) . Par conséquent :

D^^U^u} appartient à L2^").

Par ailleurs, uê H^^IR") et t^ u€ H^dR") ; donc ueL^IR ; H^^IR'1"1))

et t015 ue L2((R; H^IR11"1)) . Un théorème de dérivées intermédiaires, appliqué

après transformation de Fourier sur(R, permet d'en déduire que, pour tout entier

k=o,....s tel que qkêlN, on a : t^ ueL^IR; Hjl"s+k((Rn"l)) . D'où, pour

i=l.....n-l : D^s+k {t^u} e L2(^Rn).
1

La démonstration de la proposition 2.2 est donc achevée sur 1R lorsque

À-S^O.

2ëme cas : j l -s<o. Soit u e W ^ (IR"). On définit une distribution v sur IR" par :———,—— q, s
Jl-s

1 2 2 ~?~ -v(x) = y { ( l+ |ç ' | +T ) u ( ç ' , T ) } (x) , où . désigne la transformée de Fourier

sur IR" et y désigne l'inverse de la transformée de Fourier sur IR".

Comme uê H^dR") et t^ uê H^IR"), on a : ve L^IR") et

tqs veHS((Rn) . Donc, v appartient à W3 .(IR"). Et, d'après le 1er cas, pourq,s
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tout entier k=o,...,s tel que qkelN, on a : t^ v e H ((R"). On a donc, pour tout

k=o,... ,s tel que qkelN, v e W ^ .(IR") ç W^IR") . D'après M, on en déduit que,q, K qK

pour tout j=o,...,qk, on a : t^ ~3 ve H "^iR"). Par conséquent, pour tout

k=o,... ,s tel que qkelN et tout j=o,...,qk, on a :

qk-j ^J ^-s
W z CP ( l+ lç ' ^+ ï 2 ) 2 DP { ( l + l ç ' ^ + T 2 ) 2 } D^"-3"? u(ç ' ,T)e L^IR") .

p=o 'J T T

l̂l n &-S _
On a : DP {( l+ lç ' I^T2) 2 } = Srp-.Cp^T21^ ( l+lç ' I^T2) 2 , où [j] désigne

^Ld
le plus petit entier positif ou nul supérieur ou égal à ^ .

k-qk+ji-s
Pou r j=qk , la formule (^) donne : ( l + j ç ' ^ + T 2 ) 2 ueL2( lRn) .

Pour j = qk-1, on a :
, k-(qk-l) t- s k-qk+1+ji-s ^

| ( l + l Ç • | 2 + T 2 ) 2 D ^ ^ l + I Ç ' I ^ T 2 ) 2 } U | ^C | T | ( 1 + | Ç • | 2 + T 2 ) 2 ' |U|

k-qk+Jl-s
^ C ( l + | ç • | 2 + T 2 ) 2 |u|eL2(IRn) .

k-(qk-l)+j?.-s _ ,
Donc, T( l+|ç l |2+T2 ) 2 u appartient à L^IR") . Et, par différence,

k-(qk-l)+^-s
la formule W donne que ( l + | ç l | 2 + T 2 ) 2 D ueL^IR") .

Soit maintenant j un entier tel que o<j^qk- l . Supposons, par récurrence

que, pour j ' = j et j ' = j+1, on ait, pour tout p = o » . . . ,qk-j ' et tout r = ["-^] ,... ,p :

T^-P (l+jç-jV)"^"1'' D^"-P ueL^lR") .

Soit alors p= l , . . . ,qk-(j- l) et soit r =|^1 + 1,... ,p. On a :

k-(j-l)+)i-s
|,2r-p (i,iç.|2,,2) 2 ^qk-U-D-p , (

k-J'+^-s _ / ^
^ C l^-1)-^-1)^^!2^2) 2 ( ) D^'-(P-1) u l€L 2 ( lR n ) ,

d'après l'hypothèse de récurrence car p-1 est compris entre 0 et qk-j et r-1 est

compris entre [ -!— J et p-1.

Pour r = [jj-j , si p est impair, le calcul précédent est toujours valable
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car [^j -1 = [•^—] • Si p est pair, on a :

k-(j-l)+^-s-p
( l , j ç . l 2 , , 2 ^ - - 2 D q k - ( j - l ) - p , ._

k-(j+l)+Jl-s^(p-2)
( l , lç. l2,^-———2"——^-(j+D^p-z) ^^(IR"),

par hypothèse de récurrence puisque o^p-2^qk-(j+l).

Et, par différence, la formule (^(-) montre que :
k-(j-l)+£-s

( l + l ç - l ^ ï 2 ) 2 D^'-1) u e E L 2 ^ " ) .

On a donc montré par récurrence que, pour tout j=o,...,qk, tout

p=o,... ,qk~j et tout r = j ^ j ,... ,p , on a :

k-j+il-s
,2r-P(^|ç.|2^2) 2 ^qk-J-P , ̂  L^ R") .

En particulier, pour j=o et p=o, il vient :
k+Jl-s

( l + | ç • | 2 + T 2 ) 2 Dqk uê L^IR") .

Ceci prouve que tq u appartient à H^"5'1' (IR") . La proposition 2.2 est

donc montrée surIR", dans le 2ème cas.

Le résultat, lorsque u appartient à wf; ^(IR") , découle du lemme suivantq ,s "r

Lemme 2.6. Il existe un opérateur de prolongement P linéaire et continu de

W^(IR;) dans^^).

Démonstration :
f u(x ' ,t), si t ^ o

On pose : Pu(x' , t ) = ^ r
z a. u(x ' ,-jt), si t <o,

J=l J

^ k
avec r = max (qs-il, qs, il-s-1+qs) et où z a. (-j) = 1

J=l J

pour k = min (&-qs, -qs),..., max (il-s-1,-1). On peut trouver des a. satisfaisantu
ces conditions car i1 s'agit d'un système carré de Vandermonde.
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On montre, de la même façon que pour le lemme 2 .1 , que P est un

opérateur linéaire et. continu de W^ (IR") dans I/ (IR") .

Dans les deux lemmes suivants, m et r sont deux entiers tels que

o < r ^ m et q(m-r)ê IN.

Lemme 2.7. Soit pe!N et soit u<= '̂ ""''̂ (IR1^) tel que, pour tout i=l,...,n-l ,

on ait D^ ue ^m-r^'i1) • A^ors' P0^ tout h=o, . . . ,m-r tel que q(m-r-h)e IN

et tout a = ( c x ' . a )€ IN tel que |a| ^m-h et a < I î1-h, on a :

^ ̂  {^(m-r-h^p+l^ , avec :

-::•:• "-"-'-..,,<,- -•c.,,.:,—.,̂ ,,,.;,-
où C esé une constante indépendante de u.

Démonstration : D'après la proposition 2.2, on a t^"1"1""11) u^ Hm+p~h(IRn) .

1er cas : |a[ <m-h. Alors, on a : D"' D"" {tq(m~r'h)u}e H^P'^I01! (IR" ).

Comme m-h-|al^l, on a donc : D"; D"" {tq(m"r"h)u}eHP+l(^Rn) , avec :
/\ U •

11D; : D^ U^-^u}!! , <_^ ||u|| _ . où C est une
HP^dR;) ^-rCR1;)

constante indépendante de u. , '

2ême cas : |a| = m-h. Comme o^ < m-h, il existe i=l,...,n-l tel que a. ^_ 1 . Alors :

D"; D"" {^-r-^ u} = D6 : D"" {f^-^ D u} ,A c X L X •

avec :
f3 ' = ( a ^ , . . . , a^.^ , a.,-1, a^ ,..., a^).

Si Ton pose e = (e ' ,a ), on a : |e | <m-h. De plus : D uêW"1'1"? (IR") ." x . c j j in"" r* 4'

On applique le premier cas à D u. Par conséquent : D"^ D " {tq^m"r'h)u}eHP+l( IR"),"- x t • +'

||D;: D^ {t^-^^ ^ C |1D, u|| _ ^ , où C est une
Hp (IR;) i ^-r^:)

constante indépendante de u.

Le lemme 2.7 est donc démontré.
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Lemme 2.8. Soient pe D et ue W^-r^- 5Î; pow i=l.--.n-l. D^ ueW^P (IR;)

^ s. UCEW;̂  (^ ; L^IR"-1)), a^s u<= W^^dR;) , a^ :

«""^r^n^-ll""^ ^n^^ll^"»^ n ̂ """^p.1 . ̂  n-1. -
q^-r1 +/ q,m-r1 + / ' 1 • "q,m-rvlK+7 '•q,m-rvlK+' ("' ))

où C est une constante 'indépendante de u.

Démonstration : On a : ue H^^IR^) ; donc, pour A=O,. .. ,p+r, on a :

ue H15'1'1""^^ ; HA(lRn' l)) .

Puisque, pour i=l,...,n-l, D u e W^P (IR") , on a : D u<£ HP+r(^Rn) ;
A. Llïlll-r -r )(_ v +'

Donc, D^ u<= HP+r"&(IR^ ; H^tIR""1)) pour A=O,. .. ,p+r. Par conséquent, pour tout

Ji=o,...,p+r, on a : , . , -
ue^-^ ; H^dR"-1)).

Mais on a, de plus, par hypothèse : u S M^^ 1R,. ; L2(lRn" l)) ; donc

ueH^P^dR^ ; L^R"-1)).

Par conséquent, pour tout A=O, . . . , p+r+ l , on a :

ueHP^1-^ ; H^IR"-1)). Donc, u € ^+r+l ( IR; ).

Pour montrer que u <E Wm+P+^((Rl^l) , il reste à prouver que :

t^"'-^ u^H^P^dR;).'

Par hypothèse, t^"1"1^ ue Hm+P(lRf;) ; donc, pour tout &=o,...,m+p ,

t^"1-^ ueH^P-^^ ; H^IR"-1)).

De même, t^"1"1^ D^ u <= Hm+P(lR!(l) , pour i=l,...,n-l. Donc, pour tout i=l,...,n-l

et pour tout &=o,...,m+p, on a :

D^ {t^-^u}^ H^P-^ (1R^ ; HW1)) .

Par conséquent, pour tout A=o,...,m+p , on a :

^(m-r) ueH^P-^^; H^dR"-1)) .
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Comme uç W^( 1^; L2^"-1)), on a : t^"1-^ u <= H^P^; L^IR"-1))

On a donc : t^-^ u e H^P^ (O^; H^IR"-1)), pour tout .=o,...,m+p+l.

Ceci implique que : t^"1"1^ u €= H^P^IR") .

Le lemme 2.8 est donc démontré.

11.2. Etude d ' u n opérateur différentiel ordinaire.

11.2.1. Notations et résultats.

Soit M l'opérateur différentiel défini sur (R par

M(t,D.) u(t) = D"' {t^ u(t)} + '"Z aJt) D3 {t^' u(t))
j=o " ''

où
( i ) q est un nombre réel > 1 , m un entier > o tel que qme IN ;

(ii) pour j=o...m-l, a.e C°°(IR) et a. = o si q. ^IN.J J j

On considère l'hypothèse suivante :

(H) Pour tout te 1R et tout T e iR, on a :

M ( t , x ) = T"1 t ( 'm+mE l a.(o) ï3' t̂ ' ^ o.
j=o J

Cette condition (H) est équivalente à dire que les polynômes

P^r) = T m + m z a (o) ï3

j=o J

et
P - ( T ) = (-l)^ T"1 + ""E1 a , ( Q ) (-1)^' T3'

j=o ^
n'ont pas de racine réelle. On notera m (resp. m^) le nombre de racines T de

P^T) = o (resp. P"(r) = o) telles que Im T > o.

Théorème 2 .1 . Sous l'hypothèse ( H ) , pour tout pe Z et tout T > o , M(t ,D.) est un

opérateuy linéaire continu et à indice de W^^-TJ) sur H^-TJ) d'indice indê-
H ï 1 1 1

pendant de p et égal à m-m + m .



I I - 20

Corollaire 2 . 1 . Sous l'hypothèse ( H ) ^ soit p^ 2. Si u appartient à \^^{-'\^} etC| <>m
sz M(t,D.) u appartient à H134' (-TJ), alors u appartient à M^^^-TJ) ê^ on a :

" q î^l

H m+n+i iC {)|M(t,D )u|| +||u|| }
^ +I(-T,T) t HP^-TJ) ^(-TJ)

<9zî C ês^ une constante indépendante de u.

Coronaire 2.2. Sous l^hypothèse ( H ) , si u^^-TJ) et si M(t ,D.) uê C°°(-TJ),

alors u € C°°(-T,T).

On retrouve ainsi un résultat qui découle du théorème 4.2 de [5] et du
théorème 3 de [6] .

Le théorème 2 . 1 se déduit d'une étude sur ( o , T ) .
Pour cela, on introduit l'hypothèse :

(H^) Pour tout te R^ et tout T e IR, on a :
M ^ ( t . T ) ^ o.
Ceci équivaut à dire que le polynôme P ( r ) n ' a pas de racine réelle.

Théorème 2.2. Sous l^ypothèse (H )^ pour tout peZ et tout T > o , M(t,D.) est un

opérateur linéaire continu et à indice de W " ( o , T ) sur H ' (o ,T)^ d'indice indé-q î 1 1 1

pendant de p et égal à m-m .

Corollaire 2.3. Sous l^ypothèse (H )^ soit peZ et soit ue ^^(oJ) tel que—————————— + q»m

M(t ,D. ) u€ HP+l(o,T); alors u W^^^oJ) et on a :L q »m

1 1 " 1 1 ni+n+l 1 C ^ ||M(t.D ) U|| ^ + ||U||

^^(oj) t HP+ l(o,T) <^°.'0

où C est une constante indépendante de u.

M
Corollaire 2.4. Sous l'hypothèse (H ^ si u<s^'([oj])^ si M(t,D.) ueC°°([oj])

alors u€ C°°([o,T] )•

M -^'([O»1 ']) désigne l 'espace des restrictions a (OJ) de^) ' ( lR).
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1 1 . 2 . 2 . Démonstration du théorème 2.2 pour M f t ,D )__________________ o v t / '

Proposition 2.3. Sous l'hypothèse (H^), M^(t,D^) est un opérateur linéaire continu

à indice de W^^(o,T) sur L^o.T), d'indice m-m^ .

Démonstration : Cette étude est analogue à celle faite dans [10]. On fait le chan-

gement de variable : y = ̂ - ; et, dans 1 "équation : t^ M (t,DJ u(t) = t^f(t)

on fait le changement de fonctions f, (y) = t L f(t), w(y) = t^ u(t).

L'équation précédente devient :

P(y>D^) w(y) = Pp(y,D^) w(y) + P^(y,D^) w(y) = f^(y)

où : m-1 .

^^y) = ̂  z aT( o ) ^J y j=o J y
et m j

Pl(y,D ) = z E C.. y-' D3-' .
y j=o k=l Jk y

On a :

"^n/0^ -«'^we Hm(-", y(T)) ;

fêL^oJ) ^=^ f^êL^-», y(T)) .

L'hypothèse (H^) implique que P^y.D ) est linéaire continu et a indice

de H^-oo, y(T)) sur L2(-~, y(T)) , d'indice m-m^ .

Les coefficients de P,(y,D ) tendent vers 0 quand y tend vers -°° , et
J

Tordre de P^(y,D ) est inférieur ou égal à m-1 ; on en déduit que Pi(y,D ) est

compact de H^-", y(T)) dans L^-», y(t)) ; par conséquent, P(y,D ) est a indice,

d'indice m-m^ , de H'V.», y(t)) dans L2(-°°, y(T)) .

Par un argument de perturbation, on obtient facilement la surjectivité

de P(y,D ) de H"^-", y(S)) sur L (-°°, y (S)) , pour S assez petit tel que o < S ^ T ,

car la norme de P^y.Dy) dans ^(H'V", y(S)) ; L^-», y(S)) ) tend vers 0 quand

S tend vers 0.



II - 22

En revenant à la variable t, on a donc démontré que M (t,D.) est à

indice, d'indice m-m , de W"1 _(o,T) dans L (o,T) et qu'il existe S, avec o < S < T ,• if"
tel que M.(t,D.) soit surjectif de M"1 ,Jo,S) sur L^o.S).

U L €1)111

Démontrons maintenant la surjectivité de M ( t»D . ) sur (oJ) :
vJ L

r\

Soit f € L ( o , T ) ; il existe u €• W" n,(o,S) tel que M^(t,D,) u = f

sur (o,S).
Soit y une fonction de^(JR^), égale à 1 sur (0, '2) et à 0 sur (S,T),

avec Q <_ (fi <_1. On a :

M^(t,D^) ((f u) = f sur (o, ^2)

et Mo( t»Dt) ( f u) = 9 sur (^J) avec g€ L2(o,T).

Soit v € H"̂ ,-!-) tel que :

M^t.D^) v = f-g

et D'3 v (%) = o pour j = o ... m-1.

'̂  <îSi v désigne le prolongement par 0 de v sur (0, >é), on a :
'Vi

v € "q.m^^
MQ(t,D^) î = f-g sur (^J)

et M (t,D.) v = o sur (0,%).

'\i
Posons : < f r = < y u + v ; o n a :

u ^ ̂ °^

et M^(t,D^)^ = f sur (o,T).

Ceci démontre la surjectivité de M (t,D.) sur (o,T). La proposition

2.3 est donc démontrée.

Pour démontrer le théorème 2.2 pour p^o , on utilise la méthode de [3].

On écrit :

M^t,D^) = M^(t,D^) + l^(t,D^),

où :
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M
m-1

1 (t,D^) = t^ D; + z a _ ( o ) t^ D^
i=n " "3=0

et

avec

m j
M. (t,D.) = E s a . . . t^ D^

L j=l k=l J t k t

a.^ = o si qj ^IN.

Le lemme 2.3 nous dit que M^(t.D^) est un opérateur compact de W'^oJ)

dans h|P(o,T), pour tout p dans 2.

Démontrons que M^(t,D^) est un opérateur à indice, d'indice m-m , de

W^(o,T) dans H^o.T), pour tout p dans 2.

Pour p=o, ceci découle de la proposition 2.3 et du fait que NL(t,D..)

est un opérateur compact de W^ JoJ) dans [^(oJ).

Supposons le résultat démontré pour p >_ o et montrons-le à Tordre p+1.

Pour tout u€ W^^^oJ), on a :
H 91"

Df tM^(t,D^)u} = (M^(t,D^) + M' ( t ,D^)} (D^u)

m-2ou
M ' ( t , D ^ ) = i {qm t9"1-1 D1"-1 + z q( j+l ) a_(o) t^^1)-1 ^ } .

j=o J c

Le diagramme :

- <:

^

M, + M"
P/o T\ 1 , uP/
m ^ 0 " ! > n (

^ é

\

3+1 / „ M!
m (OJ) ———————————> HP+

o,T)
^

"t
^o.T)

est donc commutât if.

Par hypothèse de récurrence, M^(t,D^) est un opérateur à indice,

d'indice m-m^ , de W^P(o.T) dans hP(o,T). D'après le lemme 2.3, M'( t ,D ) est

un opérateur compact de W'^oJ) dans H^oJ).
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Le lenïiie 2.4 et le fait que le diagramme soit commutatif permettent

de conclure que M^(t,D^) est à indice, d'indice m-rn^ , de W^^^oJ) dans

HP^oJ).
Pour p < o, on utilise la même méthode : on suppose que le résultat

est vrai pour p+1 ; et, comme ci-dessus, on 1e montre pour p.

La compacité de M) (t,D.) de W^^o,!) dans L^o.T) nous permet deL- L q 9 m

conclure que M^(t,D^) est à indice, d'indice m-m^ , de W^^oJ) dans H^oJ).

pour tout p dans ï.

Puisque l'indice est constant, la codimension de M (t,D.) (W^foJ))o t q^ff î
dans H^oJ) est constante. La surjectivité de M (t,D ) de W"1 (o,T) sur L2(o,T)o L q.ni
entraine la surjectivité de M (t,D ) de W'^Sto.T) sur HP(o,T) pour tout p dans Z.u L q ) m

Ceci achève la démonstration du théorème 2.2 pour M (t,D.).o \f

1 1 . 2 . 3 . Démonstration du théorème 2.2 pour M(t,D.).
•ï , , n u. • ,-^ jii ,/ j - ï , ^ - - - U

On a : M(t,D^) = M^t.D^ + [M(t,D^) - M^(t,D^)]

où : M(t,D ) - M (t,DJ = "'Z b.(t) t̂ ' D3

" 0 " j=o J T

avec b.(t)€ C°°(IR) e t b . ( o ) = o .
J J

Le lemme 2.5 montre que M(t,D.) -M (t,D.) est un opérateur compact de
t» .0 L

W^(o,T) dans hP(o,T).

D'après 1 1 . 2 . 2 , M^(t,D^) est à indice, d'indice m-m^ , de W'^'PÇo.T)

sur H^oJ). Ceci entraîne que M(t,D.) est à indice, d'indice m-m, , de Wm+p(o,T)^ • q ,m
dans H^oJ).

Pour montrer la surjectivité de M(t,D.), on procède comme suit :

^(^f) ^et un inverse à droite R de L (o,T) dans W"1 (o,T) ; l'applicationu t ^ ^ q,m
f ——> R f (où f est le prolongement par 0 de f sur (S,T)) est un inverse à droite

pour M^(t,D^), de L (o,S) dans W^ ^(o,S) pour tout S €]oj], de plus, sa norme

est indépendante de S.
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Par un argument de perturbation, on en déduit facilement qu'il existe

S assez petit tel que M(t ,D.) soit surjectif de W"1 (o,S) sur L (o,S), car lat q ,m
norme de [M(t»D.) - M (t,D.)] tend vers 0 lorsque S tend vers 0.

c \J L

La méthode utilisée pour M (t,D ) permet d'obtenir la surjectivité de

M(t,D^) de W^(oJ) sur L^oJ).

Puisque M(t ,D.) est à indice, d'indice indépendant de p, la codimension

de M(t,D.) (W^P(oJ)) dans HP(oJ) est constante. Comme M (t ,D.) est surjectifL q ,m L

de W"1 (o,T) sur L2(o,T), on obtient que M(t,D.) est surjectif de W'^oJ) surq »m L q »m
H^oJ), pour tout p€ î.

1 1 . 2 . 4 . Démonstration du théorème 2.1 .

Proposition 2.4. Sous l'hypothèse ( H ) ^ M( t ,D . ) est un opérateur 'linéaire continu

et à indice^ d^zndice m ^ de W ^(-1,0) sur N ' ( -7 ,0 )3 pour tout p€ 2.- q ?m

Démonstration : On fait le changement de variable y = -t. L'opérateur M(t ,D.)

N(y,D ) = ̂  a.(y) (-1)^ D3 (y^.) . (-1)^ D; (y^.).
y j=o J J J

Puisque M(t ,D.) vérifie l'hypothèse (H), on a :

Pour tout yé IR et tout T € IR , N (y,T) ^ o et le nombre de racines T de N (I,T) =o

telles que Im T > o est égal a m - m_ .

Le théorème 2.2 nous dit que N(y,D ) est à indice, d'indice m-(m-m^) =m^ ,
j

de W^^oJ) sur H^oJ), pour tout p €. ï.q s m

En revenant à la variable t, on obtient que M(t,D ) est linéaire continu

à indice, d'indice m , de W^-T.o) sur H^-T.o).- q ?m

Pour démontrer le théorème 2 .1 , on utilise le diagramme commutatif

suivant :
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O-^^O0^ —MJLM—' H P ( -T t o ) x HP(0•T)

c (-T' T) M H? (-T, T)

oû r(u) = ^K-T.o) ' "Koj) )•

Le théorème 2.1 découle du lemme suivant :

Lemme 2.9. Soit peZ ; Z.'opérateur r est linéaire continu et à indice, d'indice

-p, de HP(-T,T) dans h|P(-T,o) x H^o.T) et de iTO- '̂O dans ^(^.o) x ̂ (oJ).
H»"1 H » 1 1 1 tj»!1!

Dëmonstration : La première partie est triviale.

Pour démontrer la seconde partie, on utilise le diagramme suivant :

0-T,T) - O-^0)x O0^
D ^ x D ^

^(-T.T) '- ^'(-T^) x WO.T)q,mq,m

L'opérateur D. étant à indice, d'indice 1, de W'""1'^^-!,!) dans

^£(-T,T), de ^(-T.o) d.ns ^(-T'°) et de ̂ \^) dans ^(°.T),

le lemme 2.9 sera démontré si l 'on montre que r est à indice, d'indice 0, de

W^(-T,T)dansW^(-T,o)xW^(o,T) .

Soit (u^ ,u^)€ ^^(-T^o) x W'^^oJ). On note u la distribution

définie par U | , - F x = u^ et Ui ,^ -^ = u^. On a : ué L2(-T,T).

Pour montrer que t^ ue H'^-T,!), i1 suffit de démontrer que :

D; (t^u)^ L2 (-TJ).
m

On a : D; (t^u) = z C . t^-3 D;-3 u et :
J=o
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^ u - ̂  u! - ̂  "2 = mTl ^ 6(i). P^ Ù=o ... m,

car c'est une distribution à support réduit à {o}, qui appartient à ^""'(-TJ).

On a donc, pour j = o , . . . , m :

tqm-J pm-j ^ ^ ^qm-j ;yp^ ^ ^qm-j p^T,
t L 1 L 2

d'où D; (t^u^E L^-TJ), soit t^ uê H^-TJ).

Ainsi, la surjectivité de r, de ̂  _(-T,T) sur W"; _(-T,o) x W"1 (o,T)
-i 5'" ^•j îiii Cj 9 rïi

est démontrée. L'injectivité de r est évidente ; le lemme 2.9 est donc démontré,

III. THEOREME D ' I N D I C E DANS î2.

II 1.1. Estimations a priori dans [R11 .

On considère l'opérateur L = L(x,t ; D ) défini sur (R" par :
m-r

Lu(x) = L (x , t ;D^) u(x) = Z P^ ( x ; D ^ ) {t^-^) u(x)} ,
où "^

( i ) q est un réel > 1 , m et r sont deux entiers tels que o < r ^ m et q(m-r)6[N;

(ii) pour tout h=o,...,m-r, Pm"h(x ; D^) est un opérateur aux dérivées par-

tielles à coefficients indéfiniment différentiables et a dérivées

bornées dans IR", d'ordre m-h au plus :

P^x.D,) - E p^tx) D; ;
| a [ <V\- h

Si q(m-r-h) ^IN, Pm"h(x ; DJ est, par définition, l'opérateur nul.
/\

(iii) P (x ; D^) est un opérateur d'ordre m, elliptique dans IR" , c'est-à-dire

que pour tout xe 1R^ et pour tout ç €. IR" \ {o}, on a :

P>;ç) = , ^ P^x) ç^O.
|a| =m

r

Pour tout h=o,...,m-r, on note P^i,(x ;D ) la partie principale d'ordre

m-h de P^x ;D ).
/\
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On introduit alors la condition "d'ellipticité générale" suivante :

(C^) Pour tout x 'e IR"'1, pour tout t€W^ et tout çefl^Mo}, on a :
iri—r

L , (x - ,o ; t ; ç ) = E P^ ( x ' , o ; ç ) t^"1-^) ^ o .
h=o

Cette condition implique en particulier que l'opérateur à coefficients

constants P^o ; D^) est elliptique, c'est-à-dire que, pour tout ç € IR" v {0} ,

on a :
P,, ( o ; ç ) ^ o.

Pour tout ç 'e IR"" \ {o}, soit y le nombre de racines T de l'équation

P[;(o ; Ç ' , T ) = o

telles que Im T > o. Si n=2, on supposera que \i ne dépend pas de ç ' .

On définit alors y opérateurs frontière, à coefficients C^IR") :

B.(x,D ) = E b. (x) D" , j=l,...,y ,
Ni"1,

J

où, pour j=l,...,p, m, est un entier inférieur ou égal à r-1.j

On note ïB = (ïB_ ; j=l,...,?), où Y désigne la restriction à R""1.
J

On suppose que le problème (P*", vB) vérifie la condition de Sapiro-Lopatinskii :

(C^) Pour tout ç '€ ^""^{o}, le problème aux limites :

P^ (o, ç - , D^) v(t) = o

S0^''^^-0

n'admet que la solution v=o dans 5^(10» où Bo(x î 0 ) désigne la partie prin-• j x
cipale d'ordre m. de B.(x ;D ).J / J x

Pour tout p€lN, (L,ïB) induit un opérateur linéaire continu de

Cm-r^;) d^HP(R;) x ï H^P-^-èdR"-1).
'' j=l

Dans ce paragraphe, nous allons montrer le résultat suivant :
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Théorème 3 . 1 . On suppose que les conditions (C ) et ( C 9 ) sont vérifiées. Soit

p€(N. Alors^ il existe deux constantes e > o et C > 0 telles que : si uêW"1 (f^}P P q^m-r ' + 7 5

avec support de u contenu dans ta boule de centre 0 de rayon e et si
1 P

(L,YB) u €HP(IR;) x S l/ p mj ^IR""1) , a^rs :
J=l

( i ) :u app^t^nt a W^^(IR;) ;

w """C-^^ '"^(^Â^V-f^; """O.:)' •

Démonstration : Pour tout e > o, on note B(o,e) la boule de centre 0 et de rayon e.

On démontre d'abord l'estimation a priori (ii) dans le cas où p=o. Avec

les hypothèses (C^) et (C,) , on déduit du théorème 2.6 de [9] (voir aussi [10])

qu'il existe 6 > o et C > o telles que, si ué W"1 (IR") et siq ,ïii"* r •
supp uC IR"" x [o,ô[, on ait :

il "II m n ^fimoj ;D )u | | . + Ï ||YB.(o,D)u|| ,„! , + fl u|| ,
^(^)-j x L2^) j=l ^ / H^j-^^-1) ""W^(^)

Les hypothèses faites sur les coefficients de L et des B. impliquent
j

que, pour tout n > o, il existe C > o et p > o telles que, si u€ W"1 (p") etn q,m-r' +'
si supp uC B(o,p), on ait :

l|L(o,t ;D ) u -L (x , t ;D )ul| . < n|H| „

^: L ( tR ' ; )~ ^-r^

||YB (o,D) u-yB (x,D)u|| 1 ^ n||u|| + C ||u|| „ ,
J J H^j^dR01) ^((R;) ^ ^(IR;)Al"1 f IR"^ n U"1"1 /IR"1

Nq,m-r(lR+/ wq,^l-r('R+;

Par conséquent, en choisissant n de façon que (p+l)C.n = ~ , on montre

qu'il existe e^ = min (ô,p) et C^ > o telles que, si u e W^ ^.^(IR!,1) et si

supp u CB(O,EQ), on ait :

"""^.^^^•"""L^:)'À "^""H-f^"-^ """̂ ,(.:)
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Pour montrer le théorème 3.1 pour p >_ 1, on procède par récurrence sur p.

Soit tout d'abord u appartenant à W"1 _ ((R") tel que son support soit

contenu dans B(o,c) avec o < e < e et tel que

(L,YB) uéH^tR;) x S H^^f^lR11""1) .
J=l

On utilise la méthode des quotients différentiels. Pour h appartenant

à lR \ {o } et pour tout i=l,...,n-l, on pose :

P-jh u^ = ^ [^i---^-! ' x^+h . x.i+i---t) - u(x)].

Si h est assez petit, on a : supp p.. u C B ( o , e ). De plus, p.. u

appartient à W"1 -,(00 . D'après le résultat pour p=o, on a donc :
Lj y lïi I T

''^"^.-^rM111*^"'^2.^)4^1^1^"^^-^"-1)^""1^
On écrit :

et :

L(p^u) =p^ L u + [L.p^] u

ïBj(p^u) = p^ YBjU + [yBj , p^] u .

Les hypothèses faites sur les coefficients de L et des B. , et le fait
j

que supp uCB(o ,e ) impliquent qu'il existe une constante C > o , indépendante de

u et de h, telle que :ll[L•p1h]"^^^cllul^:)
"^•^""H^l^)^1"^,^;,-

D'autre part, il existe une constante ? > o, indépendante de u et de h

(pourvu que h reste dans un borné fixe, par exemple o < |h| < 1 ) telle que :

||p-h Lu|| o „ < e ||Lu|| , „in "^n) - H1^)

et :

ii^^V^"-1) ^ B llï ̂ -^"-v
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En regroupant tous les résultats précédents, on dédurbqu'il existe

une constante C^ > o , indépendante de u et de h assez petit, telle que :

1^11 ,m /^c^
"q.m-r1"^

^ ^l|Lu|| i p + ï ^B,u|| , 1 +l|u|| ,
H1^1;) j=l ù H^^dR"-1) W^^dR;)

11 en résulte que, pour i=l,...,n-l, D, u € l̂ " f [R" ), avec :x_ q »111 r "r

' "'H^:)^-!!1^"1^1-^."-^1"^^,,.:)^ W"1 f IR")100
1 wq,m-rvl'•+/

D'après le lemme 2.8, pour montrer que uê W"1"1"1 (IR"), il reste àCi 9 fTi"" r i
montrer que u € W^ ((o,e) ; L^IR"'1)) .

'-jî'l"

On pose : ffî~r
M ( x ; D ^ ) = E P^m-h)^) "î'^ {t^"1-^).}

m-r
z

h=o
,n-lD'après l'hypothèse (C^), pour tout x ' e i R " , M ( x ' , t ; D . ) vérifie la

conditions (H ) énoncée dans 1 1 . 2 .

De plus, on écrit :

Lu = D*" Mu + R (x,t ; D )u,
L X

où R(x,t ;D ) est combinaison linéaire de termes de la forme :
A

> (x) D°: D01" (tit"-'-").} ,.. \'

avec a = (a',a ) tel que : |a| ^m-h et a < m-h.

j l /mn.-^l u c: d (IR^,

n-1

W"1 riR"/ i^l ^^i^W"1 fIR"^"q,m-r(l'<+; 1-1 1 wq,m-r(lR+)

D'après le lemme 2.7, on sait que R(x,t ; D.,) u ê H (IR") , avec :
X T

| |R(x, t ;D )u|| , < c j j l u
H^IR")"" 1

Par conséquent, DJ, Mu appartient à H^IR^) , avec la majoration :

tMu^l(.:)lcillLUV(.;)+^lll^ullH^4(^-^)+IIU^
II D, Mu||

On a, maintenant, pour presque tout x '€ IR"" :

MueH^lR^) et DJ^ Mue H^IR^) . Donc Mué H^^IR^) e t :
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I r+i lC(x ' ) KMU» ,
H1^1^) 1 t H )̂ H^ R )

,n-lComme, pour tout x '€ R , M vérifie la condition (H ), on déduit du

corollaire 2.3, que u appartient à W"1'1' (o,e), avec :q,m-r'

lC (x - ) ||Mu|| ^ + ||u||
< H^O.e) C-^0^)O0'8) ' ,m-r'

C ( x ' ) dépend continûment de x ' . Comme supp uc: B(o,e) dans IR , on peut donc

majorer C ( x ' ) par une constante C.

On intègre alors par rapport à x'e IR"" ; il vient :

"^qîm-r ^oî^ ; L2^~l^
avec

1 1 " " ^1 2 n-1 ^ c 11^ ^11 1 n + ""II m nCL^o^.l-tIR"1)) ] t H ÎR;) W^R;)^q,m-r'
Et le lemme 2.8 permet de conclure que les propriétés ( i ) et ( i i ) du

théorème 3. 1 sont vraies pour p=l.
Pour p > 1 , on raisonne par récurrence par une méthode analogue.

II1.2. Démonstration du théorème d'indice (théorème 1 . 1 ) .

On reprend les notations du paragraphe I.

Pour p=o, le théorème d'indice est démontré dans [lu] . Pour p ^ 1, il

résulte du résultat de régularité suivant :

Théorème 3.2. On suppose que tes conditions ( C ) et ( C ' ) sont satisfaites. Soit

peIN. Alors^ il existe une constante C >0 telle que : si u appartient à W _ (î2)q,m-r'
et si (L,ïB)u appartient à H^) x n H^^f?^) , alors :

J=l
i i ) U appartient à W ' (î2) ;q »m-r

twlut^lc
^w^^-w^^w
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Démonstration : Pour p=o, la propriété découle du théorème d'innée. Pour p ^ 1 ,

on raisonne par récurrence.

Par "cartes locales" et "partition de l'unité", on se ramène au

théorème 3.1 et aux estimations a priori pour les opérateurs elliptiques.

En effet, soit (0.jL < ^ < i\| un recouvrement fini ouvert de ^ et soit

{0.}. , ^ ur}^ partition de l'unité C°°, subordonnée à ce recouvrement.

Soit u€ W^ ^W tel que (L.ïB) u <= H1^) x n H^1^"^?).
j '""—

Pour étudier e.u, i=l,...,N, nous distinguons deux cas :

1er cas : i est tel que O.f) ^ = 0. , c'est-à-dire O.c^ .

On a : o.j u € kÇ ̂ W et L(G^.u)^ H^^). La régularité à l'intérieur
rn+lpour les opérateurs elliptiques donne que G. u€ W (^2) et que l 'on a :i q, m— r

Qi"ll m+i i C J ||L(e^)|| ^ + ||e.u||
C.-.(") 1 "(") ^(^q,m-r

D'où :
l|Qi"ll nHl lCj|Lu|| ^ + S | |YBul| ^ 1 +||u|| L

C-r(") 1 H (") j=l H j 2^ ^.m-r^) J

2ëme cas : i est tel que 0. f) o, ÇO. .

Soit îp, un difféomorphisme de 0. sur B(o,e:.), e, étant la constante

introduite au théorème 3 . 1 . On a, puisque u ê l/" , ( ^ ) , e. u o ^T^W" 1 ((R11)q^m—r i i q^m—r "r
et supp (e.jU o ^ ) c B(o,c,) .

L'opérateur L se transforme en un opérateur^ . et les B. se transforment' j
en des opérateurs ^> . . .

J 9 1

Puisque ip, est un difféomorphisme, le problème (^ - , ïJ^--) satisfait
' ' J^1

aux conditions (C,) et (C,) .

Nous savons que Lue l-r(^) et que l 'on a :

[Ho-jU)] o ̂  = ^ (e^. u o ^)
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et L(Q.jii) = e. Lu + [L,e.] u

[L,e.]u € H (n) car u e W"1 -,Jt2) ; ceci montre que
• -t 9 ' " •

[L(9^u)] o ^e H^IR;) , c'est-à-dire que ^.(e^. u ° ^1) eH^IR;) .

Par un raisonnement du même type, on obtient que ;

ïA ,(9. u o ^~1} eH^^f^lR""1) .
J 1» 1 1 1

La fonction e, u o ^-1 appartient à l/" ..(IR11) , son support est contenu• i vj ) 111" " r •

dans : B(o,^) et ( ̂  , ï^) (9, u . ̂ 1) H'tR1;) x ; H"1-"'̂ "-!) .
J '""•L

II résulte alors du théorème 3.1 que e. u o ^"1 appartient à W"1'^1 ((R")• i Ci y Nf r »
et que :

le1" ° ̂ "O'':)"!"^'81" ° ̂ "'H^^Ji'^^'^'H—r^"-31" ° ̂ "O"':)"!"^'81" ° ̂ ^^^^^fh^
\

d'où : ôiuew^^(î2) , avec :

+ lle.u o v/" ||" i 'i II m n >

"S,«-rC'1;) •

8,"11 HH.1 £C{l|l-(9l")l 1 + 1 : l|TB(e.u)|| „„ _ 1 + | | u | _ L
'W8) 1 "< " ) ^ 1 1 Hr+l-n'j-^(^) ^^,(a)j

Cette étude de e.u par i=l,...,N montre que :

( i ) u appartient a W^_^(î2) ;

(ii) II"! n l̂ ^ c < IMI l + E IÎ MI r+l-m 1 + 1 1 1 1 ! ! m
€^W ^W J=l J H^j^r) w ^ f . )

|u||
•q.m-r^-7 t • • ̂  ^ - • • ^ -v^ "q,m-r'

Pour p > 1, on raisonne par récurrence sur p et on utilise la même

méthode que ci-dessus. Ce qui achève la démonstration du théorème 3.2.

Pour finir la démonstration du théorème 1 . 1 , notons /> l'opérateur

(L,YB) considéré comme opérateur de W'^r^) dans H^n) x n H1""1'13""1;)"? (r).
j ~—

II résulte du théorème 3.2 que le noyau de ^ coi'ncide avec l'espace

^^q.m-r^ ' (L»YB)U = 0} et ̂  l'image de ^ , notée Im f est égale à

Im ^n{HP(n) x ï H^P^j-^r)}.
J ~1-
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L'injection de W"1"^ (^) dans M"̂ " (î2) étant compactée on déduit desq ) m"' i q, m""" i

estimations a priori du théorème 3.2 (voir lemme 5 . 1 , chap. II [8]) que le noyau

de v/ est de dimension finie et que Im v) est fermée.
P P

Donc, la codimension de Im ^ est égale à la codimension de Im cl .

Comme ^ est un opérateur à indice, on en déduit que j est aussi un opérateur

à indice et que son indice est égal a celui de J .

Le théorème 1 . 1 est donc complètement démontré.

Corot taire 3 . 1 . Sous les hypothèses (0 et (C^y pour tout p^lN^ le noyau de

l'opérateur J .̂ dans W"1^ , ( ^ ) est égal à l'espace N = {u€-^(^) ; f^ u = 0} .P q,m-r p

Démonstration : Ceci résulte du théorème 1 . 1 et du fait que-?(ïï) =D H8^).
s

Remarque : La méthode utilisée dans cet article est encore valable pour une

classe plus générale d'opérateurs elliptiques dégénérés ; ceci sera détaillé

dans un article ultérieur.
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