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APPLICATIONS DE LA THEORIE
DE LA PERSISTANCE EN GEOMETRIE

par

Vincent Humiliere

Résumé. De maniére surprenante, les idées issues de ’analyse topolo-
gique des données, et la théorie de la persistance en particulier, ont
eu des applications trés récentes en mathématiques fondamentales.
Nous en verrons deux. L’une concerne la dynamique des transfor-
mations d’une surface qui préservent l'aire, et 'autre la géométrie
des domaines nodaux, c’est-a-dire des ensembles délimités par les
zéros des fonctions propres du laplacien.
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La théorie de la persistance a infiltré depuis quelques années le
domaine de la géométrie (au sens large). Il est remarquable qu'une
théorie a priori développée pour les applications concretes, se retrouve
finalement utile dans un domaine des maths fondamentales.
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Certaines idées de la persistance étaient utilisées depuis longtemps
dans un sous-domaine appelé géométrie symplectique suite aux tra-
vaux de mathématiciens comme [Bar94], [Vit92], [Ushll], mais le
langage et la théorie des modules de persistance et des codes-barres y
a été introduit par [PS16], rapidement suivis par de nombreux autres
travaux.

Dans la partie 1, nous donnerons un apercu de quelques utilisations
des codes-barres en géométrie symplectique, en nous restreignant aux
applications qui préservent l'aire pour simplifier. Dans la partie 2,
nous discuterons un travail tres récent traitant d’un sujet différent :
I’étude topologique des fonctions propres de l'opérateur laplacien.

Il s’agit d’'un texte de survol qui ne contiendra que tres peu de
démonstrations. Il ne s’agit pas non plus d’un survol exhaustif. Par
exemple, nous ne parlerons pas d’une autre application intéressante
a I’étude du laplacien de Witten par [LPNV13].

1. Applications aux transformations préservant 1’aire

Cette partie aurait pu étre intitulée « Applications en géométrie
symplectique ». En effet, les transformations du plan (ou d’une sur-
face plus générale) qui préservent l'aire sont un cas particulier des
transformations symplectiques qui peuvent étre définies sur des espa-
ces plus généraux, de dimension arbitrairement grande. Nous nous
restreignons a la dimension 2 par souci de simplicité, mais la plupart
des énoncés présentés ici admettent des généralisations.

Nous allons motiver le contenu de cette partie par un probléme
d’apparence anodine.

1.1. Le probleme du disque déplacé. Dans toute la partie 1,
on note D le disque euclidien de rayon 1 du plan R?. Nous entendrons
par disque, toute partie du plan homéomorphe a ID. Nous dirons qu’un
homéomorphisme f : D — D déplace un disque D C D si

f(D)ND = @.
Exercice 1.1. Montrer que pour tout A > 0 suffisamment petit,

il existe un homéomorphisme arbitrairement proche de I'identité en
norme uniforme qui déplace un disque d’aire A.
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Ce n’est pas si facile, mais c’est possible! L’idée est de considé-
rer une homothétie f : z — (1 — &)z, que 'on modifie pour obte-
nir un homéomorphisme qui est I'identité au voisinage du bord. Une
telle fonction f peut étre trouvée arbitrairement proche de 'identité.
A Tintérieur de ce disque, on considére un disque D d’aire A, étiré et
enroulé en spirale, comme sur la figure 1. Si on ajuste bien les choses,
alors f déplace D. Cela est possible des que A < %aire(D).

FI1GURE 1. Un disque enroulé en spirale en gris et son image
par homothétie en gris plus clair.

On voit sur cet exemple que f ne préserve pas du tout l'aire.
Au contraire, elle la contracte. D’ou la question suivante initialement
posée par F. Béguin, S. Crovisier et F. Le Roux.

Question 1.2 (Probleme du disque déplacé). Existe-t-il A > 0 et un
homéomorphisme arbitrairement proche de I’identité en norme uni-
forme qui préserve l'aire et déplace un disque d’aire A7

La réponse est négative comme prouvé indépendamment par
[Sey13] et [DH13]. La solution passe par des méthodes assez avan-
cées, I'un des ingrédients étant la théorie de la persistance. Comme
ces travaux sont antérieurs a l'introduction du langage de la persis-
tance dans ce domaine des mathématiques, les articles cités ci-dessus
n’y font pas explicitement référence, mais la théorie est la de maniere
sous-jacente. Nous allons voir, dans cette partie, comment elle appa-
ralt dans la solution de ce probléme. Au passage, nous mentionnerons
d’autres applications.
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1.2. Les difféomorphismes conservatifs du plan sont hamilto-
niens. Nous allons commencer par indiquer un procédé permettant
de construire tous les difféomorphismes conservatifs (c’est-a-dire qui
préservent l'aire) du plan a support compact. Pour une raison que
nous expliquerons plus tard, on note (g, p) les coordonnées standard
du plan.

Soit H : R? — R une fonction C* du plan, & support compact.
On lui associe le champ de vecteurs Xy obtenu en appliquant une
rotation d’angle 7/2 au gradient VH. En coordonnées, cela donne

Xu(q,p) = (0pH(q,p), —04H (q,D)) -

Notez que ce champ est partout tangent aux courbes de niveaux de H,
donc les solutions de I’équation différentielle y = Xp(y) suivent les
courbes de niveau (Figure 2).

FIGURE 2. Le champ de vecteur Xy et les courbes de niveau.

La solution au temps ¢ de cette équation avec condition initiale x
est notée qbﬁq(:n) Dans la suite, on suppose que cette solution existe en
tout temps, ce qui peut étre assuré en mettant des conditions sur H
a l'infini. La famille d’applications (¢%;) s’appelle le flot hamiltonien
de H. Une version « a parametre » du théoréme de Cauchy-Lipschitz,
permet de montrer que pour tout ¢, qﬁ% est un difféomorphisme de
classe C*® de R2.

Proposition 1.3. Le difféomorphisme ¢, préserve laire.
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Démonstration. La matrice jacobienne de ¢t est la résolvante d’une

équation linéaire associée a la jacobienne de Xyr. Or celle-ci prend la

( 02,H 92 H )
-0z, H -0z, H

et est donc de trace nulle. On en déduit que le déterminant de la
jacobienne de ¢!, vaut 1, ce qui signifie que ¢}, préserve Daire. ([

forme

La dynamique ainsi obtenue est extrémement simple, puisque les
orbites suivent les courbes de niveau. On dit que le systéme est inté-
grable. Cependant, tout ce qui précede se généralise aux fonctions H
dépendant du temps ¢, que ’on appelle hamiltoniens. On obtient alors
un champ Xz dépendant du temps, ce qui ouvre la possibilité a des
dynamiques plus compliquées. En combinant un théoreme de Smale
avec un argument dit a Moser, on peut démontrer que tous les dif-
féomorphismes du plan qui préservent 'aire sont obtenus par cette
recette.

Théoréme 1.4. Tout difféomorphisme C™ de R? qui préserve laire et
coincide avec l'identité hors d’un compact, est de la forme d)ﬁg pour
un certain hamiltonien H = (Hy)ier 6 support compact de R2.

Historiquement, le terme « hamiltonien » vient de la mécanique
classique et de la formulation des équations de la mécanique newto-
nienne sous la forme des équations de Hamilton. La remarque suivante
illustre ce lien avec la mécanique classique.

Remarque 1.5 (Lien avec la mécanique classique)
Pour une fonction H de la forme

1
H(q,p) = 5192 +V(q),

et en posant y(t) = (q(t),p(t)), 'équation différentielle § = Xg(y)
s’écrit sous la forme des équations de Hamilton :

{q' =—p
p="V'(q).
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Celles-ci impliquent la fameuse loi de Newton

i=-V'(q).
Ceci justifie le choix de notation pour nos coordonnées de R?. En effet,
la coordonnée g représente la position et p la quantité de mouvement,

comme en mécanique classique. La fonction H représente I’ énergie du
systeme. Elle est préservée au court du mouvement.

1.3. Fonctionnelle d’action et points fixes des difféomor-
phismes hamiltoniens. Soit H = (H;) un hamiltonien. On appelle
lacet de R?, toute application x : [0,1] — R? de classe C'! et telle que
x(0) = z(1). On notera z(t) = (q(t),p(t)) ses coordonnées. On peut
définir sur I'espace des lacets, une fonction Ay appelée fonctionnelle
d’action et définie par

1
A () = /0 (p(1)d(t) — Hila(t), p(t)))dt.

Remarquez que le premier terme ci-dessus s’interprete comme aire
entourée par le lacet zx.

Le classique « principe de moindre action » des physiciens se for-
mule alors par :

Proposition 1.6. Les points critiques de Ag sont les orbites du champ
de vecteurs Xg. Par conséquent, ils sont en bijection avec les points

fizes de ¢} .

Démonstration. Ecrivons une perturbation d’un lacet x sous la forme
x + dx. Alors, avec quelques abus de notation,

1 .
Anta+02) = [ (0 80)a-+50) ~ Hla-+ 5ap-+ 3p)) di

1 1
:/0 (pQ—H(q,p))dt+/0 (0pq+pdq—0,H 6q— OpH dp)dt + o(éx).

Par intégration par partie, fol pog = — f01 p &g, on obtient donc une
formule pour la différentielle de Ag :

1
dA s () (5z) = /0 ((p+ Oy H) b + (4 — 0,H) 8p) dt.

La proposition en découle. O
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1.4. Code-barres associé a un systéme hamiltonien

La proposition 1.6 est le point clé nous permettant d’utiliser les
outils de la persistance pour étudier les difféomorphismes préservant
l'aire. En effet, étant donné un tel difféomorphisme h, il s’écrit sous
la forme ¢}{ d’apres le théoréme 1.4, et 'on peut considérer le code-
barres de la fonctionnelle d’action, c’est-a-dire le code-barres asso-
cié par la définition 5.9 du texte [Oud24] au module de persistance
donné par I'homologie des sous-niveaux de Ag. Comme celle-ci n’est
pas définie sur un espace de dimension finie les choses ne sont pas si
simples, mais c’est I'idée. En pratique, on peut se ramener a la di-
mension finie en « approximant » ’espace des lacets par des espaces
de dimension finie (par exemple avec des lacets affines par morceaux,
ou alors en tronquant la série de Fourier). Une autre approche consiste
a passer par la théorie de Floer, une grosse machinerie permettant
d’associer un code-barre a la fonctionnelle d’action dans des cadres
treés généraux.

Théoréme 1.7 ([PS16]). On peut associer a Ay un code-barres, dont
les extrémités des barres correspondent aux valeurs critiques de Ap.
Ce code-barres ne dépend que de qb}{, autrement dit, on peut associer
a tout difféomorphisme conservatif ¢ un code-barres B(¢).

Rappelons que dans le code-barres d’une fonction, les extrémités
des barres correspondent aux valeurs critiques de la fonctions. D’apres
la proposition 1.6 les extrémités des barres de B(¢) portent donc de
I'information sur les points fixes de ¢. Par exemple, le nombre de
barres minore le nombre de valeurs critiques de Ag, donc minore le
nombre de points fixes.

Récemment, cette propriété des codes-barres (qui admet une exten-
sion en dimension supérieure) a par exemple été exploitée par [She22]
avec succes pour démontrer une version en dimension supérieure d’un
célebre théoréme de [Fra96] qui affirme qu’un difféomorphisme conser-
vatif de la sphére S? qui admet plus que deux points fixes doit néces-
sairement avoir une infinité d’orbites périodiques.

1.5. Deux théorémes de stabilité. Le théoreme de stabilité
(théoreme 2.1 du texte [Car24]) admet l'analogue suivant dans le
contexte présenté ici.
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Théoréeme 1.8. Pour tous hamiltoniens H, K d support compact
dans R?

1
dy(B(6Y), B(6k)) < /0 | Hy — Kyodt.

La quantité présente dans le membre de droite est appelée norme
de Hofer. Elle est omniprésente dans le domaine de la géométrie sym-
plectique.

Ce théoreme signifie qu’une petite perturbation de I’énergie du
systéeme change peu le code-barres du point de vue de la distance
bottleneck. Les barres détectent donc des points fixes qui persistent
par perturbation de I’énergie du systéme.

On sait depuis longtemps (les travaux de Poincaré) que tous les dif-
féomorphismes ne sont pas intégrables. On peut cependant se deman-
der si a partir d’un systeme quelconque, on peut se ramener a un sys-
teme intégrable en modifiant légerement I’énergie du systeme. Ce pro-
bleme est ouvert a I’heure actuelle dans le disque mais il a été résolu
(par la négative) sur les surfaces compactes sans bord autres que
la sphere ([PS16], [CM23]) ou toutes les définitions et résultats qui
précédent se généralisent : Soit X une surface compacte sans bord
autre que la sphére et munie d’une forme d’aire. Alors, pour toute
constante C, il existe un difféeomorphisme ¢ tel que pour tout hamil-
tonien H tel que ¢ = (25115,, et tout hamiltonien K intégrable (c’est-
da-dire ne dépendant pas du temps) on ait fol |H — Kllsodt > C.
La démonstration utilise les codes-barres de maniere cruciale ainsi
que le théoréme de stabilité ci-dessus.

Le code-barres B(¢) associé a un difféomorphisme ¢ admet un
autre type de stabilité que nous allons maintenant énoncer. L’espace
des codes-barres est toujours muni de la distance bottleneck.

Théoréme 1.9 ((LRSV21]). L’application ¢ — B(¢) est continue sur
Uespace des difféeomorphismes qui préservent l'aire muni de la topo-
logie de la convergence uniforme et s’étend par continuité a tous les
homéomorphismes qui préservent l’aire.

Ce résultat a des applications a I’étude des homéomorphismes pré-
servant l'aire que nous ne détaillerons pas ici; voir [LRSV21].



APPLICATIONS DE LA PERSISTANCE EN GEOMETRIE 83

1.6. Retour au probleme du disque déplacé. Le théoreme 1.9
a permis une solution négative a la question 1.2

Théoreme 1.10 ((DH13, Sey13]). Pour tout A > 0, il existe un voisi-
nage de lidentité V dans Uespace des difféomorphismes conservatifs
du disque qui préservent ’aire, muni de la distance uniforme, telle
que pour tout disque D d’aire A et tout élément de f € V, on ait

f(D)ND # 2.

L’idée de la démonstration consiste a utiliser la propriété du code-
barres suivante. Soit S ’ensemble constitué des extrémités des barres
semi-infinies de B(¢). Notons 7(¢) le diameétre de l’ensemble S.
Un lemme da a C. Viterbo [Vit92] affirme que si ¢ déplace un disque
d’aire D, alors v(¢) > aire(D). D’apres le théoreme 1.9, si ¢ est
proche de lidentité, alors ~y(¢) est proche de ~(id), qui vaut O.
D’apres le lemme, il ne peut donc pas déplacer de disque d’aire trop
grande.

2. Domaine nodaux et persistance (d’aprés Buhovsky et al.)

Cette partie présente une tres belle application de la persistance
a ’étude géométrique des fonctions propres de 'opérateur laplacien,
parue dans un travail récent de L. Buhovsky, J. Payette, I. Polterovich,
L. Polterovich, E. Shelukhin et V. Stojisavljevic; [BPP122]

Remerciements. Nous sommes trés reconnaissants envers Lev Buhov-
sky et Vukasin Stojisavljevic pour I’aide qu’ils nous ont apportée dans
la préparation de cette partie.

2.1. Le laplacien, son spectre et ses fonctions propres

Dans toute la partie 2, on note 2 C R™ un domaine borné, c’est-
a~dire un compact qui est ’adhérence d’un ouvert. Les coordonnées
canoniques de R seront notées 1, ..., x,. On munit également R"
de la mesure de Lebesgue. On considére 'opérateur laplacien
n

0% f

Af==2 52
=1 ?

défini sur les fonctions f : Q@ — R qui vérifient une condition de
Dirichlet, c’est-a-dire qui s’annulent sur le bord de 2.
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On s’intéresse aux valeurs propres et aux fonctions propres de cet
opérateur. Pour les étudier précisément, il faudrait préciser sur quel
espace de fonctions I'opérateur est défini. Pour ne pas nous écarter de
notre propos, nous ne détaillerons pas, mais disons simplement qu’il
faut se placer dans un certain espace de Sobolev H}(f2) et étendre
l'opérateur laplacien a cet espace a 'aide de la dérivation « faible »
(appelée aussi « dérivation au sens des distributions »). Le résul-
tat suivant résume les points essentiels (voir par exemple [LMP23,
2.2.21]).

Théoréme 2.1. Le spectre de lopérateur A est une suite croissante de
réels positifs

M << <
qui tend vers l'infini. Les fonctions propres correspondantes f; sont
de classes C™ et forment une base hilbertienne de L*(€2).

Par C°° on entend ici que les fonctions propres sont de classe C*
dans lintérieur de €2 et qu’elles s’étendent de maniere C'*° au voisi-
nage des points de lissité du bord de ().

Exemple 2.2. Pour un rectangle 2 = [0, a] x [0, ] dans R? les valeurs
propres sont les réels de la forme

2 2
7r2<a—2 + %), a, f =N~ {0}.
a b
Elles correspondent aux fonctions propres
flz,y) = Sin(%.fb) sin(%y),
qui forment bien une base hilbertienne (par la théorie des séries de
Fourier).

A:

2.2. Domaines nodaux et théoréme de Courant. Définissons
maintenant la notion centrale de la partie 2, les domaines nodaux.

Définition 2.3. Etant donnée une fonction f, on appelle ensemble nodal
de f I'ensemble f~1(0). Un domaine nodal de f est une composante
connexe de  ~ f~1(0). On notera mo(f) le nombre de domaines
nodaux de f.
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Les expériences numériques montrent que les domaines nodaux
tendent a se complexifier lorsque A; tend vers I'infini, donnant lieu a
de belles images (voir par exemple figure 3)

@ HTF

FIGURE 3. Exemples de domaines nodaux. Image réalisée
par Dmitry Belyaev http://people.maths.ox.ac.uk/
belyaev/.

— [ -~

Exemple 2.4. Dans le cas d'un intervalle 2 = [0, ], la j-iéme fonction
propre est donnée par f;(z) = sin(£rz). On voit que mq(f;) = j.

En dimension plus grande, il n’y a en général pas de telle égalité,
mais nous avons une inégalité :

Théoréme 2.5 (Courant, 1923). Pour tout domaine 2,
mo(f;) < J.

Par ailleurs, la loi de Weyl affirme que le nombre N () de valeurs
propres plus petites que A vérifie ’équivalent
Vol(B(1))Vol(Q)
(2m)" '

Avec le théoréeme de Courant, nous en déduisons :

N\ ~CA2 on C=

Corollaire 2.6.  mo(f;) = O(A?/ 2.


http://people.maths.ox.ac.uk/belyaev/
http://people.maths.ox.ac.uk/belyaev/
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Les résultats ci-dessus restent vrais pour une classe plus large
d’opérateurs dits de Laplace-Beltrami. Ceux-ci généralisent le lapla-
cien usuel sur des espaces courbés. On peut se demander dans quelle
mesure le corollaire ci-dessus peut étre généralisé au-dela. Voici plu-
sieurs directions envisageables.

Probleme 2.7. Peut-on généraliser le théoreme 2.5 et le corollaire 2.6

(i) aux combinaisons linéaires de fonctions propres ?

(ii) a d’autres opérateurs, éventuellement d’ordre supérieur 7

(iii) & 'homologie de degré supérieur, en considérant m,(f) =
dim H,. (2~ f71(0))?

Le probleme (i) est connu sous le nom de conjecture de Courant-
Herrmann. Il a d’abord été résolu positivement, mais la démonstra-
tion comportait une erreur, et des contre-exemples ont été donnés
(par exemple [Vir79]). Tres récemment, Buhovsky, Logunov et Sodin
ont construit un exemple d’opérateur de Laplace-Beltrami et une
combinaison linéaire de deux fonctions propres ayant un nombre infini
de domaines nodaux ; [BLS20]. Pour plus de détails sur ce probléme,
voir [BPP122] et les références qui s’y trouvent.

Pour le probléme (ii), une classe naturelle d’opérateurs & considérer
est celle des opérateurs elliptiques, c’est-a-dire de la forme

? ? 0
(21)  Pf= —axi(aij@)ax";) + bj(x)ajj + () f,

avec A(x) = a;;(x) une matrice symétrique définie positive. Cette fa-
mille d’opérateurs inclut les opérateurs de Laplace-Beltrami. De plus,
tous les opérateurs elliptiques vérifient un théoreme spectral analogue
au théoreme 2.1.

Comme montré par [BPP122], la plupart des problémes ci-dessus
ont des réponses négatives. Cependant, la théorie de la persistance
va permettre de formuler une version du théoreme de Courant, qui
répond positivement & tous ces problemes.

2.3. Le théoréeme de Courant « grossier ». L’idée sous-jacente
va étre d’ignorer les « petites oscillations » pour ne garder que les
oscillations significatives des fonctions.
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Définition 2.8 ([PS07]). Soit § > 0. Un domaine nodal U d’une fonc-
tion f est dit d-profond si maxg |f| > 0. Nous noterons mg(f,d) le
nombre de domaines nodaux J-profonds de f.

sT | _/

FIGURE 4. En bleu un domaine nodal §-profond, en rouge
un domaine nodal non é-profond.

On peut aussi définir une version de degré homologique supérieur
en posant

mr(f,6) = Rang(H,({|f| > 6}) — H.(Q~ f7(0))),

ou 'application ci-dessus est induite par 'inclusion.

La version grossiere du théoreme de Courant, due a L. Buhovsky,
J. Payette, 1. Polterovich, L. Polterovich, E. Shelukhin et V. Stojisav-
ljevic [BPP 22| s’énonce comme suit :

Théoréme 2.9. Soit P un opérateur elliptique (par exemple le lapla-
cien) sur un domaine Q@ C R™. Notons Fy l’espace engendré par les
fonctions propres de P associées d des valeurs propres plus petites
que X. Soient r > 0 et k > n/2 des entiers. Alors, il existe une
constante C telle que pour tout A > 0, tout § > 0, et toute fonction
[ € Fx normalisée par | f| 12 =1, on a

my(f,8) < CoF(1 4+ A)"/2,

Nous n’avons défini que les opérateurs elliptiques d’ordre 2, mais
ce résultat s’applique en fait aussi aux opérateurs d’ordre supérieur.
On voit qu’en remplagant le compte des domaines nodaux mg(f)
par un compte « grossier » mo(f,d), le corollaire 2.6 est encore vérifié,
ce quel que soit §. On voit aussi que cette version grossiere a I’avantage
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de se généraliser dans chacune des trois directions proposées par le
probléme 2.7.

Remarquez enfin que 'estimée que ’on obtient explose lorsque ¢
tend vers 0.

2.4. Quelques mots sur la démonstration. Terminons cette par-
tie par quelques mots sur la démonstration du théoreme 2.9, ou l'on
verra apparaitre la théorie de la persistance. Nous aurons besoin de
la norme Sobolev H* d’une fonction f :

k ' 1/2
Il = (10 T )
=1

Etape 1 : estimées elliptiques. Des résultats tres classiques d’analyse
des opérateurs elliptiques affirment que la norme || f|| g+ d’une fonc-
tion propre associée a A est controlée par une fonction de A et par la
norme L? de f. Cela permet aux auteurs de réduire le théoréme 2.9
au résultat suivant :

Théoréme 2.10. Pour tout r > 0 et tout k > n/2, il existe une
constante C' > 0, telle que pour toute fonction f de classe C*° sur (2,
on a

me(f,6) < C5*| £z,

Notez que ce résultat s’applique a toute fonction, il n’y a plus
d’opérateur elliptique dans cet énoncé.

Pour la suite, nous aurons besoin de la notation suivante. Pour
toute fonction f, notons Ns(f) le nombre de barres finies de lon-
gueur strictement supérieures a § dans le code-barres de f. Comme
my(f,0) < Ns(—|f|), il nous suffit d’étre capable de controler la quan-
tité Ns(f).

Etape 2. Le cas des polynomes sur un cube. Un résultat classique de
[Mil64] affirme qu’'une fonction polynéme générique de degré k sur R"
admet au plus (k —1)" points critiques. Ce résultat peut étre traduit
en termes de code-barres par ’estimée :

(2.2) No(Q) = O(K").
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Etape 3. Le théoréme de stabilité entre en jeu. Le théoréme de stabi-
lité (théoreme 2.1 du texte [Car24]) implique les inégalités suivantes.
Si f et g sont deux fonctions telles que ||f — gl|c < €, alors :

Ns(f) < Ns—2:(9) < Ns—a:(f)-

On voit donc qu’a l'aide de (2.2), on obtiendra une estimation de
Ns(F) si I'on obtient une bonne approximation de f par des poly-
nomes.

Etape 4. Approzimation polynomiale. Le théoréme de Morrey-
Sobolev affirme que dans I'espace des fonctions continues sur le cube
[0,a]™ muni de la norme uniforme, la distance d’une fonction lisse f
a l'espace des polyndémes de degré < k — 1 est majorée par

Ca*™2|| D* f| 12 (0.apn)-

Ceci fournit la « bonne approximation » espérée et permet de résoudre
le cas du cube.

Etape 5. Du cube d tout domaine. Cette dernitre étape est délicate.
Les auteurs du théoreme 2.9, parviennent a passer du cube a tout
domaine €2 en remplissant () avec des cubes de taille variable. Cela
passe par des arguments d’algebre sur les modules de persistance,
permettant de recoller les estimées présentes sur les différents cubes.
On a par exemple une formule du type :

Nos(flo,uv,) < Ns(fluy) + Ne(flvy) + Ns(floinvs)-

Ceci termine cette exposition des grandes lignes de la démons-
tration. Signalons que la tres belle idée consistant a passer par une
approximation polynomiale pour obtenir des estimées sur toute fonc-
tion avait déja été utilisée par [Yom85].
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