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THEORIE DE LA PERSISTANCE (2/2) :
STABILITE

par

Mathieu Carriére

Résumé. Une composante centrale de la théorie de la persistance est
le théoreme de stabilité, qui garantit que des diagrammes de persis-
tance issus des sous-niveaux de fonctions proches en norme infinie,
sont eux-mémes proches au sens de la distance bottleneck. Dans cet
exposé, nous étudierons différentes répercussions de ce théoreme en
analyse de données et en inférence géométrique et statistique, ainsi
que sa version algébrique définie au niveau des modules de persis-

tance.
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Nous avons vu dans le texte [Oud24] que les diagrammes de per-
sistance sont bien définis (dans le cas des modules pdf), et qu’ils
sont calculables en temps cubique pour les filtrations simpliciales.
Le but de ce texte est d’explorer le troisieme pilier de la théorie de
la persistance, a savoir le théoréme de stabilité, qui stipule que les
diagrammes de persistance issus des sous-niveaux de deux fonctions
proches en norme infinie sont eux-mémes proches, au sens d’une cer-
taine distance entre diagrammes, que nous allons définir en section 1.
Nous formulerons ensuite le théoréeme de stabilité en section 2, et nous
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verrons ses répercussions directes en inférence géométrique et statis-
tique dans les sections 3 et 4. Enfin, nous cléturerons ce texte en
abordant la version algébrique et générale du théoreme de stabilité
au niveau des modules de persistance, via la distance d’entrelacement,
en section 5.

Remarque. Dans ce texte, et dans un souci de simplification, nous
nous restreignons a 7' = R, K = Z/27Z, et aux diagrammes de cardi-
naux finis, et dont les coordonnées des points sont elles aussi finies.
Ces diagrammes apparaissent d’ailleurs trés fréquemment en pra-
tique, lorsqu’ils sont calculés sur des jeux de données de taille finie.
On désigne par Dgm I’ensemble de ces diagrammes. Remarquons pour
finir que la plupart des notions définies dans ce texte se généralisent
sans probleme aux diagrammes avec une infinité de points, et/ou des
points dans le plan étendu R x | — oo, +00].

1. Distances entre diagrammes de persistance

Une maniére naturelle de comparer des diagrammes de persistance
consiste a associer les points des deux diagrammes entre eux, et de
mesurer le cotlit d’un tel appariement en calculant les distances entre
les points qui ont été ainsi mis en correspondance. Cette approche,
qui sous-tend effectivement la définition des distances usuelles entre
diagrammes, nécessite cependant de ne chercher que des correspon-
dances partielles entre les points des diagrammes, car on ne peut pas
garantir a priori que les cardinaux des diagrammes sont égaux.

Définition 1.1. Soient D, D’ € Dgm deux diagrammes de persistance.
Une correspondance partielle C entre D et D’ est un sous-ensemble
du produit cartésien D x D’ tel que les projections

C—D . C— D
1 . e o
"Nop)—p 2V ,p) — p'

sont injectives. L’ensemble des correspondances partielles entre D
et D' est noté C(D,D’).
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En outre, le cout d’ordre ¢ € N associé a la correspondance par-
tielle C, et noté ¢4(C), se calcule ainsi :

1/q
() ::( 3 \p—p'ugo+c;<c>+c2<c>) ,

(p,p")€C

ot les cotits additionnels ¢ (C), 63 (C) sont définis par

@)=Y lp-ma®I%,
peED~im(7ry)

A0 = Y I —mal),

p'€D’'\im(m2)

ot ma(+) désigne la projection sur la diagonale.

Le cotit d’une correspondance partielle C consiste donc a addition-
ner les distances entre les points mis en correspondance par C, ainsi
que les distances a la diagonale des points restants. Il est en effet bon
de rappeler ici que la distance a la diagonale joue un role particu-
lier dans la théorie de la persistance, en cela qu’elle correspond de
maniere équivalente a la longueur des barres dans le code-barres, et
donc a la durée de vie des différentes classes d’homologie persistante.
Voir la figure 1 pour un exemple de correspondance.

2)
r, :

ma(p)

FicURE 1. Exemple de correspondance partielle entre
deux diagrammes. En haut du plan, deux points bleus sont
appariés au méme point rouge de multiplicité 2.
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Remargque 1.2. Etant donnés deux diagrammes de persistance D et D,
la correspondance partielle triviale C = @ € C(D, D’) entre D et D’
a donc pour cofit la somme des distances a la diagonale des points de
DUD'.

Une fois le cotit d’une correspondance bien défini, la distance la
plus naturelle entre diagrammes de persistance consiste finalement a
calculer le colit du meilleur appariement entre leurs points.

Définition 1.3. Soient D et D’ deux diagrammes de persistance. Soit
q € N*. La distance de Wasserstein d’ordre q entre D et D’ est définie
par :

(1.1) dg(D,D") :=inf {c,(C) | C € C(D, D")}.

Lorsqu’on laisse ¢ tendre vers +oo, la distance de Wasserstein
d’ordre g tend vers une distance particuliere et importante, appelée
la distance du goulot de bouteille dy :

Définition 1.4. Soient D et D' deux diagrammes de persistance. La dis-
tance du goulot de bouteille entre D et D’ est définie par :

(1.2) dy(D,D") :=inf {cs(C) | C € C(D, D"},

0ll ¢ (C) est la borne supérieure de la réunion des trois ensembles de
réels

« {llp =7l | (p,p) € C},
e {llp = 7ma®@)lloo | p € D N im(m1)},
e {llp = 7A@l | P € D' N\ im(72) }.

2. Théoréme de stabilité des diagrammes de persistance

L’intérét principal de la distance du goulot de bouteille est qu’elle
permet d’énoncer simplement un résultat de stabilité, ou de robus-
tesse, associé aux diagrammes de persistance issus des sous-niveaux
de fonctions continues a valeurs réelles.

Théoreme 2.1 (Stabilité). Soit X un complexe simplicial compact, et
soient f, g : X — R deux fonctions continues a valeurs réelles définies
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sur X. Soient D(f) et D(g) les diagrammes de persistance obtenus d
partir des filtrations issues des sous-niveaux de f et g. Alors, on a :

(2.1) dy(D(f), D(9)) < If = glloo,
f = Glloo := max{[f(z) — g(z)| [ z € X}.

ot

Ce résultat est apparu pour la premiére fois dans [CSEH07] et a
ensuite donné lieu a plusieurs généralisations, notamment une version
purement algébrique prouvée dans [CdSGO16, §5.6] et présentée un
peu plus loin dans ce texte (théoréme 5.2). Comme nous le verrons,
la version originale ci-dessus est un corollaire facile de la version al-
gébrique.

Il est a noter que les distances de Wasserstein satisfont elles aussi
a un théoréme de stabilité, mais la borne supérieure est plus difficile
a énoncer, voir a ce sujet [MMH11, Prop. 5]. Ce théoréme est d’une
importance capitale au sein de la théorie de la persistance pour plu-
sieurs raisons.

D’une part, il permet de formaliser la notion d’importance atta-
chée a la longueur des barres d’un code-barres (ou des distances a
la diagonale d’un diagramme de persistance) : lorsque les fonctions
ne different que légerement, le théoréme de stabilité impose aux dia-
grammes d’étre proches au sens de la distance du goulot de bouteille,
ce qui en retour signifie qu’il existe deux sous-ensembles de points
dans ces diagrammes dont les coordonnées sont similaires, et que les
points restants sont nécessairement pres de la diagonale, de telle ma-
niére que leurs cofits ne pesent pas trop sur la distance du goulot de
bouteille. Les distances a la diagonale faibles caractérisent donc les
petites oscillations, tandis que le signal global se lit dans les points
éloignés de la diagonale. Voir la figure 2.

D’autre part, ce théoreme a des répercussions directes en inférence
géométrique et en statistique, que nous allons maintenant explorer.

3. Application aux filtrations de Cech

Une des applications les plus courantes de la théorie de la persis-
tance est 'inférence géométrique sur des nuages de points, ou la tache
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>
>

FIGURE 2. Deux fonctions continues définies sur (une tri-
angulation de) la droite réelle, leurs codes-barres, et leurs
diagrammes de persistance. Comme ces deux fonctions sont
proches en norme infinie, leurs diagrammes de persistance
sont a distance du goulot de bouteille faible ; en effet, ils ne
different que via des points proches de la diagonale.

consiste a identifier les structures géométriques d’un espace topolo-
gique a partir d’un échantillonnage de cet espace uniquement. Cela
peut permettre d’identifier que les données observées sont en réa-
lité tirées sur un espace qui a la topologie, par exemple, d’un tore,
comme cela arrive couramment lorsque ’on travaille sur des données
angulaires (puisqu’un tore n’est en définitive qu’un produit cartésien
d’intervalles de la forme [0, 27]). Voir par exemple la figure 5. Une
telle inférence permet ensuite de raffiner les modeles ou les descrip-
teurs construits sur ces données, comme le montrent les nombreux
modeles génératifs et prédictifs spécifiquement optimisés pour traiter
des données vivant sur des spheéres, des tores, des espaces hyperbo-
liques, etc.
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Une technique courante pour caractériser la géométrie et la topo-
logie d’un nuage de points consiste a étudier les sous-niveaux de la
fonction distance au nuage, qui ensemble forment une filtration dont
la version combinatoire est appelée la filtration de Cech.

Définition 3.1. Soit P C R% un nuage de points fini (plus généralement
un sous-espace compact) de R?. La fonction distance a P, notée fp,
est définie par :

fp:x € R — min ||z — p|lo.
peP

La filtration induite par les sous-niveaux de fp est donc une filtra-
tion de R? qui consiste a faire grossir des boules centrées sur les points
de P. Voir la figure 3. En particulier, cette filtration permet de cap-
turer des structures topologiques et géométriques de P a plusieurs
échelles : en effet, les groupes d’homologie calculés sur I'union des
boules pour un rayon donné ne sont pas nécessairement isomorphes
a ceux calculés pour un rayon plus petit ou plus grand. En un sens,
I’homologie persistante évite de devoir choisir et fixer un rayon en
capturant les groupes d’homologie a toutes les échelles, ou rayons,
possibles, et en encodant les classes d’homologie qui persistent durant
certaines plages de rayons.

FiGURE 3. Exemple de nuage de points dont la topologie
de l'union des boules change en fonction du rayon : pour
des rayons faibles, I'union des boules a la méme topologie
que plusieurs lettres « B » (gauche), pour des rayons plus
grands, la topologie de 'union est celle d’une seule lettre
« A » (milieu), et pour des rayons extrémes, 1'union est for-
mée d’une seule composante connexe sans autre structures
topologiques particulieres.
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Bien que théoriquement satisfaisante, il est évidemment impossible
de filtrer complétement ’espace euclidien R? en pratique. Heureuse-
ment, on peut démontrer") que les sous-niveaux de fp ont les mémes
groupes d’homologie que les complexes simpliciaux issus d’une filtra-
tion calculable qui s’appelle la filtration de Cech.

Définition 3.2. Soit P = {x1,...,z,} C R? un nuage de points fini
de R, La filtration de Cech associée & P est la filtration

{ATCR(r) | 7> 0}

du simplexe complet AZ & n = |P| sommets identifiés bijectivement

aux points de P, définie, pour tout simplexe o € A par :
P,Cech K
o =T,z } € AN (r) <= () B(zy;,r) # 2,
i=1

ot B(z,r) :={y € R?| ||z — y|| < r} désigne la boule euclidienne de
rayon 7. Le diagramme de persistance associé est noté Dcech(P).

Voir la figure 6. Le diagramme de persistance de Cech permet
donc de fournir une estimation de la topologie d’'un espace a partir
seulement de complexes simpliciaux calculés sur un nuage de points
issu de cet espace.

De plus, étant donnés deux nuages de points P et P’, une applica-
tion directe du théoreéme de stabilité permet d’obtenir :

dy(Dcech(P), Deech(P')) = dy(D(fp), D(fp1)) < |Ifp — fP]loo-

La raison pour laquelle ce résultat est important est qu’il permet de
relier les diagrammes de Cech & une distance tres utile en géométrie,
la distance de Hausdorff.

Définition 3.3. Soient X,Y deux sous-espaces compacts de R%. La dis-
tance de Hausdorff entre X et Y est définie par :

dp(X,Y) i= max{max {fy(z) | + € X}, max{fx(y) |y € Y}},

ou fx, fy sont définies comme a la définition 3.1.

MW1a preuve utilise un résultat important appelé le théoréme du nerf.



THEORIE DE LA PERSISTANCE (2/2) : STABILITE 61

Lemme 3.4. Soient X,Y deux sous-espaces compacts de R%. Alors,
on a :

du(X,Y) = [|fx = fr oo

Démonstration. Montrons d’abord que dy (X,Y) < ||fx—fv]|oo- Sup-
posons que di (X, Y) soit atteinte par un certain z* € X. Alors, on a :
dy(X.Y) = fy(z")
= fy (@) — fx(a7)
< | fy (@) = fx (%)

~
< fy = fxllso-

Le méme argument peut étre appliqué au cas ot di (X, Y") est atteinte
par un certain y* € Y, en intervertissant simplement X et Y.

Montrons maintenant que dg(X,Y) > ||fx — fy |- Soit 2z € R%.
Alors, on a :

fx(2) = fr(z) = llz = 7x

<”Zf7TX

22 = llz =7y (2)]2

< Ty (2))ll2 = [z = 7y (2) |2

< ||rx (my (2)) — my (2)]|2 par I'inégalité triangulaire
= fx(my(2))

<sup {fx(y) |y €Y}

<dpg(X,Y).

(
(

La méme séquence d’inégalités peut étre appliquée pour borner
fy(z) — fx(z), en intervertissant simplement X et Y. Ceci permet
d’obtenir |fx(z) — fy(2)] < dy(X,Y) pour tout z € R? et donc
[fx = frlloeo < du(X,Y). O

Ce lemme permet d’obtenir le résultat suivant, dont nous allons
observer les retombées statistiques dans la section suivante.

Corollaire 3.5. Soient X un sous-espace compact de R%, et )?n c X
un échantillonnage de X da n points. Alors, on a :

db(D(fX)v DCech()?n)) < dH(Xv Xn)
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4. Inférence géométrique et intervalles de confiance

De maniere générale, étant donné un estimateur @\n d’une quan-
tité cible 8* associée & une distribution de probabilité (comme, par
exemple, sa moyenne), et calculé sur un échantillon de n points issu
de cette distribution, une question centrale de la statistique consiste
a construire des intervalles de confiance pour celui-ci, c¢’est-a-dire,
pour un seuil de confiance o € [0, 1] donné, de trouver d, > 0 tel
que IP’(]@L — 6*| > d,) < «. L’inférence géométrique consiste ainsi
a calculer des estimateurs pour déterminer (avec un certain niveau
de probabilité) la topologie du support de certaines distributions de
probabilité. Supposons par exemple que ce support soit un sous-
espace compact X de R, et que sa topologie soit caractérisée par
D(fx). Un estimateur possible, suggéré par le corollaire 3.5, est donc
DCeCh()A(n). De plus, ce corollaire permet de transférer le calcul d’in-
tervalles de confiance pour dy(D(fx), DCeCh()zn)) a celui d’intervalles
de confiance pour dg (X, )?n) En effet, en supposant connu un cer-
tain d, associé a un seuil de confiance « pour dp (X, )/(\'n), il s’ensuit
trivialement du corollaire 3.5 que

]P)(db(D(fX)’ DCech()?n)) > da) < P(dH(X’Y) > da) < a.

En outre, la distance de Hausdorff est un objet bien connu en in-
férence géométrique, car elle caractérise a quel point un échantillon-
nage est uniforme — voir sur ce point la figure 4, et ses intervalles
de confiance sont faciles a obtenir pour des mesures de probabilité
appelées mesures (a, b)-standard.

Dans cette section, nous allons donc présenter quelques résultats
d’inférence géométrique via la distance de Hausdorff, et leur utilisa-
tion pour les diagrammes de persistance. Ces résultats sont tirés et
adaptés de [CGLM15, FLR"14], que 'on pourra consulter pour une
exposition et des preuves plus détaillées.

Définition 4.1. Soit p une mesure de probabilité a support compact
X c R% Soient a,b > 0 deux réels positifs. La mesure p est appelée
(a,b)-standard si on a, pour tout z € X et r > 0 :

w(B(z,r)) > min {1, ar’}.
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FI1GURE 4. Exemple de calcul de la distance de Hausdorff
sur deux échantillonnages d’une sphere. Sur 1’échantillon
de gauche, la distance est faible car n’importe quel point
de la spheére (comme celui représenté par une croix) est
proche d’au moins un point de ’échantillon. Au contraire,
pour I’échantillon de droite, il existe des points de la sphere
pour lesquels le point de ’échantillon le plus proche reste
quand méme tres éloigné.

L’intérét des mesures (a,b)-standards est qu’elles permettent de
controler des quantités aisément reliables a la distance de Hausdorff
entre le support et un échantillon de celui-ci, dénommées nombre de
recouvrement (covering number en anglais) et nombre de stockage
(packing number en anglais).

Définition 4.2. Soit X un sous-espace compact de R? et r > 0. Le
nombre de recouvrement de X de rayon r est défini par :

Neo(X,7) == min {k € N* | I(z1,...,23) € XF
tels que X C Ule B(zi,r)}.
Le nombre de stockage de X est défini par :

ngt (X, r) :=max {k € N* | I(z1,...,2%) € XF tels que
V1<i<k,B(zy,r) C X et

<
V1<i#j<k,B(zr)NB(zy,r) = a}.

Le nombre de recouvrement de rayon r est donc le nombre minimal
de boules de rayon r avec lesquelles on peut entierement couvrir X,
tandis que le nombre de stockage de rayon r est le nombre maximal
de boules de rayon r que 'on peut arranger dans X sans qu’elles ne
s’intersectent. Ces deux quantités sont reliées de la maniere suivante :
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Lemme 4.3. Soit X un sous-espace compact de R® et r > 0. Alors,
on a :

Neo (X, 21) < nge (X, 7).

Démonstration. Soit k € N* un entier réalisant le nombre de sto-
ckage, et c1,...,c; les centres des boules correspondantes. Suppo-
sons par ’absurde que Ule B(c;,2r) ne recouvre pas X. Il existe
donc un certain x € X tel que = ¢ Ule B(c;, 2r), c’est-a-dire tel que
|z — cil]2 > 2r pour tout 1 < i < k. Il s’ensuit que la boule B(z, )
n’intersecte aucune des boules B(c;,r) (sinon la distance ||z — ¢;|2
serait inférieure a 2r par l'inégalité triangulaire), et donc que l'on
peut augmenter le nombre de stockage d’une unité. C’est une contra-
diction, car ce nombre est maximal. Ainsi, U§:1 B(c;, 2r) recouvre
entierement X, d’ou 'on peut tirer 'inégalité désirée. O

Pour les mesures (a, b)-standards, on peut facilement borner supé-
rieurement le nombre de stockage et le nombre de recouvrement.

Lemme 4.4. Soit . une mesure (a,b)-standard de support compact
X c R4 Alors

Neo(X, 2r) < ng (X, r) < max {1,1/(ar®)}.
Démonstration. Le résultat étant trivial pour r > a=1/°
que r < a1/
et c1,...,c les centres des boules correspondantes. On a donc

, ON suppose
. Soit k € N* un entier réalisant le nombre de stockage,

k
k-ar® < ZM (B(ci,r))
i=1

k
= u( U B(ei, 7“)) car les boules sont disjointes
i=1

< 1.
Les inégalités recherchées découlent directement de la séquence. [

On peut finalement utiliser le nombre de recouvrement pour le cal-
cul des intervalles de confiance de la distance de Hausdorff, et obtenir
le résultat suivant :
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Proposition 4.5. Soit ;i une mesure (a,b)-standard de support compact
X c RY. Soit X, un échantillonnage de X a n points. Soit dy > 0.
Alors on a :

~ 4b
P(dy(X, X,) > do) < min {1, — exp(—na- (da /2)b)}.
(0%
Démonstration. Cette preuve passe par une formulation équivalente
de la distance de Hausdorff, que ’on laisse en exercice au lecteur :

Exercice 4.6. Montrer que :
dy (X, Xp) =inf{e > 0| X €U, 5, B(@,2)}.
On a donc
P(dr(X, Xn) > da) = P(sup,cx ming_¢ ||z — ]2 > da).

Soit £ € N* un entier réalisant le nombre de recouvrement de
rayon do/2, et ci,...,c les centres des boules correspondantes.
De plus, pour tout z € X, soit ¢; € {c1,...,ci} le centre tel que
x € B(cg,da/2). On a :

min [lz — 2]z < [z = Zill2 < |2 = calla + llee = Zill2, 1 <i <,
zeXn

< [lz = coll2 + max min [l¢; —Z]2
1<j<k 53¢ X

SISFze

<d,/2 i —
< do/ +rg?gk§2£ lcj — |2

Ainsi on obtient

sup min ||z — 22 < da/2 + max min [l¢; — 22,
z€X F€Xn JskzeX,

et donc
P(dp(X, Xn) > do) < P(maxi<jepming_ g lej — Fll2 > da/2).

La probabilité P(maxi<j<, ming ¢ [lc;—Z[|2 > da/2) est la proba-
bilité qu’il existe un centre pour lequel tous les points de ’échantillon

sont a distance au moins d,/2. Ainsi, si I'on note Ej; 'événement
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{Z; € B(cj,da/2)}, on a:

P(max) cjcp ming g Jlej = Fll2 > da/2) = P (US_y NIy B,

k
<P (M B) =
j=1

<k-[1-a(da/2)"]".

] =

[1 = p(B(cj,da/2))]"

<.
Il

Sachant que k = neo(X,do/2) < 4°/ad’, d’aprés le lemme 4.4, et en
utilisant 'inégalité (1 — )" < exp(—nz) pour tout z € [0, 1], on ob-
tient le résultat désiré. g

La proposition 4.5 peut ensuite étre utilisée pour le calcul de
la wvitesse de convergence, c’est-a-dire du calcul de 1’espérance
E [db(D(fX), DCeCh()?n))}a via Didentité E[d] = [ P(d > «)da, pour
toute variable aléatoire d positive. En outre, il est méme possible de
démontrer que DCeCh()?n) est un estimateur optimal, au sens ou il
n’existe pas d’estimateur de D(fx) dont la vitesse de convergence
soit meilleure.

La proposition 4.5 est néanmoins limitée par la nécessité de
connaitre a et b pour pouvoir calculer des intervalles de confiance.
Bien que 'on ne connaisse pas forcément leurs valeurs a priori, il est
toutefois possible de les estimer numériquement. Une fois calculés, les
intervalles de confiance peuvent étre ensuite visualisés directement
sur les diagrammes de persistance, comme montré dans la figure 5.

5. Théoréme de stabilité des modules de persistance

La stabilité des diagrammes de persistance, telle que présentée en
section 2, découle en réalité d’une formulation algébrique de la sta-
bilité (théoréme 5.2 ci-dessous), qui, elle, s’énonce au niveau des mo-
dules de persistance via la distance d’entrelacement.

Définition 5.1. Soient
M = {{Mi}ier, {mip hicver} et M' = {{M]}ier, {m} » }i<ver}

deux modules de persistance indexés sur R. Soit € > 0. Les modu-
les M et M’ sont e-entrelacés si et seulement si il existe deux familles
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FIGURE 5. Deux exemples d’inférence géométrique sur des
données réelles. Dans la premiere (haut), différentes confi-
gurations d’un bras robotique sont collectées. Une configu-
ration étant caractérisée par les deux angles aux jointures,
les données vivent sur un tore. Dans la deuxiéme (bas), des
cellules, ainsi que l’expression de leurs génes, ont été pré-
levées a différentes phases du cycle cellulaire, les données
vivent donc sur un cercle (plongé dans R#8"*%), Dans cha-
cun des deux cas, on peut calculer le diagramme de Cech,
et, pour un seuil de confiance o donné (dans cette figure,
a = 0.05%), visualiser les points correspondants & du bruit
(di par exemple & 1’échantillonnage) via une bande de hau-
teur 2d, au-dessus de la diagonale. On voit que les points
caractéristiques de la géométrie des espaces sous-jacents
(deux points en dimension 1 et un point en dimension 0
pour le tore, un point en dimension 0 et un point en dimen-
sion 1 pour le cercle) sont bien situés en dehors de la bande :
ils sont stirs & 95%.
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d’applications linéaires
{¢tZMt—>MtI+6|t€R} et {¢tIM£—>Mt+E|t€R}

telles que les diagrammes suivants commutent pour tout t <t € R :

Mt t+2e mi,t+25
M, Myioe M i 2
Y 1/)7 % ¢V
/
My, . My
My e mi
Mt E— Mt’ Mt/ — Mt{’
b b
m
y tte,t' +eq o) Myte t! e
Mt+s ? Mt’+s My —— My,

La distance d’entrelacement entre M et M’ est alors définie comme
suit :

di(M,M") :=inf {¢ > 0 | M, M’ sont e-entrelacés}.

Lorsque les modules de persistance sont pdf, et donc que 1’on peut
calculer leurs diagrammes de persistance, on peut montrer que la
distance d’entrelacement est en fait égale a la distance du goulot de
bouteille.

Théoréme 5.2 (Stabilité algébrique). Soient M, M’ deur modules de
persistance pdf, et D(M), D(M') les diagrammes de persistance cor-
respondants. Alors, on a :

dy(D(M), D(M")) = dy(M, M").

Une preuve compléte de ce résultat est donnée dans [CASGO16,
§5.4]. Ici nous nous contenterons d’une preuve simple démontrant
un résultat moins fort mais suffisant pour nos besoins, a savoir que

dy(D(M), D(M')) < 8dr(M, M').

Démonstration. Soit € > dj(M, M’). On discrétise le module M sur
la grille 2¢Z = {2ke | k € Z}, c’est-a-dire que 1'on forme le module
M = (My)¢ea:7 avec les applications linéaires internes induites de M.
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Comme M est pdf, il se décompose en une somme directe de mo-
dules intervalles : M =2 @jej Ky;. On a alors M = @jej K1,n2ez5
par les définitions point a point de l'isomorphisme et de la somme
directe données dans le texte [Oud24] (notons que l'on peut avoir
I; N2eZ = &, auquel cas le facteur K;; devient nul apres discrétisa-
tion). Il s’ensuit que dy(D(M), D(M) < 2¢.

De méme, on discrétise M’ sur la grille e 4+ 2¢Z = {e+2ke | k € Z}
en formant le module M = (M) teet2:7 avec les applications linéaires
internes induites de M’, et 'on a alors dy(D(M'), D(M') < 2¢.

Comme & > dy(M,M’'), il existe un e-entrelacement de M et N
par des familles d’applications

(pr: My — Mt’+e)teR et (Yy: Mt’ — Miye)ter.

Cet entrelacement nous donne le diagramme commutatif suivant, ot
la premiere ligne est le module discrétisé M et la deuxieme ligne est
autre module discrétisé M’ :

M(2k—2)e,2ke Moke,(2k+2)e

Moy

%—2# Wsz' w‘ zp(%V

m'
, (2k—1)e,(2k+1)e ,
o ’ M(2k71)5 M(21c+1)5 P

cn—— Mgp_g)e Meopyo)e — =+

Considérons maintenant le module N formé par la suite d’applica-
tions diagonales dans ce diagramme. Plus précisément, on définit
(Nt)teez avec Nope = Moy et Nojope = M. o, reliés par les appli-
cations internes ¢oge: Noke — Neyoge €t Yeyore: Nevore — Niokg2)e)-
Par commutativité du diagramme, M est aussi la discrétisation de N
sur la grille 2¢Z, tandis que M’ est aussi la discrétisation de N sur
la grille € 4 2¢Z. Comme plus haut, on a donc dy(D(N), D(M)) < 2¢

!/

et dy(D(N),D(M)) < 2. L’inégalité triangulaire nous donne alors :
dp(D(M), D(M')) < dp(D(M), D(M)) + dy(D(M), D(N))
+dy(D(N), D(M")) + dy(D(M'), D(M")) < 8.

Comme cette inégalité large est vraie pour tout € > dj(M, M’), elle
lest également pour e = dj(M, M'), d’ot le résultat. O

Remarque 5.3. Dans la preuve du théoréme nous avons considéré les
diagrammes de persistances de modules définis seulement sur des
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grilles dans R, et pas sur R tout entier. Cela requiert de choisir une
convention pour définir les bornes des intervalles, qui ne sont autre-
ment pas définies de maniére unique. Par exemple, sur la grille 2¢Z,
pour tous k < k' € Z on a

{2ke,2(k + 1)e,- - ,2k'e} = [2ke, 2k'e] N 2¢Z

2ke, (2K + 1)e[ N 2¢Z

(2k — 1)e, (2K + 1)e[ N 2¢Z
(

=
=]
=1(2k — 1)g,2k'e] N 2eZ

On a donc quatre conventions possibles pour définir les bornes des
intervalles. Le choix de convention n’a pas d’influence sur la preuve,
car toutes donnent I’inégalité dy, (M, M) < 2¢ pour tout module pdf M

indexé sur R (ou sur une grille plus fine comme €Z, munie de la méme
convention) et son discrétisé M sur la grille 2¢7Z.

L’intérét de la stabilité algébrique (théoreme 5.2) est de s’affran-
chir compléetement du cadre fonctionnel du théoréme de stabilité usuel
(théoreme 2.1). Ce dernier en est d’ailleurs un corollaire facile. En ef-
fet, si 'on considére deux fonctions f,g : X — R définies sur un
complexe simplicial compact, et que l'on se donne n’importe quel
e > ||f — glloo, on a aisément

FH(=00,t]) C g7 (=00, t +¢])
et
97 ((=00,8]) € f7H((—o00,t + ),

pour tout t € R. La fonctorialité de I’homologie permet ensuite de
directement déduire des applications linéaires associées aux inclusions
ci-dessus, et donc un e-entrelacement entre les modules de persistance
M(f) et M(g) issus des sous-niveaux de f et g. Ceci permet finale-
ment d’obtenir :

dy(D(f), D(9)) = dr(M(f), M(9)) < |If = 9ll

(ou bien dy(D(f),D(g)) < 8dr(M(f), M(g)) < 8[If — glloc si T'on
passe par la version faible démontrée ici).
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Un autre avantage de la distance d’entrelacement est qu’elle permet
parfois de controler simplement la proximité entre deux modules de
persistance issus de filtrations spécifiques, et donc aussi entre leurs
diagrammes de persistance (via le théoreme 5.2). Une illustration
classique de cet avantage concerne les diagrammes de Cech, définis
en section 3. En effet, en pratique, le calcul effectif de diagrammes de
Cech est souvent cofiteux (méme si possible via 1'utilisation de com-
plexes simpliciaux spécifiques appelés complexes alpha). On préfere
donc souvent calculer une approximation facilement calculable de la
filtration de Cech, appelée filtration de Vietoris-Rips.

Définition 5.4. Soit P = {x1,...,7,} C R? un nuage de points fini
de RY. La filtration de Vietoris-Rips associée a P est la filtration
{Aﬁ’Rips(r) | 7 > 0} du simplexe complet AP & n = |P| sommets
identifiés bijectivement aux points de P, définie, pour tout simplexe
o€ AP par:

o= {xi,. ..,z } € APRIPS (1) — |@i; — @iy ll2 <7, V1 < 4, i < k.
Le diagramme de persistance associé est noté DRips(P).

Lemme 5.5. Soit r > 0. Alors, on a les inclusions suivantes entre
complezes simpliciauz :

Ag,RipS(T) C Ag,Cech(,r) C A,,]LD’RipS(QT).

Démonstration. Soit r > 0. Montrons la premieére inclusion. Soit
o = {iy,...,zi,} un k-simplexe de ALTPS(7). Alors, pour tout
1 <j <k ona |z — 2zl < 7 et donc x; € B(w,r). Ainsi
xi, € ﬂ?zl B(zi;,r) et o € ABCech (),

Montrons maintenant la deuxiéme inclusion. Soit o = {z;,, ..., z;,}
un k-simplexe de Aﬁ’ceCh(r). Alors, pour tout 1 < 5,5 < k, on a
B(z;;,r) N B(wi,,r) # @. Soit z € B(xi;,r) N B(x;,,r). Alors, par
I'inégalité triangulaire, on a :

@i, — @i ll2 < ll@i; — 2ll2 + |2 — @i, []2 < 2,
et donc o € AR (2p). O

Voir la figure 6.
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FIGURE 6. Exemple de nuage de points et de boules de
rayon r centrées sur les points (gauche), son complexe de
Cech de rayon r (centre), et son complexe de Vietoris-
Rips de rayon 2r (droite). On peut voir que le complexe
de Vietoris-Rips contient un simplexe supplémentaire : en
effet, il suffit pour les complexes de Vietoris-Rips que toutes
les paires de points aient une distance inférieure au rayon
pour pouvoir ajouter le simplexe correspondant.

La fonctorialité de I’homologie permet donc d’obtenir directement
le corollaire suivant :

Corollaire 5.6. Soit P = {x1,...,x,} C R un nuage de points fini

de RY. Soit ch(fch(P) et DQ%S(P) les logarithmes® des diagrammes

de Cech et Vietoris-Rips correspondants :

DS, (P) := {(log(px), log(py)) € B | (ps+py) € Doean(P)},

Di({)iis(P) = {(IOg(px)7IOg(py)) € R? | (pxapy) S DRips(P)}~

Alors, on a :

dy(DEE,(P), DRE (P)) < log(2).
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